
 

Α’ ΛΥΚΕΙΟΥ 

Πρόβλημα 1 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με ΑΒ = ΑΓ. Η μεσοκάθετη της πλευράς ΑΓ τέμνει την 
παράλληλη ευθεία από το σημείο Α προς την ευθεία ΒΓ στο σημείο Ε, την πλευρά ΑΒ στο 

σημείο Η και την ευθεία ΒΓ στο σημείο Ζ. Δίνεται ότι:  ΑΖ̂Η = ΖΑ̂Η. 

(α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ. 

(β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΑΖΓΕ είναι ρόμβος. 

Λύση 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Έστω ΑΖ̂Η = ΖΑ̂Η = 𝜑 και Β̂ = Γ̂ = 𝜔,  οπότε  Α̂ = 1800 − 2𝜔. 
Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΖΔ έχουμε: 

ΔΑ̂Ζ + ΔΖ̂Α = 900  ⇔ 1800 − 2𝜔 + 𝜑 + 𝜑 = 900 

- 𝜔 − 𝜑 = 450 (1) 

Λόγω συμμετρίας ως προς τη μεσοκάθετη της πλευράς ΑΓ, έχουμε  ΑΖ̂Η = ΗΖ̂Β = 𝜑, 



οπότε από το τρίγωνο ΑΒΖ και την εξωτερική του γωνία ΑΒ̂Γ έχουμε 

𝜔 = ΑΒ̂Γ = 3𝜑 (2) 

Από τις σχέσεις (1) και (2) λαμβάνουμε 

2𝜑 = 450 ⇔ 𝜑 = 22,50 και 𝜔 = 67,50. 
Άρα έχουμε  

Β̂ = Γ̂ = 𝜔 = 67,50 και Α̂ = 1800 − 2𝜔 = 450 . 

(β) Επειδή ΑΕ ∥ ΖΓ έχουμε  
ΓΖ̂Ε = ΑΕ̂Ζ   (εντός εναλλάξ). 

Επίσης λόγω συμμετρίας ως προς τη μεσοκάθετη ΖΕ της ΑΓ έχουμε 

ΓΖ̂Ε = ΑΖ̂Ε = 𝜑. 

Άρα  είναι  ΑΖ̂Ε = ΑΕ̂Ζ = 𝜑,  οπότε  το  τρίγωνο  ΑΖΕ  είναι  ισοσκελές  με  ΑΖ  =  ΑΕ.  Λόγω 
συμμετρίας ως προς τη μεσοκάθετη ΖΕ της ΑΓ έχουμε τελικά ΑΖ = ΑΕ = ΓΕ = ΓΖ. 

Επίσης, λόγω συμμετρίας ως προς τη μεσοκάθετη της πλευράς ΑΓ, έχουμε 

ΓΕ̂Ζ = ΑΕ̂Ζ = 𝜑 = ΑΖ̂Ε, 

οπότε οι ευθείες ΑΖ και ΓΕ τεμνόμενες από την ευθεία ΖΕ σχηματίζουν δύο εντός εναλλάξ 
γωνίες ίσες, οπότε ΓΕ ∥ ΑΖ. 
Επομένως το τετράπλευρο ΑΖΓΕ είναι παραλληλόγραμμο που έχει τις τέσσερις πλευρές του 
ίσες, οπότε είναι ρόμβος. 

 
Πρόβλημα 2 

Να προσδιορίσετε όλα τα ζεύγη πραγματικών αριθμών (𝑥, 𝑦) τα οποία ικανοποιούν την 

εξίσωση: 
 

Λύση 

(𝑥2 + 1)(𝑦2 + 1) + 4(𝑥 − 1)(𝑦 − 1) + 4(𝑥 + 𝑦 − 1) = 0. 

Μετά τις πράξεις η εξίσωση παίρνει τη μορφή 

(𝑥𝑦 + 1)2 + (𝑥 + 𝑦)2 = 0 ⇔ 𝑥𝑦 + 1 = 0 και 𝑥 + 𝑦 = 0 ⇔ 𝑥𝑦 = −1 και 𝑦 = − 𝑥 

- 𝑥2 = 1 και 𝑦 = − 𝑥 ⇔ (𝑥, 𝑦) = (1, −1) ή (𝑥, 𝑦) = (−1,1). 

 
Πρόβλημα 3 (8 μονάδες) 
Έστω 𝛼, 𝛽 πραγματικοί αριθμοί με 𝛼 ≠ 0 τέτοιοι ώστε: 

𝛽 

𝛽2 + 𝛽 + 1 
= 𝛼.

 

(α) Να εκφράσετε την παράσταση 
β2

 

β4+β2+1 
συναρτήσει του 𝛼. 

(β) Να προσδιορίσετε όλες τις τιμές του 𝛼 ώστε 

𝛽2 

𝛽4 + 𝛽2 + 1 
= 𝛼.
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Λύση 
(α) Από την δεδομένη ισότητα έχουμε 

𝛽 

𝛽2 + 𝛽 + 1 
= 𝛼 ⇒

 

Άρα έχουμε 

 

 
1 

 
 

𝛽 + 
1 

+ 1 
𝛽 

 

 
1 

= 𝑎 ⇒ 𝛽 + = 
𝛽 

 

 
1 − 𝑎 

. 
𝑎 

1 2 

(𝛽 + ) 
𝛽 

1 − 𝑎 2 
= ( ) 

𝑎 

 
⇒ 𝛽2 + 
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𝛽2 

1 − 𝑎 2 
+ 2 = ( ) 

𝑎 

 
⇒ 𝛽2 + 

1 
 

 

𝛽2 

1 − 2𝑎 − 𝑎2 
= 

𝑎2 , 

μέσω της οποίας προκύπτει 
𝛽2 

𝛽4 + 𝛽2 + 1 
=

 

(β) Έχουμε 

 

1 
 

 

𝛽2 +
 1 

+ 1 
𝛽2 

 

1 
= 

1 − 2𝑎 − 𝑎2 

𝑎2 + 1 

 
𝑎2 

= . 
1 − 2𝑎 

𝛽2 𝑎2 1 

𝛽4 + 𝛽2 + 1 
= 𝛼 ⇔ 𝛼 = 

1 − 2𝑎 
⇔ 1 − 2𝛼 = 𝛼 ⇔ 𝛼 = 

3
. 

 

2ος τρόπος 

(α) Είναι 𝛽2 

 
+ 𝛽 + 1 = 

 
 

β, οπότε 𝛽2 
a 

 
+ 1 = (

1
 

α 

 
— 1) 𝛽, και άρα 

𝛽4 + 2𝛽2 + 1 = (
1

 
2 

— 1) 𝛽2 = ( 
1

 — 
2 

+ 1) 𝛽2. 
𝛼 𝛼2 𝛼 

Έτσι έχουμε 

 1 2 𝛽  + 𝛽  + 1 = ( 2 
 

 

1 − 2𝛼 
𝛽2,

 
 

 

 
οπότε 1 − 2𝛼 ≠ 0 και 

𝛼2 − 
𝛼

) 𝛽  = 

 
𝛽2 𝛼2 

𝛼2 

 
 

(β) Αρχικά παρατηρούμε ότι 

𝛽4 + 𝛽2 + 1 
= 

1 − 2𝛼
.
 

 

𝛽4 + 𝛽2 + 1 = (𝛽4 + 2𝛽2 + 1) − 𝛽2 = (𝛽2 + 1)2 − 𝛽2 =(𝛽2 + 𝛽 + 1)(𝛽2 − 𝛽 + 1), 
 

οπότε  
𝛽2 

𝛽4 + 𝛽2 + 1 
=

 

 

 
𝛽2 

 
𝛽 

∙ 
+ 𝛽 + 1 

 

 
𝛽2 

 
𝛽 

— 𝛽 + 1 

 
 

= 𝛼 ∙ 

 

 
𝛽2 

 
𝛽 

— 𝛽 + 1 

Αφού 𝑎 ≠ 0, από την παραπάνω ισότητα παίρνουμε 

𝛽2 
 

 

𝛽4 + 𝛽2 + 1 
= 𝛼 ⟺ 𝛽 = 𝛽2 − 𝛽 + 1 ⟺ 3𝛽 = 𝛽2 + 𝛽 + 1 

𝛽 1 1 
- 

𝛽2 + 𝛽 + 1 
= 

3 
⟺ 𝛼 = 

3 
.
 



Σχόλια. Η παραγοντοποίηση στη λύση του (β) μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να δώσει μια 
ακόμη λύση στο (α) ως εξής: 
Έχουμε 

 

 
Έτσι 1 − 2𝑎 ≠ 0 και 

𝛽2 − 𝛽 + 1 
= 

𝛽 

𝛽2 + 𝛽 + 1 
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