
 

ΑΣΚΗΣΗ  
(Εµβαδόν χωρίου µεταξύ δυο καµπυλών) 

 
Α)  Να υπολογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις καµπύλες 

xey = ,  xey −=  και την ευθεία x=1. 
Β)  Να υπολογίσετε τα εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τον κύκλο 

8yx 22 =+  και την παραβολή 2x
2
1y = . 

Γ)  Έστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση f(x) για την οποία ισχύει: 

xe
1x2)x(f −

=′  και  f(0)=1 

I) Να βρεθεί η συνάρτηση αυτή. 
II) Να υπολογιστεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων f και g µε 
1x2
)x(f)x(g
+

= , τον άξονα yy′  

και την ευθεία x=1. 
 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 
 
Α)  ∆ίνονται οι καµπύλες xe)x(fy == ,  xe)x(gy −==  και η ευθεία x=1. 
 

Γραφική παράσταση 

 
Είναι: 

[ ] ( ) ( )[ ] 

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e
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τ.µ. 

 
Β)   ∆ίνονται: ο κύκλος 8yx 22 =+  µε κέντρο Κ(0,0) και 228R ==  και η 

παραβολή 2x
2
1y = . Βρίσκουµε τα σηµεία τοµής τους: 

 

032x4x32xx48x
4
1x

x
2
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Θέτουµε tx 2 =  οπότε 032t4t 2 =−+ . Η διακρίνουσα είναι: 
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∆: 014412816)32(1442 >=+=−⋅⋅−  
 

και άρα:                      




−=
=

⇔
⋅

±−
=

πτεταιίαπορρ,8t
4t

12
1444t
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Άρα:                                        2x4x 2 ±=⇔=  
 
Τα σηµεία τοµής είναι τα: A(-2,2) και Β(2,2), όπως φαίνεται στο σχήµα: 

 

 
Ζητείται το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται µεταξύ των καµπυλών: 
 

2x8)x(fy −==  και 2x
2
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Οπότε:   [ ]

21 I

2

2

2

I

2

2

2
2

2

22
2

2

dxx
2
1dxx8dxx

2
1x8dx)x(g)x(fE ∫∫∫∫

−−−−

−−=





 −−=−=  

 

όπου:  [ ] ( ) =
′

−⋅−−⋅=−⋅′=−= ∫∫∫
−

−
−−

dxx8xx8xdxx8)x(dxx8I
2

2

2
2

2
2

2

2

2
2

2

2
1  

 

=
−

−−
−=

−

−
−=

−/

/−
⋅−+= ∫∫∫

−−−

dx
x8

8x88dx
x8

x8dx
x82

x2x4242
2

2
2

22

2
2

22

2
2

 

 

( )
=

−
⋅+

−

−
−=









−
−

−

−
−= ∫∫∫

−−−

2

2
2

2

2
2

2
22

2
22

2

x8
dx8dx

x8
x88dx

x8
8

x8
x88  

 

⇔







⋅+−=

−

2

2
1 8

xarcsin8I8  

 








 −
−⋅+=⇔

22
2arcsin

22
2arcsin88I2 1




















−−⋅+=⇔

2
2arcsin

2
2arcsin44I1  

 







 +⋅+=














−−⋅+=⇔

4
π

4
π44

4
π

4
π44I1  π241 +=Ι⇔  



 

 

 
 

ΣΟΛΩΜΟΥ  29  ΑΘΗΝΑ     210.38.22.157 – 495 
www.arnos.gr  –  e-mail : info@arnos.gr 

 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΗ ΣΤΗΡΙΞΗ ΦΟΙΤΗΤΩΝ 
 

3

και                              
3

16
3
8

3
8

3
xdxx

2

2

32

2

2
2 =






−−=








==Ι

−−
∫  

 

Άρα:                           π2
3
4

3
8π24

3
16

2
1π24E +=−+=⋅−+=  

 
 
Γ)  Έστω η παραγωγίσιµη συνάρτηση f(x) για την οποία ισχύει: 
 

xe
1x2)x(f −

=′   και  1)0(f −=  

 
 

I)                 =
′

−⋅−=⋅−=′= ∫∫∫ −− dx)e()1x2(dxe)1x2(dx)x(f)x(f xx  
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Όµως:             0c1c11ce)10(1)0(f 0 =⇔−=+−⇔−=+⋅+−⇔−= −  
 
Άρα:          xe)1x2()x(f −⋅+−=  
 
ΙΙ)  Έχουµε τις παρακάτω συναρτήσεις: 
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ΑΣΚΗΣΗ  

(Υπολογισµός εµβαδού επιφάνειας) 

 

Να υπολογίσετε το εµβαδόν της γραµµοσκιασµένης περιοχής που ορίζεται 

από τις καµπύλες  5,0x3)x( +=y ,  2x1)x( −=g   και τους άξονες x και y όπως 

φαίνεται στο σχήµα. 

 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

 

  Τα κοινά σηµεία (σηµεία τοµής) των γραφηµάτων των δυο 

συναρτήσεων, είναι οι ρίζες της εξίσωσης: 

( ) ( )f x g x=    (1)  ⇒         

2 1
1 x 3x

2
− = +        ⇔         

2 2 1
1 x 9x 3x

4
− = + +       ⇔       

2 3
10x 3x 0

4
+ − =       ⇔        

240x 12x 3 0+ − =  

 

Η (1) έχει τελικά την µορφή τριωνύµου, 

του οποίου οι ρίζες είναι: 

 

1

1,2

2

3 39
x

12 4 39 20
x

80 3 39
x

20

 − +
= = α− ± 

= = 
− − =

     

η οποία απορρίπτεται, διότι πρέπει x 0≥

 

 Εποµένως: 
1

2

0

1
3x dx 1 x dx

2

α

α

 Ε = + + − 
 ∫ ∫  

Παρατηρούµε: 

1 2 2 2
2 2

arcsinrcsin rcsin

1 cos 2t t sin 2t
1 x dx cos tdt dt

2 2 4

π π π

αα α α α α

+  Ι = − = = = +  ∫ ∫ ∫  

 Θέτουµε: 

x sin t=       ⇒      dx cos tdt=  

Για  x 1= , είναι  t
2

π
=     και    για  x = α , είναι  t rcsin= α α . 

Άρα: 
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( )
23x 1 1 1

x rcsin sin 2 rcsin
2 2 4 2 4

0

α
  π

Ε = + + − α α − α α 
 

      ⇒  

( )
23 1 1 1

rcsin sin 2 rcsin
2 2 4 2 4

α π
Ε = + α + − α α − α α  
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ΑΣΚΗΣΗ  

(Υπολογισµός εµβαδού επιφάνειας) 

 

Να υπολογίσετε το εµβαδόν της γραµµοσκιασµένης περιοχής του σχήµατος 

που περιβάλλεται από τις καµπύλες  xxf =)(  και  .)( 3xxg =  

 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

 

 Τα κοινά σηµεία των γραφηµάτων των 

δυο συναρτήσεων, είναι οι λύσεις της εξίσωσης: 

( ) ( )f x g x=      ⇒       3x x=      ⇔        

6x x=       ⇔  
6x x 0− =      ⇔       ( )5x x 1 0− =       ⇔  

x 0

x 1

=

=
 

 Άρα έχουµε: 

( )
1 1 1

3 32

0 0

x x dx x x dx
 

Ε = − = − = 
 

∫ ∫  

1
3

42

0

x x 2 1 8 3

3 4 3 4 12

2

 
  −

= − = − = 
 
 

      ⇒        
5

. .
12

Ε = τµ  
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ΑΣΚΗΣΗ  

(Υπολογισµός εµβαδού επιφάνειας) 

 

Να βρεθεί το εµβαδόν των χωρίων που περικλείονται: 

α.   Από την παραβολή 6x7x)x( 2 +−== fy , τον άξονα των x και τις ευθείες 

6xκαι2x ==  

β.   Από την καµπύλη x8x6x)x( 23 +−== fy  και τον άξονα των x. 

γ.  Από τις παραβολές   2xx6)x( −== fy  και  x2x)x(g 2 −==y  

 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

 

α.  Το τριώνυµο  2x 7x 6− +  έχει  49 24 25 0∆ = − = >   και ρίζες: 

1

1,2

2

x 67 5
x

x 12

=±
= = 

=
 

 Το πρόσηµο του τριωνύµου, προσδιορίζεται µε την βοήθεια του πίνακα που 

ακολουθεί: 

 

 

 

 

 

  Παρατηρούµε ότι στο διάστηµα  [ ]2,6  που µας ενδιαφέρει, το τριώνυµο έχει 

αρνητικό πρόσηµο, εποµένως: 

     ( )
66 3 2

2

2 2

x x 8
x 7x 6 dx 7 6x 72 126 36 14 12

3 2 3

 
Ε = − + − = − + ⋅ − = − + − + − + 

 
∫     ⇒  

 

56
. .

3
Ε = τµ  

 

β.  Παρατηρούµε ότι: 

( )3 2 2y f (x) x 6x 8x x x 6x 8= = − + = − +  

 Το τριώνυµο  2x 6x 8− +   έχει  36 32 4 0∆ = − = >   και οι ρίζες του είναι: 

1

1,2

2

x 46 2
x

x 22

=±
= = 

=
    Άρα   ( )( )y x x 4 x 2= − −  
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 Με την βοήθεια του πίνακα που ακολουθεί, προσδιορίζουµε το πρόσηµο του: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Εποµένως σύµφωνα µε τις προηγούµενες παρατηρήσεις, έχουµε: 

 

( ) ( )
2 4

3 2 3 2

0 2

x 6x 8x dx x 6x 8x dxΕ = − + + − + − =∫ ∫  

2 4
4 3 2 4 3 2

0 2

x x x x x x
6 8 6 8

4 3 2 4 3 2

   
= − ⋅ + ⋅ + − + ⋅ − ⋅ =   
   

 

 

4 16 16 64 128 64 4 16 16= − + − + − + − +     ⇒  

 

8 . .Ε = τµ  

 

γ.  Τα κοινά σηµεία των γραφηµάτων των δυο συναρτήσεων, είναι οι ρίζες της 

εξίσωσης: 

( ) ( )f x g x=      ⇒      2 26x x x 2x− = −       ⇔  

22x 8x 0− + =      ⇔      ( )2x 4 x 0− =       ⇔      
x 0

x 4

=

=
 

 

  Το πρόσηµο της διαφοράς  ( ) ( )f x g x− , προσδιορίζονται από τον πίνακα που 

ακολουθεί: 

 

 

 

 

 

  Άρα σύµφωνα µε τις προηγούµενες παρατηρήσεις, έχουµε: 

 

( )
44 3 2

2

0 0

x x 128
2x 8x dx 2 8 64

3 2 3

 
Ε = − + = − ⋅ + ⋅ = − + 

 
∫      ⇒  
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64
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3
Ε = τµ  
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ΘΕΜΑ  3ο   10-7-05   

(Υπολογισµός εµβαδού επιφάνειας, υπολογισµός ορίων, συνέχεια συνάρτησης) 

 

1
ο
 Ερώτηµα 

 

α.  Να βρεθεί το εµβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται µεταξύ των καµπυλών 
5x)x(f =  και x2)x(g =  

β.  Να βρεθεί το εµβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται µεταξύ των καµπυλών  

x)x(f = , x2)x(g =  και x5)x(h −=  

 

2
ο
 Ερώτηµα 

 

α.  Να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια: 

i.   
30x x

xtanxsin
im

−
→
ℓ      ii.   

2x 0

4x sin 4x
im

3x→

−
ℓ  

β.  ∆ίνεται η συνάρτηση: 





−<++
−≥=

1x,1xx

1x,ce
)x(f

3

x3

 

Να υπολογιστεί το c ώστε η f(x) να είναι συνεχής στο  x 1ο = − . 

 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

 

1
ο
 Ερώτηµα 

 

α.  Για τις συναρτήσεις  5x)x(f =   και   x2)x(g = , παρατηρούµε ότι είναι: 

( ) ( ) ( ) ( )( )5 4 2 2f x g x x 2x x x 2 x x 2 x 2− = − = − = − +       ⇒  

 

( ) ( ) ( )( )( )2 4 4f x g x x x 2 x 2 x 2− = + − +  

 Με την βοήθεια του πίνακα: 

 

 

 

 

 

 καθορίζουµε το πρόσηµο της διαφοράς  ( ) ( )f x g x−  και έχουµε: 

 

( ) ( )
4

4

4 4

0 20 2 6 6
5 5 2 2

02 2 0

x x
x 2x dx 2x x dx x x

6 6
− −

   
Ε = − + − = − + −   

   
∫ ∫       ⇒  
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2 2 2 2 2 2
2 2 2 2

6 6 3
Ε = − + + − = −       ⇒        

4 2
. .

3
Ε = τµ  

 

 

β.  Οι συντεταγµένες των κοινών σηµείων των γραφηµάτων των δεδοµένων 

συναρτήσεων ανά δυο, είναι: 

 

 �  
( )
( )

f x x

g x 2x

=


=
     ⇔      x 2x=      ⇔       x 0=      ⇒        

( )0,0Ο  

 �  
( )

( )
f x x

h x 5 x

=


= −
    ⇔    x 5 x= −     ⇔     2x 5=      ⇔     

5
x

2
=      ⇒  

5 5
A ,  

2 2

 
 
 

 

 �  
( )

( )
g x 2x

h x 5 x

=


= −
     ⇔     2x 5 x= −    ⇔   3x 5=      ⇔     

5
x

3
=       ⇒  

5 10
B ,   

3 3

 
 
 

 

 

  Οι συναρτήσεις, όπως και το µεταξύ αυτών χωρίο, εµφανίζονται στο σχήµα 

που ακολουθεί: 
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 Σε εφαρµογή όλων των παραπάνω, έχουµε: 

 

( ) ( )
5/3 5/ 25/3 5/ 2 2 2

0 5/3 0 5/3

x x
E 2x x dx 5 x x dx 5x 2

2 2

   
= − + − − = + − ⋅ =   

   
∫ ∫  

 

25 25 25 25 25 25 25 50 25 25 1 1 5
25 25

18 2 4 3 9 18 4 9 9 4 4 9 36

 = + − − + = + − = − + = − = ⋅ 
 

    ⇒  

 

125
E . .

36
= τµ  

 

 

2
ο
 Ερώτηµα 

 

α.i.  Παρατηρούµε ότι: 

( )

( )

0

0 2

3 2x 0 d ' x 0 x 03

1
cos xsin x tan xsin x tan x cos xim   im im

x 3x
x

 
 
 

→ Η → →

−′−−
Ι = = =

′
ℓ ℓ ℓ      ⇒  

( ) ( )23

2 2 2 2x 0 x 0

cos x 1 cos x cos x 1cos x 1
im im

3x cos x 3x cos x→ →

− + +−
Ι = =ℓ ℓ      ⇒  

 

( ) ( )2

2 2 2x 0 x 0 x 0

cos x 1 cos x 1cos x cos x 1
im im im 3

3x cos x 3x→ → →

− − + +
Ι = ⋅ = ⋅ 

 
ℓ ℓ ℓ       ⇒  

 

( )

( )

0

0

2x 0 d ' x 0 2

cos x 13 cos x 1
im   im

3 x
x

 
 
 

→ Η →

′−−
Ι = =

′
ℓ ℓ      ⇒  

 

x 0

sin x 1
im

2x 2→

−
Ι = = −ℓ  

 

 

α.ii. Παρατηρούµε ότι: 

( )

( )
( )

( )

0 0

0 0

3 2x 0 d ' x 0 x 0 d ' x 03 2

4x sin 4x 4 4cos 4x4x sin 4x 4 4cos 4x
im   im im   im

x 3x
x 3x

   
   
   

→ Η → → Η →

′ ′− −− −
Ι = = = = =

′ ′
ℓ ℓ ℓ ℓ  

0

0

x 0 d ' x 0

16sin 4x 64cos 4x
im im

6x 6

 
 
 

→ Η →
= =ℓ ℓ      ⇒  
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64 32

6 3
Ι = =  

 

 

β.  Για να είναι η f  συνεχής στο 0x 1= − , πρέπει: 

 

( ) ( ) ( )
x 1 x 1

im f x im f x f 1
− +→− →−

= = −ℓ ℓ  

 

 Παρατηρούµε ότι: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

3

x 1 x 1

3x 3

x 1 x 1

im f x im x x 1 1 1 1 1

im f x im c e c e f 1

− −

+ +

→− →−

−

→− →−

= + + = − − + = − 


= ⋅ = ⋅ = − 

ℓ ℓ

ℓ ℓ

       ⇒  

 
3c e 1−⋅ = −       ⇔       

3c e= −  
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ΑΣΚΗΣΗ  

(Υπολογισµός  εµβαδού) 

 

 Να υπολογίσετε το εµβαδόν  του χωρίου που περικλείεται από τα γραφήµατα 

των ευθειών: 

y x 15, x 28= − =  

και της συνάρτησης  ( )f x x 3= − . 

 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Τα σηµεία τοµής των γραφηµάτων των συναρτήσεων  ( )f x x 3= −  και  

( )g x x 15= − , είναι η λύση του συστήµατος: 

 

y x 3

y x 15

= − 


= − 
      ⇔       

2y x 3

x y 15

= −


= + 
     ⇒        2y y 15 3= + −       ⇔  

 
2y y 12 0− − =  

Επειδή η διακρίνουσα του τριωνύµου είναι: 

1 48 49∆ = + =  

οι ρίζες του είναι: 
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1,2

1 7
y

2

±
=      ⇔       y 4=      ή      y 3= −  

 

Η ρίζα  y 3= −  απορρίπτεται  διότι πρέπει να είναι  y 0≥ , ενώ για y 4=  από την  

y x 15= − , βρίσκουµε  x 19= . Άρα το κοινό σηµείο των γραφηµάτων των 

συναρτήσεων f ,g  έχει συντεταγµένες: 

( )19,4  

 Για x 28=  από την  y x 15= − , βρίσκουµε: 

y 28 15 13= − =  

Άρα οι συντεταγµένες του γραφήµατος της g  µε την ευθεία  x 28= , είναι: 

( )28,13  

Άρα: 

( ) ( ) ( )
2828 282

1
2

19 1919

x
x 15 x 3 dx 15x x 3 x 3 dx

2

  ′Ε = − − − = − − − − = 
 

∫ ∫  

 

( ) ( )

28

3
2

19

x 3 2
392 420 180,5 285 76,5 125 64

3 3

2

 
 −

= − − + − = − − = 
 
 

 

 

122 459 244
76,5

3 6

−
= − =       ⇒       

215
. .

6
Ε = τµ  
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ΑΣΚΗΣΗ  

(Εύρεση εµβαδού) 

 

 Να υπολογιστεί το εµβαδόν του φραγµένου χωρίου που περικλείεται από τις 

καµπύλες: 
2x 4y 4 0− + =     και     x 2y 6 0− + =  

Να σχεδιάσετε το χωρίο.  

 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

 

 Οι δεδοµένες καµπύλες, εκφράζονται από τις συναρτήσεις: 

2x 4y 4 0− + =      ⇔      24y x 4= +       ⇔        ( ) 21
y f x x 1

4
= = +  

και 

x 2y 6 0− + =      ⇔       2y x 6= +       ⇔       ( ) 1
y g x x 3

2
= = +  

Τα κοινά σηµεία των γραφηµάτων των δυο αυτών συναρτήσεων, είναι οι λύσεις της 

εξίσωσης: 

( ) ( )f x g x=       ⇒        21 1
x 1 x 3

4 2
+ = +       ⇔        2x 4 2x 12+ = +       ⇔  

 

( ) ( )

2

2

x 2x 8 0

2 4 1 8 36 0

− − = 


∆ = − − ⋅ − = > 
      ⇒         

1

1,2

2

x 42 6
x

x 22

=±
= = 

= −
 

 

Εποµένως τα κοινά σηµεία των γραφηµάτων των συναρτήσεων αυτών, είναι: 

 

( )4,5Α      και      ( )2,2Β −  

όπως φαίνονται στο σχήµα: 
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Οπότε: 

 

 
4 4

2 2

2 2

1 1 1 1
x 3 x 1 dx x x 2 dx

2 4 2 4− −

   Ε = + − − = − +   
   ∫ ∫       ⇒  

 

( )
4

2 3

2

1 x 1 x 1 1 1 1
2x 8 64 8 4 8 4

2 2 4 3 4 12 4 12
−

 
Ε = ⋅ − ⋅ + = ⋅ − ⋅ + − ⋅ + ⋅ − + 

 
     ⇒  

 

64 8
2 8 1 4 13 6

12 12
Ε = − + − − + = −       ⇒        7 . .Ε = τµ  
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ΑΣΚΗΣΗ  

(Εύρεση εµβαδού) 

 

 Να υπολογιστεί το εµβαδόν του φραγµένου χωρίου που περικλείεται από τις 

καµπύλες: 
2y x 0− =      και       x y 2 0+ − =  

Να σχεδιάσετε το χωρίο.  

 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

 

 Οι δεδοµένες καµπύλες, εκφράζονται από τις συναρτήσεις: 

 
2y x 0− =        ⇔        ( )2x y y= = φ  

και 

x y 2 0+ − =        ⇔        ( )x 2 y g y= − =  

 

Τα κοινά σηµεία των γραφηµάτων των δυο αυτών συναρτήσεων, είναι οι λύσεις του 

συστήµατος: 
2x y

x y 2 0

=


+ − = 
      ⇒        

( )

2y y 2 0

1 4 2 9

+ − = 


∆ = − ⋅ − = 
       ⇒  

 

1

1,2

2

y 11 3
y

y 22

=− ±
= = 

= −
 

Άρα τα κοινά σηµεία των γραφηµάτων των δυο συναρτήσεων, είναι: 

 

( )1,1Α       και       ( )4, 2Β −  

 

όπως φαίνεται στο σχήµα: 
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 Εποµένως: 

( )
11 2 3

2

2 2

y y 1 1 8
2 y y dy 2y 2 4 2

2 3 2 3 3− −

   Ε = − − = − − = − − − − − + =  
  

∫  

 

1 1
8 3 5

2 2
= − − = −       ⇒         

9
. .

2
Ε = τµ  
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1

 
 

 (Εφαρμογή ορισμένου ολοκληρώματος.Υπολογισμός εμβαδού.) 
 

 
Το εμβαδό του επιπέδου χωρίου που περικλείεται από τη παραβολή με εξίσωση 2y x=  
τον ημιάξονα Ox  και την εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο (1,1) ισούται με: 
 

Α) 1
10

    Β) 1
11

   Γ) 1
12

   Δ) 1
13

 

 
 

Υποδειγματική Λύση  
 
 

2( )f x x=      / ( ) 2f x x=  
Η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής στο σημείο (1,1) (έστω ε) ισούται με: 
 
ε: /1 (1)( 1)y f x− = −    
 
ε: 2( 1) 1y x= − +    
 
ε: 2 1y x= −  
 
Επομένως: 
 
 
 
 
                                                                                        
 
                                                                                   A (1,1)                                                   
 
 
  

                                                         Ο(0,0)      B( 1
2

,0) 

 Γ(0,-1)      
                                                                       
 
 
 
 

                                                                         
 
                                                                                
 
Ζητάμε το εμβαδό του επιπέδου χωρίου που περικλείεται από τη παραβολή με εξίσωση 

2y x=  τον ημιάξονα Ox  και την εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο (1,1) 
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2

Επομένως θέλουμε να υπολογίσουμε το εμβαδο Ε = 
1 2

0
[ (2 1)]x x dx− −∫ – (ΟΒΓ) 

Όπου  (ΟΒΓ) = 1
2

(ΟΒ) (ΟΓ) 

 
1 2 3 2 1

00

1 1[ (2 1)] [ ]
3 3

x x dx x x x− − = − + =∫       
1 2

0
[ (2 1)]x x dx− −∫ = 1

3
 

 
1
2

(ΟΒ) (ΟΓ) = 1
2

1
2

1 = 1
4

 

 

Επομένως  Ε = 
1 2

0
[ (2 1)]x x dx− −∫ – (ΟΒΓ) = 1

3
 - 1

4
 = 1

12
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ΑΣΚΗΣΗ   ΑΠΟ ΕΡΓΑΣΙΑ  ΦΥΕ 10 

ΕΑΠ   ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ   ΕΤΟΣ   2003-2004  

(ΕΑΠ: ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ  ΦΥΕ 10) 

 

 ∆ίνεται τετράγωνο µε κορυφές τα σηµεία  ( ),0Α α ,  ( ), 2Β α α ,  ( ), 2Γ −α α   

και  ( ),0∆ −α   µε  0α >   και µια  (δευτεροβάθµια ) παραβολή που διέρχεται από την 

αρχή των αξόνων και τα σηµεία Β, Γ.  ∆είξτε ότι η παραβολή χωρίζει το τετράγωνο 

σε δυο χωρία µε εµβαδά το ένα διπλάσιο του άλλου.  

 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Η εξίσωση της παραβολής, έχει τη γενική µορφή: 

 
2c :  y x x= γ + δ + ε  

Επειδή διέρχεται από τα σηµεία: 

( )0,0Ο ,    ( ), 2Β α α ,  ( ), 2Γ −α α  

έχουµε: 

2

2

0

2

2

= ε 


α = γα +αδ + ε
α = γα −αδ+ ε

      ⇒        

0

2

2

ε = 


γα + δ = 
γα − δ = 

      ⇒       

0

2 4

2

ε = 


γα = 
δ = − γα

      ⇒  

 

2
0, , 0ε = γ = δ =

α
 

 

Άρα η εξίσωση της παραβολής του προβλήµατος, έχει τη µορφή: 
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22
c :  y x , 0= α >

α
 

 

 Εποµένως έχουµε: 

3 2 2 2
2 2 2 2

1

2 2 x 2 2 4
2 x dx 2 x 2 2 4

3 3 3 3

αα

−α −α

  α α α Ε = α − = α − ⋅ = α − + α − = α −   α α   
∫    ⇒  

 
2

1

8
. .

3

α
Ε = τµ  

και 
00 3 3 3 3

2 2

2

0 0

2 2 2 x 2 x 2 2
x dx x dx

3 3 3 3

αα

−α −α

    α α
Ε = + = + = ⋅ + ⋅   α α α α α α   

∫ ∫       ⇒  

 
2

2

4
. .

3

α
Ε = τµ  

Άρα: 

1 22Ε = Ε  

 
 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

 
 
 
 

ΣΟΛΩΜΟΥ  29  ΑΘΗΝΑ   �  210.38.22.157 – 495 
www.arnos.gr  –  e-mail : info@arnos.gr 

 

 

 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΗ ΣΤΗΡΙΞΗ ΦΟΙΤΗΤΩΝ 

 

     Λυµένα Θέµατα και Ασκήσεις κ.λ.π. 

 

 

ΑΣΚΗΣΗ  

(Υπολογισµός εµβαδού επιφάνειας) 

 

Να βρεθεί το εµβαδόν των χωρίων που περικλείονται: 

α.  Από την 2x4xf 2 +=)(  και τις ευθείες 2xκαι0x ==  

β.  Από τις 2x2xf −=)(  και 2xxg =)(  

γ.  Από την ευθεία  2xy +=  και την καµπύλη 2xy =  

δ.  Από την xxf =)(  και 
4

x
xg

3

=)(  στο διάστηµα [ ]21,− . 

 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

 

α.  Παρατηρούµε ότι είναι: 

( )
2

2

0

4x 2 dxΕ = + =∫       

2
3

0

x
4 2x

3

 
= ⋅ + = 

 
 

32
4

3
= +       ⇒     

 

44
. .

3
Ε = τµ  

 

 

 

 

β.  Τα σηµεία τοµής των γραφηµάτων των δυο συναρτήσεων, είναι οι λύσεις της 

εξίσωσης: 

( ) ( )f x g x=      ⇒       

2 22 x x− =      ⇔      22x 2=      ⇔       2x 1=      ⇔  

 

x 1= ±  
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  Άρα: 

( ) ( )
1

1

f x g x dx
−

Ε = − =  ∫  

 

( )
1

2 2

1

2 x x dx
−

= − − =∫  

 
1

3 3

1

x x 2 2 4
2x 2 2 4

3 3 3 3 3
−

 
= − − = − + − = − 

 
      

 

⇒        
8

.
3

Ε = τµ  

 

 

γ.  Τα κοινά σηµεία της ευθείας µε την παραβολή, είναι οι λύσεις του 

συστήµατος: 

2

y x 2

y x

= + 


= 
    ⇔      

2

y x 2

x x 2

= + 


= + 
     ⇔     

2x x 2 0

y x 2

− − =


= + 
   (1) 

 

 Για το τριώνυµο, έχουµε  1 8 9 0∆ = + = > , εποµένως οι ρίζες του είναι: 

1

1,2

2

x 21 3
x

x 12

=±
= = 

= −
 

 Εποµένως  ισοδύναµα του συστήµατος 

(1), έχουµε: 

x 2

y x 2

= 


= + 
     ⇔     

x 2

y 4

=

=
       ή      

 

 
x 1

y x 2

= − 


= + 
    ⇔     

x 1

y 1

= −

=
 

 Άρα τα κοινά σηµεία των γραφηµάτων 

των δυο συναρτήσεων, είναι: 

 

( )2,4Α    και     ( )1,1Β −  

 

  Στη συνέχεια, παρατηρούµε ότι: 

 

( )
22 2 3

2

1 1

x x 8 1 1
x 2 x dx 2x 2 4 2

2 3 3 2 3− −

 
Ε = + − = + − = + − − + − 

 
∫       ⇒  
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9
. .

2
Ε = τµ  

 

 

 

δ.  Παρατηρούµε ότι: 

( ) ( )
3 2 2x x 4 x

f x g x x x 1 x
4 4 4

  −
− = − = − = ⋅ 

 
       ⇒  

( ) ( ) ( )( )1
f x g x x 2 x 2 x

4
− = − +   (1) 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Τα κοινά σηµεία των γραφηµάτων των δυο συναρτήσεων, είναι οι ρίζες της 

εξίσωσης: 

( ) ( )f x g x=       ⇔      ( ) ( )f x g x 0− =       
(1)

⇔  

( ) ( )1
x 2 x 2 x 0

4
− + =      ⇔      

x 0

x 2

x 2

=

=

= −
 

Συγχρόνως από την (1), µε την βοήθεια του πίνακα που ακολουθεί, 

προσδιορίζουµε το πρόσηµο της διαφοράς  ( ) ( )f x g x− , στα διαστήµατα που µας 

ενδιαφέρουν και τα οποία είναι: 

[ ]1,0−    και   [ ]0,2  
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 Συνέπεια των προηγουµένων παρατηρήσεων, έχουµε: 

 

     ( ) ( ) ( ) ( )
0 2 0 23 3

1 0 1 0

x x
g x f x dx f x g x dx x dx x dx

4 4− −

   
Ε = − + − = − + −          

   
∫ ∫ ∫ ∫    ⇒  

 
0 2

4 2 2 4

1 0

x x x x 1 1 7
2 1 1

16 2 2 16 16 2 16
−

   
Ε = − + − = − + + − = +   

   
     ⇒  

 

23
. .

16
Ε = τµ  

 

 

 
 

 

ΘΕΜΑΤΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ  ΦΥΕ 14  (ΑΝΑΛΥΣΗΣ  Ι) 
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ΑΣΚΗΣΗ  

(Ορισµένο ολοκλήρωµα, υπολογισµός εµβαδού επιφάνειας) 

 

∆ίνεται η συνάρτηση .,)( Rβαµεβxαxf 2 ∈+=   

α.  Να προσδιοριστούν τα α, β ώστε  
3

7
dxxf

1

0

=∫ )(  και  
3

31
dxxf

2

1

=∫ )(  

β.   Να υπολογιστεί το εµβαδόν του χωρίου, που ορίζεται από τον άξονα των x, 

την καµπύλη f(x) και τις ευθείες x = 0 και x = 2. 

Σε κάθε περίπτωση να κάνετε πρόχειρα τις γραφικές παραστάσεις. 

 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

 

α.  Παρατηρούµε ότι: 

( )
1

0

7
f x dx

3
=∫      ⇒        ( )

1

2

0

x dxα +β∫       ⇔       

1
3

0

x 7
x

3 3

 
α +β = 
 

     ⇔  

7

3 3

α
+β =       ⇔       

7

3 3

α
β = −      (1) 

 και 

( )
2

1

31
f x dx

3
=∫       ⇒       ( )

2

2

1

31
x dx

3
α +β =∫        ⇔  

2
3

1

x 31
x

3 3

 
α +β = 
 

     ⇒       
8 31

2
3 3 3

α α
+ β− −β =      ⇔  

7 31

3 3

α
+β =       

(1)

⇒       

7 7 31

3 3 3 3

α α
+ − =      ⇔      

2 8α =      ⇔  

 

4α =       και      1β =  

 Εποµένως η συνάρτηση έχει 

τελικά τον τύπο: 

( ) 2f x 4x 1= +  

 

β.  Παρατηρούµε ότι: 

( )
22 3

2

0 0

x 32
4x 1 dx 4 x 2

3 3

 
Ε = + = ⋅ + = + 

 
∫      ⇒  

 

38
. .

3
Ε = τµ  
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ΘΕΜΑ  ΕΡΓΑΣΙΑΣ    

(ΕΑΠ: ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ  ΦΥΕ 14) 

 

  Θεωρούµε τη συνάρτηση: 

( ) 2

x
f x

x 2x 4
=

− +
 

α. Να µελετήσετε την ( )f x  και να σχεδιάσετε τη γραφική της παράσταση. 

β. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα  ( )
5

3

f x dx∫ και να χρωµατίσετε το αντίστοιχο 

εµβαδόν στη γραφική παράσταση της  ( )f x . 

 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

 

α.   

�  Πεδίο ορισµού 

  Είναι:  

Α = ℝ  
  αφού:   ( )2x 2x 4 0, x 4 16 12 0− + ≠ ∀ ∈ ∆ = − = − <ℝ  

 

�  Συνέχεια 

 Η f  είναι συνεχής ως ρητή. 

 

�  Άρτια – Περιττή  

 Παρατηρούµε ότι: 

( )
( ) ( )

( )2 2

x x
f x f x

x 2x 4x 2 x 4

− −
− = = ≠

+ +− − − +
   και    ( ) ( )f x f x− ≠ −  

 Εποµένως η f  δεν είναι ούτε άρτια ούτε περιττή.  

 

�  Σηµεία τοµής µε άξονες 

 �  Για  x 0=    ⇒   ( )y f 0 0= =      ⇒     ( )0,0Ο  

 �  Για   y 0=   ⇒     ( )f x 0=    ⇒     
2

x
0

x 2x 4
=

− +
    ⇒     

x 0=  

 

�  Ασύµπτωτες 

 �  Κατακόρυφες 

  Η  f  δεν έχει κατακόρυφες ασύµπτωτες. 

 �  Πλάγιες – Οριζόντιες 

 Παρατηρούµε ότι: 
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( )
( ) 22x x x

f x x 1
im im im 0

x x 2x 4x x 2x 4→±∞ →±∞ →±∞
= = = = α

− +− +
ℓ ℓ ℓ  

( ) 2x x

x
im f x x im 0

x 2x 4→±∞ →±∞
−α = = = β   − +

ℓ ℓ  

 

Η   y x= α +β     ⇒     y 0=   είναι οριζόντια ασύµπτωτη  της  f . 

 

� Μονοτονία – Ακρότατα – Σηµεία καµπής 

 Η πρώτη παράγωγος της  ( )f x  είναι: 

( )
( ) ( ) ( )

( )

2 2

2 2
2

x x 2x 4 x x 2x 4x
f x

x 2x 4 x 2x 4

′′′ − + − − + ′ = = = − +  − +
 

 

( )
( ) ( )

2 2 2

2 2
2 2

x 2x 4 x 2x 2 x 2x 4 2x 2x

x 2x 4 x 2x 4

− + − − − + − +
= =

− + − +
 

 

( )
( )

2

2
2

4 x
f x

x 2x 4

−
′ =

− +
 

Έχουµε: 

( )f x 0′ =     ⇒      

( )
2

2
2

4 x
0

x 2x 4

−
=

− +
     ⇒      24 x 0− =      ⇒  

 
2x 4=      ⇒       x 2= ±  

 

 Η δεύτερη παράγωγος της ( )f x   είναι: 

( )
( )

2

2
2

4 x
f x

x 2x 4

′ 
− ′′ = =

 − + 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2
2 2 2 2

4
2

4 x x 2x 4 4 x x 2x 4

x 2x 4

′′  − − + − − − +  = =
− +

 

( ) ( ) ( )( )
( )

2
2 2 2 2

4
2

2x x 2x 4 4 x 2 x 2x 4 x 2x 4

x 2x 4

′− − + − − ⋅ ⋅ − + − +
= =

− +
 

( ) ( )( )

( )

2 2

3
2

2x x 2x 4 8 2x 2x 2

x 2x 4

− − + − − −
= =

− +
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( ) ( )
3 2 3 2 3

3 3
2 2

2x 4x 8x 16x 16 4x 4x 2x 24x 16

x 2x 4 x 2x 4

− + − − + + − − +
= =

− + − +
     ⇒  

 

( )
( )
( )

3

3
2

2 x 12x 8
f x

x 2x 4

− +
′′ =

− +
 

 

Έχουµε: 

( )f x 0′′ =     ⇒      
( )
( )

3

3
2

2 x 12x 8
0

x 2x 4

− +
=

− +
     ⇒      3x 12x 8 0− + =      ⇒  

x 0,69

x 3,06

x 3,76−

≃

≃

≃

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� Η  f  παρουσιάζει στο  x 2ο = −   τοπικό ελάχιστο το  ( ) 1
f 2

6
− = −  

� Η  f   παρουσιάζει στο  x 2ο =   τοπικό µέγιστο το  ( ) 1
f 2

2
=  

� Η  f   παρουσιάζει στο x 3,76ο = −   σηµείο καµπής το  ( )f 3,76 0,15− −≃  

� Η  f   παρουσιάζει στο  x 0,69ο =  σηµείο καµπής  το ( )f 0,69 0,22≃  

� Η  f   παρουσιάζει  στο x 3,06ο =   σηµείο καµπής το  ( )f 3,06 0,42≃  
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β.  Για  [ ]x 3,5∈ ,  είναι  ( ) 2

x
f x 0

x 2x 4
= >

− +
  άρα το ολοκλήρωµα: 

( )
5

3

f x dxΙ = ∫  

αντιστοιχεί στο εµβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από την ( )f x , του 

άξονα  x x′  και τις ευθείες  x 3=  και  x 5= . Είναι: 

 
5

2

3

x
dx

x 2x 4
Ι =

− +∫  

Θέτουµε: 

2
x t t 1

2

−
= − = +     ⇒      x t 1= + ,   ( ) ( )x dx t 1 dt′ ′= +     ⇒     dx dt=  

 

� Για  x 3= ,  t 3 1 2= − =  

� Για  x 5= ,   t 5 1 4= − =  

 

Άρα: 

( ) ( )

4 4

2 2

2 2

t 1 t 1
dt dt

t 2t 1 2t 2 4t 1 2 t 1 4

+ +
Ι = = =

+ + − − ++ − + +∫ ∫  

 

( )

4 4 4 4 4

2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2

t 1 t 1 1 2t dt
dt dt dt dt

t 3 t 3 t 3 2 t 3 t 3

+
= = + = + =

+ + + + +
∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 

( )
4

4
2

2
2

1 1 t
n t 3 arc tan

2 3 3

  = + + =    
ℓ  

 

( )1 1 4 2
n19 n7 arc tan arc tan

2 3 3 3

 
= − + − 

 
ℓ ℓ     ⇒  

 

1 19 1 4 2
n arc tan arc tan

2 7 3 3 3

 
Ι = + − 

 
ℓ  
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ΑΣΚΗΣΗ  

(ΕΑΠ:  ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ  (ΦΥΕ 10)) 

 

 α.  Να µελετήσετε τη συνάρτηση: 

( )
x t

2

0

e
f x dt, x

1 t
= ∈

+∫ ℝ  

ως προς τη µονοτονία και την κυρτότητα. 

β.  Να υπολογίσετε το εµβαδόν του επιπέδου χωρίου που περικλείεται 

από τη γραφική παράσταση της  ( ) ( )xg x e f x−= , τον άξονα  x x′Ο  και τις 

ευθείες  x 0=   και  x 1=  (θεωρώντας γνωστή την τιµή  ( )f 1 ). 

 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

 

α.   

ΓΕΝΙΚΑ 

 Γνωρίζουµε ότι για την ολοκληρώσιµη συνάρτηση f   στο διάστηµα  

[ ],α β  ορίζονται οι συναρτήσεις: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
x

x

F x f t dt ή G x f t dt

β

α

= =∫ ∫  

 

που είναι συνεχείς σ’ αυτό το διάστηµα.  

 Αν  για κάθε  ( )x ,∈ α β   η  f   είναι συνεχής, τότε οι πιο πάνω 

συναρτήσεις παραγωγίζονται και ισχύει: 

 

( ) ( ) ( ) ( )F x f x ή G x f x′ ′= = −  

 

 Εποµένως η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης: 

 

( )
x t

2

0

e
f x dt

1 t
=

+∫  

είναι: 

( )
x t x

2 2

0

d e e
f x dt

dx 1 t 1 x
′ = =

+ +∫  

 

 Αφού  ( )f x 0′ >   για  κάθε  x∈ℝ ,  η  f   είναι  γνησίως  αύξουσα.  

Προκειµένου να µελετήσουµε τη συνάρτηση ως προς την κυρτότητα, 

υπολογίζουµε τη δεύτερη παράγωγο: 
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( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

x 2 x 2 x 2 xx

2 22 2 2

e 1 x e 1 x e 1 x e 2xe
f x

1 x 1 x 1 x

′ ′′ + − + + − ⋅ 
′′ = = = = +  + +

 

 

( )
( )

( )
( )

2x 2 x

2 2
2 2

e 1 x 2x e x 1

1 x 1 x

+ − −
= =

+ +
 

 

Αφού  ( )f x 0′′ ≥   για κάθε  x∈ℝ ,  η  f   στρέφει τα κοίλα πάνω. 

 

 

β.  Αποδείξαµε ότι η συνάρτηση  f   είναι γνησίως αύξουσα, εποµένως: 

 για    x 0≥   ⇒  ( ) ( )f x f 0≥  ⇒  ( )f x 0≥  

Άρα: 

( ) ( )xg x e f x 0−= ≥     για     [ ]x 0,1∈  

Έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1
x x x x

0
0 0 0

e f x dx e f x dx e f x e f x dx− − − −′ ′ Ε = = − = − − − = ∫ ∫ ∫  

 

( ) ( ) ( )
1 1x

1 x 1

2 2

0 0

e 1
e f 1 f 0 e dx e f 1 dx

1 x 1 x

− − −= − + + = − + =
+ +∫ ∫  

 

( ) [ ] ( )11 1

0
e f 1 arc tan x e f 1 arc tan1 arc tan 0− −= − + = − + −        ⇒  

 

( )1e f 1
4

−π
Ε = −  

 
 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                                        

                                          Λυµένα Θέµατα και Ασκήσεις κ.λ.π 

 

 

 
 

ΣΟΛΩΜΟΥ  29  ΑΘΗΝΑ   �  210.38.22.157 – 495 
www.arnos.gr  –  www.eap-learning.gr – www.oktonia.com  

 e-mail : info@arnos.gr 
 

ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΕΝΗ ΣΤΗΡΙΞΗ ΦΟΙΤΗΤΩΝ 

 

1 

ΑΕΙ:ΕKΠΑ ΤΜΗΜΑ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ-ΑΣΦΑΛΙΣΤΙΚΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ 
 (Εξέταση πολυωνυµικής συνάρτησης ως προς το αν αντιστρέφεται και υπολογισµός 

εµβαδού που περικλείετε από συνάρτηση και την αντίστροφη της) 

 

 

∆ίνεται η συνάρτηση : 

 
5 3( ) 2 2f x x x x= − +  , όπου x∈ℝ . 

 

(α) Να αποδειχτεί ότι η ( )f x  αντιστρέφεται 

 

(β) Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις 

f  και 1f − . 

 

 
 

Υποδειγµατική Λύση  

 

 

(α) Θα αποδείξουµε ότι η ( )f x  αντιστρέφεται.Για να αντιστρέφεται µια συνάρτηση 

θα πρέπει να είναι συνεχής και γνησίως µονότονη. 

Η ( )f x  είναι συνεχής συνάρτηση ως πολυωνυµική.Για να εξετάσουµε αν είναι 

γνησίως µονότονη βρίσκουµε πρώτα τη παράγωγο της  ( )f x  .Είναι: 

 
/ 4 2( ) 5 6 2f x x x= − +  

 

Για να εξετάσω τη µονοτονία της συνάρτησης ( )f x  πρέπει να εξετάσω το πρόσηµο 

της παραγώγου της.Υπολογίζω εποµένως τη διακρίνουσα του τριωνύµου 
4 25 6 2x x− +  = 0.Είναι : 

 
2( 6) 4 5 2 36 40 4∆ = − − ⋅ ⋅ = − = −  

 

∆ηλαδή  το τριώνυµο 4 25 6 2x x− +   έχει αρνητική διακρίνουσα και εποµένως  
4 25 6 2 0x x− + >  για κάθε x∈ℝ .∆ηλαδή : 

 
/ ( ) 0f x >  

 

Εποµένως  η ( )f x  είναι γνησίως αύξουσα για κάθε x∈ℝ . 

∆είξαµε εποµένως ότι ( )f x  συνεχής συνάρτηση ως πολυωνυµική και ότι ( )f x  είναι 

γνησίως αύξουσα και εποµένως ότι  η ( )f x  αντιστρέφεται. 

 

(β) Θέλουµε να βρούµε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις f  και 1f − .Επειδή από (α) δείξαµε ότι η ( )f x  αντιστρέφεται θα είναι : 

 
1( )f y x− =  

 

Εποµένως θέλουµε να βρούµε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις 

γραφικές παραστάσεις 5 3( ) 2 2f x x x x= − +  και ( )g x x= . 
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2 

 

Βρίσκουµε πρώτα τα κοινά τους σηµεία λύνοντας το σύστηµα : 

 

5 32 2

y x

y x x x

= 


= − + 
 

 

5 32 2

y x

x x x x

= 


= − + 
 

 

4 2( 2 1) 0

y x

x x x

= 


− + = 
 

 

4 2

0

2 1 0

y x

x

x x

=


= 
− + = 

 

 

2 2

0

( 1) 0

y x

x

x

=


= 
− = 

 

 

2 2

0

( 1) ( 1) 0

y x

x

x x

=


= 
− + = 

 

 

0

1

1

y x

x

x

x

= 
= 


= 
= − 

 

 

∆ηλαδή τα κοινά τους σηµεία είναι τα : 

 

( , ) ( 1,0)

( , ) (0,0)

( , ) (1,0)

x y

x y

x y

= − 


= 
= 

 

 

ακόµα για τη συνάρτηση 5 3( ) 2h x x x x= − +  η οποία έχει ρίζες τις  1x = −  , 0x =  , 

1x =  έχουµε ότι : 

 
1 0

5 3 5 3

0 1
( 2 ) ( 2 )E x x x dx x x x dx

−
= − + − − +∫ ∫  

 
1 0

6 4 2 6 4 2

0 1

1 1 1 1 1 1

6 2 2 6 2 2
E x x x x x x

−

   
= − + − − +      
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1 1 1 1 1 1 2 1
( 0) (0 )
6 2 2 6 2 2 6 3

E = − + − − − + − = =    � 

 

1

3
E =  
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ΑΣΚΗΣΗ   ΑΠΟ ΕΡΓΑΣΙΑ  ΦΥΕ 10 

ΕΑΠ   ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ   ΕΤΟΣ   2003-2004  

(ΕΑΠ: ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ  ΦΥΕ 10) 

 

 Να υπολογιστεί το εµβαδόν της περιοχής που περικλείεται από το γράφηµα 

της συνάρτησης: 

( ) 2y f x 4 x= = −  

τον άξονα x x′Ο  και τις εφαπτόµενες της f  στα σηµεία  x 1ο =   και   1x 1= − .  

 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 

 

 Παρατηρούµε ότι: 

( ) 2y f x 4 x= = −       ⇔       2x 4 y= −       ⇔       x 4 y= ± −  

 

x 1ο = ,     ( )f 1 3=          και         1x 1= − ,    ( )f 1 3− =  

 

Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο γράφηµα µιας συνάρτησης f  σε σηµείο xο , είναι: 

 

( ) ( )( )y f x f x x xο ο ο′− = −  

 

 

Είναι: 

( )f x 2x′ = − . 

Οι  εφαπτόµενες στο 

γράφηµα της συνάρτησης, 

βρίσκονται ως εξής: 

 

� Στο  σηµείο   x 1ο = ,    

έχουµε  ( )f 1 2′ = − .  Άρα: 

   

1ε : ( )y 3 2 x 1− = − −  ⇔    

y 3 2x 2− = − +     

 

   ⇔       y 2x 5= − +  

 

� Στο  σηµείο   1x 1= − ,  έχουµε  ( )f 1 2′ − = .  Άρα: 

 

2ε : ( )y 3 2 x 1− = +   ⇔        y 3 2x 2− = +       ⇔       y 2x 5= +  
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 Εποµένως: 

( )
33 2 3

2

0 0

5 y 5y y 2
2 4 y dy 2 4 y

2 2 2 4 3

  Ε = − − − = − + − =   
   
∫  

 

15 9 2 2 21 2 16 21 28 63 56
2 8 2
2 4 3 3 4 3 3 2 3 6

−   = − + − ⋅ = + − = − =   
   

      ⇒  

 

7
. .

6
Ε = τµ  

 

 

 

 

 

 

 

 


