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ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΠΡΟ΢ΑΝΑΣΟΛΙ΢ΜΟΤ – ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕ΢ ΕΞΕΣΑ΢ΕΙ΢ 2022 

ΛΤ΢ΕΙ΢ ΑΡΝΟ΢ 

 

Θέμα Α - Λύσεις 

 

Α1. Απόδειξθ ςελίδα 186 Σχολικοφ Βιβλίου 

Α2. Οριςμόσ ςελίδα 142 Σχολικοφ Βιβλίου 

Α3. Οριςμόσ ςελίδα 161 Σχολικοφ Βιβλίου 

Α4.  

α. Σωςτό 

β. Σωςτό 

γ. Σωςτό 

δ. Λάκοσ 

ε. Λάκοσ 
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Θέμα Β - Λύσεις 

Ζχουμε τισ ακόλουκεσ ςυναρτιςεισ: 

 f(x) = x4 – 2x2 + 1, με f:  ,1  

 g(x) = x , μεg:  0, +  

B1. Είναι f(x) = (x2 – 1)2 . Πρζπει να βροφμε τα   x 0,  , ζτςι ώςτε: 

   g x - ,1  , δθλαδι   x - ,1   

Επειδι x 0 , πρζπει  x 0,1 , άρα  x 0,1  

Το πεδίο οριςμοφ τθσ fog είναι το *0, 1+ και fog(x) = f(g(x)) = (x-1)2. 

Άρα  

fοg: 0,1 ,  με  fog(x) = (x-1)2 

 

B2. Ζςτω h(x) = h(y).Δθλαδι    
2 2

x 1 y 1    

       Επειδι x-1, y-1 0 , κα είναι x-1 = y-1,που δίνει x=y. Άρα  θ h είναι   «1-1». 

Είναι  
2

h(x) y 1 x y    . 

Θα πρζπει y ≥ 0 

 
2

1 x y 1 x y x 1 y         

Άρα: 1h (x) 1 x    

Το πεδίο τιμών τθσ  
2

h(x) 1 x  είναι το *0, 1+. 

Άρα: h-1:   0,1 0,1 , με 1h (x) 1 x    
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B3.  

i) Θα δείξουμε ότι θ φ είναι ςυνεχισ. Αρκεί να δείξουμε ότι είναι ςυνεχισ  

ςτο x = 1. 

   

 

1 1 1

1

1 1
lim ( ) lim lim

1 1 1

1 1
                    = lim 1

21

  



  



 
  

   

 


x x x

x

x x
x

x x x

x





 

Η φ είναι ςυνεχισ .Επειδι  φ(0) = 1, φ(1) = ½, είναι φ(0)   φ(1). 

Αρα πλθροφνται οι υποκζςεισ του Θεωριματοσ ενδιαμζςων Τιμών.  

 

ii) Επειδι ςτο διάςτθμα 0,
2

 
 
 


θ ςυνάρτθςθ είναι γνθςίωσ αφξουςα,  

          κα ζχουμε ότι: 

 

1
1

6 2 2
    

 
     

Είναι     1 0    . 

Επειδι φ ςυνεχισ , το Θεώρθμα Ενδιαμζςων Τιμών δίνει ότι υπάρχει xo

 0,1  με    ox   
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Θέμα Γ  - Λύσεις 

Γ1 

Για 1x   είναι (f(x) 2 ) 0x   και παίρνουμε f(x) 2x c   

Για 1x   είναι 3(f(x) x ) 0x      οπότε 3f(x) x x d    

Αφοφ περνάει από τθν αρχι των αξόνων είναι f(0) 0  

Συμπεραίνουμε   ότι 0d   

Άρα για 1x   είναι 3f(x) x x   

Αλλά θ ςυνάρτθςθ είναι ςυνεχισ ςτο 1  

Θα πρζπει 
( 1) ( 1)

lim ( ) lim ( )    


x x
f x f x  

Υπολογίηοντασ τα όρια ζχουμε  2 0c  δθλαδι 2c    

Επειδι και οι δφο κλάδοι ςτο 1  ςυμπίπτουν ζχουμε  

Το ηθτοφμενο. 

 

Γ2 

Αφοφ 
0 1x   κα είναι 2

0 0( ) 3 1f x x    

Η εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ κα είναι  

3 2

0 0 0 0 0 0 0( ) ( )( ) (3 1)( )y f x f x x x x x x x x         

Για 0x   πρζπει να δίνει 2y    

Ζτςι κα είναι 3 2

0 0 0 02 3x x x x      

Προκφπτει ότι 
0 1x    οπότε θ εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ είναι 

2( 1) 2 2y x x     

 

 

 



Απαντιςεισ  προτεινόμενεσ –  ενδεικτικζσ. Υπάρχει μόνο ζνασ καλόσ  τρόποσ… ο Δικόσ ςασ! 

 

 

 
 

 

   Σολωμού  29  Αθήνα         210.38.22.157          210.38.22.495 

On-line Φροντιστήριο           www.arnos.grinfo@arnos.gr 

 
 
 

 

 

Γ3. 

 

Ζχουμε ότι ( ), ( )x x t y y t   

Το εμβαδό του τριγώνου ΜΚΓ είναι 

2

1 1
E( ) ( ( ) 2) ( ) ( ( ) 2)2( ( ) 1)

2 2

( ( ) 2)( ( ) 1) ( ) 3 ( ) 2

t x t y t x t x t

x t x t x t x t

     

     

 

Τθν χρονικι ςτιγμι 
0t είναι 

0 0( ) 3, ( ) 2x t x t  . 

Αφοφ E ( ) 2 ( ) ( ) 3 ( )t x t x t x t     

κα είναι  

0 0 0 0E ( ) 2 ( ) ( ) 3 ( ) 2 3 2 3 2 12 6 6t x t x t x t            τ.μ/sec 

Ο ηθτοφμενοσ ρυκμόσ μεταβολισ. 
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Γ4. 

Θα το ςπάςουμε ςε δφο όρια  

Για 1x     είναι ( ) 2 2f x x   . 

Επειδι 
1 ( ) 1

| ( ) | ( ) | ( ) |

f x

f x f x f x


   το κριτιριο παρεμβολισ μασ δίνει 

ότι  

( )
lim 0

( )
 x

f x

f x


 

Όταν xείναι 0x  . 

Ζτςι κα ζχουμε ότι 
3 3

3 3 3

( ) ( ) ( )

1 1 1

f x x x x x

x x x

    
 

  
 

και είναι άμεςο ότι   

3

x 3
lim ( ) lim 1

1
 


 


x

x x
f x

x
 

Άρα το ηθτοφμενο όριο είναι 0 1 1  . 
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Θέμα Δ  - Λύσεις 

Δ1 

 

i) Είναι ( ) ln ln3f x x x    

1 1
( ) 1

x
f x

x x


     

Άμεςα διαπιςτώνουμε ότι ςτο ςθμείο 1 ζχει ολικό ελάχιςτο, είναι 

γνθςίωσ αφξουςα ςτο [1, ) και γνθςίωσ φκίνουςα ςτο (0,1]  

Είναι (1) 1 ln3 0f     

Υπάρχουν αρκετοί τρόποι για να δείξουμε τθν φπαρξθ ακριβώσ δφο ριηών. 

Ο ζνασ είναι : 

Ζχουμε
1 1 3

( ) ln 0
4 4 4

f    και (2) 2 ln 6 0f         αφοφ    2 2(2,5) 6e   . 

Από Bolzanoυπάρχουν 
1 2

1
1,1 2

4
x x    με 

1 2( ) 0, ( ) 0f x f x  . 

Άρα ζχει τουλάχιςτον δφο ρίηεσ. 

Αν είχε παραπάνω από δφο ο Rolle κα ζδινε ότι θ ( ) 0f x    ζχει 

τουλάχιςτον δφο ρίηεσ. 

Τότε όμωσ ο Rolle για τθν ( )f x κα ζδινε ότι  θ ( ) 0f x    ζχει τουλάχιςτον 

μία ρίηα. 

Αλλά 
2

1
( ) 0f x

x
   .ΑΤΟΠΟ. 

Άρα ζχει ακριβώσ δφο ρίηεσ. 

 

ii) Αφοφ 
2

1
( ) 0f x

x
    θ ςυνάρτθςθ είναι κυρτι. 
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Δ2. 

Είναι φανερό ότι για 
1 2( , )x x x είναι ( ) 0f x  . 

Ζτςι κα ζχουμε ότι 
2 2 2

1 1 1

2 2

2 1 2 1

1
( ) ( ln ln3) ( )ln3 (( ) ( ) ) ln

2

x x x

x x x

E f x dx x x dx x x x x xdx            

 

Επειδι είναι  

2 2 2

1 1 1

2 2 1 1 2 2 1 1 2 1ln (x) 'ln ln ln ln ln ( )

x x x

x x x

xdx xdx x x x x dx x x x x x x           

κα πάρουμε 

2 2

2 1 2 1 2 2 1 1 2 1

1
( )ln3 (( ) ( ) ) ln ln ( )

2
E x x x x x x x x x x         

Αλλά από τθν 
2 2ln ln3 0x x     παίρνουμε ότι 

2

2 2 2 2ln ( ) ln3x x x x    και όμοια   2

1 1 1 1ln ( ) ln3x x x x   

Αντικακιςτώντασ το εμβαδό είναι  

2 2 2 2

2 1 2 1 2 2 1 1 2 1

2 2

2 1 2 1 2 1 2 1

1
( )ln3 (( ) ( ) ) (( ) ln3) (( ) ln3) ( )

2

1 1
(( ) ( ) ) ( ) ( )( 2)

2 2

E x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

         

       

 

Δ3 

Επειδι για  
1 2( , )x x x είναι ( ) 0f x  και για  

1 2( , )x x x  είναι 

( ) 0f x  , κα ζχουμε 
1 1 1 2(2 ) 0 2f x x x x       

Αλλά επειδι 
1 1x   θ αριςτερι ιςχφει. 

Η δεξιά είναι ιςοδφναμθ με τθν 
2 12 x x   

Αυτι ιςχφει γιατί προκφπτει από το τφπο που βρικαμε για  

το εμβαδό ςτο Δ3. 
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Δ4. 

Η εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ ςυνάρτθςθσ ςτο 
2x  είναι 

2 2 2 2 2( ) ( )( ) ( )( )y f x f x x x f x x x       

Επειδι θ ςυνάρτθςθ είναι κυρτι κα ζχουμε  

2 2( ) ( )( )f x f x x x  για 
2x x . 

Επειδι ςτο 1 θ ςυνάρτθςθ ζχει ολικό ελάχιςτο κα είναι  

( ) (1) 1 ln3f x f    για 1x   

Προςκζτοντασ κα πάρουμε ότι  

2 22 ( ) 1 ln3 ( )( )f x f x x x     

δθλαδι 

2 22 ( ) ln3 1 ( )( )f x f x x x     

Η τελευταία ιςχφει για κάκε 
21,x x . 

Προφανώσ ιςχφει και για 1x  θ
2x x  

Άρα ιςχφει για κάκε 0x   

Άρα θ εξίςωςθ δεν ζχει λφςθ. 

 

 


