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Εισαγωγικό Κεφάλαιο
E.1 Το Λεξιλόγιο της Λογικής

Στόχοι της παραγράφου:
• Κατανόηση της έννοιας της συνεπαγωγής.

• Κατανόηση της έννοιας της ισοδυναμίας.

• Κατανόηση της έννοιας της διάζευξης.

• Κατανόηση της έννοιας της σύζευξης.

Συνοπτική θεωρία:

Λεξιλόγιο της λογικής

Ισχυρισμός Περιγραφή

Συνεπαγωγή
P ⇒ Q

Αν αληθεύει ο P, τότε αληθεύει και ο Q.
Για παράδειγμα,

α = β ⇒ α2 = β2

Ισοδυναμία
P ⇔ Q

Ο P αληθεύει αν και μόνο αν αληθεύει ο Q.
Για παράδειγμα,

α = 0 ⇔ α2 = 0

Διάζευξη
P ή Q

Τουλάχιστον ένα από τους P και Q είναι αληθής.
Για παράδειγμα,

5 = 3 ή 1 = 1

Σύζευξη
P και Q

Αληθεύει και ο P και ο Q.
Για παράδειγμα,

5 = 5 και 1 = 1
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Άσκηση 1: Να εξετάσετε ποιοι από τους παρακάτω
ισχυρισμούς είναι αληθείς.

(α) α = 2 ⇒ α2 – 5α + 3 = –1

(β) α = 2 ⇔ α2 = 4

(γ) 5 > 8 ή 5 ≥ 5

(δ) 5 > 8 και 5 ≤ 5

(ε) α ≥ 0 και α ≤ 0 ⇒ α = 0

(στ) α ≠ 1 ⇒ α2 ≠ 1

(ζ) α2 ≠ 1 ⇒ α ≠ 1

(η) α2 ≠ 25 ⇔ α ≠ 5 και α ≠ –5

(θ) α2 = 9 και α > 0 ⇒ α = 3

(ι) α2 > 1 ⇒ α > 1

(ια) α > 1 ⇒ α2 > 1

(ιβ) α2 > 1 ⇒ α > 1 ή α < –1

(ιγ) α ≥ 0 ή α ≤ 0 ⇒ α = 0

(ιδ) α = 1 ή α = 2 ⇒ α = 2

(ιε) α = 2 ⇒ α = 1 ή α = 2

Άσκηση 2: Να εξετάσετε ποιοι από τους παρακάτω
ισχυρισμούς είναι αληθείς.

(α) x(x – 5) = 0 ⇒ x = 0 ή x = 5

(β) x2 = 16 και x < 0 ⇔ x = –4

(γ) x2 = 0 ⇒ x = 0 ή x = 5

(δ) x(x – 1) = 0 και (x – 3)(x – 1) = 0
⇔ x = 1

(ε) x2 ≠ 4 ⇔ x ≠ 2

(στ) α ⋅ β ≠ 0 ⇔ α ≠ 0 ή β ≠ 0
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E.2 Σύνολα

Στόχοι της παραγράφου:
• Κατανόηση της έννοιας του συνόλου.

• Τα βασικά σύνολα αριθμών: ℕ,ℤ,ℚ,ℝ.

• Εμπέδωση των πράξεων μεταξύ συνόλων.

• Κατασκευή διαγράμματος Venn.

Συνοπτική θεωρία:

Πράξεις συνόλων

Πράξη Περιγραφή

Ένωση
A ∪ B

Τα στοιχεία που ανή­
κουν στο A ή στο
B (ή και στα δύο).

Τομή
A ∩ B

Τα στοιχεία που ανήκουν
και στο A και στο B.

Συμπλήρωμα
A′ ή Ω ⧵ A

Τα στοιχεία που δεν
ανήκουν στο A.

Διαφορά
A – B ή A ⧵ B

Τα στοιχεία που ανή­
κουν στο A και δεν
ανήκουν στο B.
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Πράξεις συνόλων και διάγραμμα Venn

Πράξη Διάγραμμα Venn

Ένωση
A ∪ B

Τομή
A ∩ B

Συμπλήρωμα
A′ ή Ω ⧵ A

Διαφορά
A – B ή A ⧵ B

Ω

B
A

Ω

B
A

A
A′

Ω

Ω

B
A

Άσκηση 1: Να παραστήσετε με αναγραφή τα πα­
ρακάτω σύνολα.

(α) A = { x ∈ ℕ | 20 ≤ x < 29 }

(β) B = { x ∈ ℕ | x περιττός και 10 ≤ x ≤ 20 }

(γ) Γ = 􏿺 x ∈ ℝ | x2 = 9 􏿽

(δ) Δ = 􏿺 x ∈ ℝ | x2 = –5 􏿽

7
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Άσκηση 2: Δίνονται τα σύνολα A = {α,β, ζ },
B = {β, γ,η,θ } και το βασικό σύνολο
Ω = {α,β, γ,δ, ε, ζ,η,θ }.

(α) Να παραστήσετε τα σύνολα Ω,A και B σε διά­
γραμμα Venn.

(β) Να βρεθούν τα σύνολα

(i) A ∪ B
(ii) A ∩ B

(iii) A′

(iv) B′
(v) A ⧵ B
(vi) B ⧵ A

Άσκηση 3: Δίνονται τα σύνολα

A = { x ∈ ℕ | x διαιρέτης του 12 }

και
B = { x ∈ ℕ | x διαιρέτης του 18 } .

Να βρεθούν τα σύνολα

(α) A ∪ B (β) A ∩ B

Άσκηση 4: Να βρεθεί ποια από τα παρακάτω ζεύγη
συνόλων είναι ξένα μεταξύ τους.

(α) A = { 7, 9, 13 } και B = { 5, 8, 10 }

(β) ℕ και ℚ

(γ) A = { x ∈ ℝ | x ≤ 1 } και B = { x ∈ ℝ | x ≥ 1 }

(δ) A = { x ∈ ℝ | x ≤ 1 } και B = { x ∈ ℝ | x > 1 }

(ε) A = { x ∈ ℝ | (x + 1)(x – 2) = 0 } και
B = { x ∈ ℝ | x(x + 2) = 0 }
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Άσκηση 5:

(α) Να εξετάσετε ποιοι από τους παρακάτω αριθ­
μούς ανήκουν στοℕ.

(i) 7
(ii) 0

(iii) –5
(iv) 4, 2

(v)
2
3

(β) Να εξετάσετε ποιοι από τους παρακάτω αριθ­
μούς ανήκουν στο ℤ.

(i) 8

(ii) –13
(iii)

8
3

(iv) 7, 43
(v)

9
3

(γ) Να εξετάσετε ποιοι από τους παρακάτω αριθ­
μούς ανήκουν στο ℚ.

(i) 6, 17

(ii) –8, 23

(iii) √2

(iv) 𝜋

(v) √9

(vi)
8
7

(δ) Να εξετάσετε ποιοι από τους παρακάτω αριθ­
μούς ανήκουν στο ℝ ⧵ ℚ.

(i) 5

(ii) –3, 17

(iii) √3

(iv)
1
3
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Κεφάλαιο 2: Οι Πραγματικοί Αριθμοί

2.1 Οι Πράξεις και οι Ιδιότητές τους

Στόχοι της παραγράφου:
• Προσδιορισμός αριθμητικής τιμής μίας παράστασης.

• Απλοποίηση αλγεβρικών παραστάσεων.

Συνοπτική θεωρία:

Ιδιότητες δυνάμεων

• α𝜅 ⋅ α𝜆 = α𝜅+𝜆 • α𝜅

α𝜆
= α𝜅–𝜆

• (α𝜅)𝜆 = 𝛼𝜅𝜆 • (αβ)𝜅 = α𝜅β𝜅

• 􏿶
α
β􏿹

𝜅

= α𝜅

β𝜅
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Αξιοσημείωτες ταυτότητες

• (α + β)2 = α2 + 2αβ + β2 Τετράγωνο αθροίσματος

• (α – β)2 = α2 – 2αβ + β2 Τετράγωνο διαφοράς

• (α + β)(α – β) = α2 – β2 Διαφορά τετραγώνων

• (α + β)3 = α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3 Κύβος αθροίσματος

• (α – β)3 = α3 – 3α2β + 3αβ2 – β3 Κύβος διαφοράς

• α3 + β3 = (α + β)(α2 – αβ + β2) Άθροισμα κύβων

• α3 – β3 = (α – β)(α2 + αβ + β2) Διαφορά κύβων

• (α + β + γ)2 = α2 + β2 + γ2 + 2αβ + 2αγ + 2βγ

Μέθοδοι παραγοντοποίησης

• αx + βx = (α + β)x Κοινός παράγοντας

•
αx + αy􏻮􏻪􏻪􏻪􏻯+βx + βy􏻮􏻪􏻪􏻪􏻯 =

α(x + y) + β(x + y) = (α + β)(x + y)
Ομαδοποίηση

• x2 + (α+ β)x+ αβ = (x+ α)(x+ β) Παραγοντοποίηση τριωνύμου

• α2 – β2 = (α + β)(α – β) Διαφορά τετραγώνων

• α3 – β3 = (α – β)(α2 + αβ + β2) Διαφορά κύβων

• α3 + β3 = (α + β)(α2 – αβ + β2) Άθροισμα κύβων

• α2 + 2αβ + β2 = (α + β)2

α2 – 2αβ + β2 = (α – β)2
Τέλειο τετράγωνο

11
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Οπτικοποίηση με Geogebra

Εφαρμογή 1: Μία δυναμική γεωμετρική εφαρμογή, απόδει­
ξης της ταυτότητας τετραγώνου αθροίσματος δύο αριθμών
(𝛼 + 𝛽)2 = 𝛼2 + 2𝛼𝛽 + 𝛽2

Εφαρμογή 2: Τρεις αποκαλυπτικές διαδραστικές εφαρμογές, γεωμετρικής αποδόμησης
της ταυτότητας διαφοράς τετραγώνων 𝛼2 – 𝛽2 = (𝛼 – 𝛽)(𝛼 + 𝛽)

Μέρος Α.

Μέρος B.

Μέρος Γ.

Εφαρμογή 3: Μία αποκαλυπτική διαδραστική εφαρμογή α­
πόδειξης της ταυτότητας τετραγώνου αθροίσματος τριών αριθ­
μών (𝛼 + 𝛽 + 𝛾)2 = 𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2 + 2𝛼𝛽 + 2𝛼𝛾 + 2𝛽𝛾

Εφαρμογή 4: Η γεωμετρική απόδειξη της ταυτότητας κύβου
αθροίσματος δύο αριθμών (𝛼 + 𝛽)3 = 𝛼3 + 3𝛼2𝛽 + 3𝛼𝛽2 + 𝛽3
είναι εδώ και μας καλεί να την ανακαλύψουμε μέσα από την
οπτικοποίηση του Geogebra:

Εφαρμογή 5: Μία δυναμική εφαρμογή απόδειξης της ταυτό­
τητας διαφοράς κύβων δύο αριθμών 𝛼3–𝛽3 = (𝛼–𝛽)(𝛼2+𝛼𝛽+𝛽2)

Εφαρμογή 6: Μία δυναμική εφαρμογή απόδειξης ότι η δια­
φορά των τετραγώνων δύο διαδοχικών φυσικών αριθμών είναι
ίση με το άθροισμά τους:

12
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Άσκηση 1: Δίνεται η παράσταση

A =
􏿴x3y–7􏿷

2
∶ (xy)–4

􏿶
x
y􏿹

5

(α) Να αποδείξετε ότι A = 􏿶
x
y􏿹

5

.

(β) Να βρείτε την τιμή της παράστασης A για x = 10
και y = –5.

Άσκηση 2 (Δ) : Να βρείτε την τιμή της παράστασης

A = 􏿯􏿴x3 ∶ y–9􏿷 ⋅ 􏿴x2y–5􏿷
2
􏿲
2
⋅ 􏿴x–1y􏿷

8

για x = 5 και y = 0, 2.

Άσκηση 3: Να βρείτε την τιμή της παράστασης

A =
(xy)2 ⋅ 􏿵 x

y2
􏿸
–1

y5
∶ 􏿶
x
y􏿹

5

για x = 5 και y = –1, 48.

Άσκηση 4: Να βρείτε την τιμή της παράστασης

A = x10y–2 + 2x5y3 + y8

y–2

για x = 5 και y = –4.

Άσκηση 5 (Δ) : Να υπολογίσετε τις παρακάτω πα­
ραστάσεις.

(α) 512 – 492

(β)
5, 292 – 2, 292

7, 58

(γ) 999 ⋅ 1.001

(δ) 55 ⋅ 45

13
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Άσκηση 6:

(α) Να αποδείξετε ότι

(α + 2β)2 – (2α + β)2 = 3(β – α)(β + α).

(β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης

(1, 34 + 4, 68)2 – (2, 68 + 2, 34)2.

Άσκηση 7 (Δ) :

(α) Να αποδείξετε ότι

(α + 3)3 – (α – 3)3
18 = α2 + 3.

(β) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης

1033 – 973
18 .

Άσκηση 8:

(α) Να δείξετε ότι η διαφορά των τετραγώνων δύ­
ο διαδοχικών φυσικών αριθμών ισούται με το
άθροισμα τους.

(β) Να δείξετε ότι η διαφορά των τετραγώνων δύο
φυσικών αριθμών που διαφέρουν κατά 2 μο­
νάδες ισούται με το διπλάσιο του αθροίσματός
τους.

Άσκηση 9: Αν ν φυσικό αριθμός, να αποδείξετε ότι

(α) ο αριθμός 3ν + 3ν+1 + 3ν+2 διαιρείται με το 13,

(β) ο αριθμός 2ν + 2ν+1 + 2ν+2 + 2ν+3 διαιρείται με
το 5.

Άσκηση 10: Να απλοποιήσετε τις παρακάτω πα­
ραστάσεις.

(α)
α3 + 4α2 + 4α

α2 + 2α
(β)

α2 – 5α + 6
α2 – 4

14
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Άσκηση 11 (Δ) : Να απλοποιήσετε τις παρακάτω
παραστάσεις.

(α)
α3 – 8

α4 – 4α3 + 4α2
⋅ α5 – 4α3

α2 + 2α + 4

(β) 􏿶
α

α – 1 –
1

α + 1􏿹 ⋅
α4 – 2α2 + 1

α4 – 1

Άσκηση 12: Να απλοποιήσετε τις παρακάτω αλγε­
βρικές παραστάσεις.

(α)
(α – 1)–1 – (α + 1)–1
(α – 1)–1(α + 1)–1

(β)
(α–1 – β–1)2

α2 – 2αβ + β2
∶ (αβ)

–2

α + β

Άσκηση 13 (Δ) : Να αποδείξετε ότι

􏿶
x

x – y
–

y
x + y􏿹 ∶

(x2 + y2)(x2 – xy + y2)
(x – y)(x3 + y3)

= 1.

Άσκηση 14: Να δείξετε ότι αν

α
β
= α + 1
β + 1, όπου β ≠ 0 και β ≠ –1,

τότε α = β

Άσκηση 15: Να δείξετε ότι αν

(α + β)2 – 4αβ = 0,

τότε α = β.

Άσκηση 16: Να εξετάσετε αν ισχύει η ισότητα

(α + 2β)2 – β2 = α2 + 2αβ

για οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς
α,β ∈ ℝ.
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Άσκηση 17: Έστω α,β ακέραιοι αριθμοί.

(α) Να αποδείξετε ότι αν οι αριθμοί α και β είναι
πολλαπλάσια του 3, τότε και ο α + β είναι πολ­
λαπλάσιο του 3.
(Υπόδειξη: Ένας ακέραιος είναι πολλαπλάσιο
του 3 αν γράφεται στη μορφή 3 ⋅ k για κάποιον
ακέραιο k.)

(β) Να αποδείξετε ότι αν ο α είναι πολλαπλάσιο του
3 και ο β όχι, τότε ο α+β δεν είναι πολλαπλάσιο
του 3.

Άσκηση 18:

(α) Να δείξετε ότι αν α είναι ρητός και ο β είναι άρ­
ρητος, τότε ο α + β είναι άρρητος.

(β) Να δείξετε ότι αν ο α είναι ρητός με α ≠ 0 και ο
β είναι άρρητος, τότε ο α ⋅ β είναι άρρητος.

Άσκηση 19 (Δ) : Αν α + β = 1 και αβ = –5, να υπο­
λογίσετε τις παρακάτω παραστάσεις.

(α) α2 + β2

(β) α3 + β3

(γ) (α – β)2

(δ)
1
α2
+ 1
β2

Άσκηση 20: Αν ισχύουν α + β + γ = –24 και
α
5 =

β
3 =

γ
4 , να βρείτε τους α,β, γ.

Άσκηση 21: Αν
x
2y = 2y

3z = 3z
x
, να δείξετε ότι

x = 2y = 3z.
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2.2 Διάταξη Πραγματικών Αριθμών

Στόχοι της παραγράφου:
• Απόδειξη ανισοτήτων με ή χωρίς συνθήκη.

• Απόδειξη διπλής ανισότητας.

• Σύγκριση αριθμών.

• Εύρεση ελάχιστης και μέγιστης τιμής παραστάσεων.

Συνοπτική θεωρία:

Ιδιότητες ανισοτήτων
α > β
και

β > γ

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ ⇒ α > γ

α > β ⇔ α + γ > β + γ

Αν γ > 0γ > 0γ > 0, τότε: α > β ⇔ α ⋅ γ > β ⋅ γ

Αν γ < 0γ < 0γ < 0, τότε: α > β ⇔ α ⋅ γ < β ⋅ γ

Αν γ > 0γ > 0γ > 0, τότε: α > β ⇔ α
γ
> β
γ
.

Αν γ < 0γ < 0γ < 0, τότε: α > β ⇔ α
γ
< β
γ
.

Για δύο ομόσημους αριθμούς α και β ισχύει α > β ⇔ 1
α
< 1
β
.

α > β
και

γ > δ

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ ⇒ α + γ > β + δ

Αν α,β, γ,δ είναι θετικοί αριθμοί τότε
α > β
και

γ > δ

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭ ⇒ α ⋅ γ > β ⋅ δ

17
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Διαστήματα

Διάστημα Ανισότητα Συμβολισμός

α ≤ x ≤ β [α,β]

α < x < β (α,β)

α ≤ x < β [α,β)

α < x ≤ β (α,β]

x ≥ α [α, +∞)

x > α (α, +∞)

x ≤ α (–∞,α]

x < α (–∞,α)

α β

α β

α β

α β

α

α

α

α

Οπτικοποίηση με Geogebra

Εφαρμογή 1: Πώς βρίσκουμε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή
της περιμέτρου και του εμβαδού ενός ορθογωνίου παραλλη­
λογράμμου, γνωρίζοντας την αντίστοιχη μέγιστη και ελάχιστη
τιμή των διαστάσεων του;

Εφαρμογή 2: Η γεωμετρική απόδειξη 4 κομβικών ανισοτήτων οπτικοποιείται με πλη­
ρότητα και στόχευση στο γραφικό περιβάλλον της ακόλουθης δυναμικής εφαρμογής του
Geogebra:

Μέρος Α. Γεωμετρική απόδειξη της ανισότητα

𝛼2 + 𝛽2 + 𝛾2 > 𝛼𝛽 + 𝛽𝛾 + 𝛾𝛼

Μέρος B. Γεωμετρική απόδειξη της ανισότητας

4𝛼𝛽 ≤ (𝛼 + 𝛽)2

18
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Μέρος Γ. Γεωμετρική απόδειξη της ανισότητας

𝛼𝛽 ≤ 􏿶
𝛼 + 𝛽
2 􏿹

2

.

Πότε ισχύει η ισότητα;

Μέρος Δ. Γεωμετρική απόδειξη της ανισότητας

(𝛼 + 𝛽)2 ≤ 2𝛼2 + 2𝛽2

Άσκηση 1: Να αποδείξετε ότι

(α) α2 + 16 ≥ 8α (β) 4αβ ≤ (α + β)2

Άσκηση 2:

(α) Να αποδείξετε ότι

4α2 + β2 – 4α + 1 ≥ 0

(β) Για ποιες τιμές των α και β ισχύει η ισότητα;

Άσκηση 3 (Δ) : Να βρεθούν οι τιμές των α και β σε
κάθε μία από τις παρακάτω περιπτώσεις.

(α) (α + 2)2 + (β – 3)2 = 0

(β) α2 + β2 – 2α + 10β + 26 = 0

(γ) 2α2 + 4β2 – 2α – 4αβ + 1 = 0

Άσκηση 4: Αν 1 < x < 3 και 2 < y < 7, να
βρείτε τα όρια μεταξύ των οποίων βρίσκεται η τιμή
των παρακάτω παραστάσεων.

(α) x + y2

(β) x ⋅ y

(γ) 3x – y

(δ)
x + 1
y
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Άσκηση 5 (Δ) : Αν –1 < x < 2 και –3 < y < 1,
να αποδείξετε ότι

(α) 0 ≤ x2 < 4 και 0 ≤ y2 < 9

(β) –4 < y2 – x2 < 9

(γ) –6 < xy < 3

(δ) –1 < x3 < 8

Άσκηση 6 (Δ) : Αν 1 < x < 2 και 2 < y < 4, να
αποδείξετε ότι

–3 < 2x – y
x

< 1

Άσκηση 7: Αν 1 < x < 2 και 1 < y < 4, να
βρείτε μεταξύ ποιων τιμών βρίσκεται

(α) η περίμετρος και

(β) το εμβαδόν

του παρακάτω σχήματος.

x y

y
x

Άσκηση 8 (Δ) : Να γράψετε με τη μορφή διαστή­
ματος τα παρακάτω σύνολα και να τα παραστήσετε
στον άξονα του ℝ.

(α) A = { x ∈ ℝ | 1 < x ≤ 9 }

(β) B = { x ∈ ℝ | – 8 ≤ x ≤ 11 }

(γ) Γ = { x ∈ ℝ | x > 10 }

(δ) Δ = { x ∈ ℝ | x ≤ –5 }

Άσκηση 9: Αν 0 ≤ α < β, να δείξετε ότι

α2

α + 1 <
β2

β + 1
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Άσκηση 10: Αν 0 ≤ α < β < 1, να δείξετε ότι

β
β – 1 <

α
α – 1

Άσκηση 11 (Δ) : Αν 0 < α
β
< 1, να δείξετε ότι

(α – β)2 < β2 – α2

Άσκηση 12: Αν 0 < α
β
< 1, να δείξετε ότι

α
β + α

< 1
2

Άσκηση 13 (Δ) : Αν 2 < α < β < 3, να δείξετε ότι

αβ + 6 < 3α + 2β

Άσκηση 14: Αν αβ > 0, να δείξετε ότι

(α)
β
α
+ α
β
≥ 2 (β)

4β
α
+ α
β
≥ 4

Άσκηση 15: Να δείξετε ότι

(α) α2 + 4αβ + 4β2 ≥ 0

(β) α2 – 2αβ + 2β2 ≥ 0

(γ) α2 – 3αβ + 3β2 ≥ 0

Άσκηση 16: Να δείξετε ότι:

α2 + β2

2 ≥ 􏿶
α + β
2 􏿹

2

.
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Άσκηση 17: Αν οι α,β, x είναι θετικοί με α < β, να
συγκρίνετε τους αριθμούς:

α
β

και
α + x
β + x

.
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