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ΛΤ΢ΔΙ΢ 1
εο

 ΓΡΑΠΣΗ΢ ΔΡΓΑ΢ΙΑ΢ ΓΔΟ 13 (2021 – 2022) 

 

Α΢ΚΗ΢Η 1 

 

Δξώηεκα Α 

Η ζπλάξηεζε είλαη πξσηνβάζκηα θαη είλαη ηεο κνξθήο: f(x) = y = α∙x + β, κε α = 4 θαη β  =-12. 

Η γξαθηθή ηεο παξάζηαζε έρεη ηε κνξθή κίαο επζείαο γξακκήο. 

Θα πξνζδηνξίζνπκε αιγεβξηθά ηα ζεκεία, όπνπ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ηέκλεη  

ηνπο άμνλεο x θαη y. 

    - Γηα x = 0, έρνπκε:  4 0 12 0 12 12y         

      Οπόηε, ην ζεκείν ηνκήο κε ηνλ άμνλα ηωλ y, είλαη ην Κ(0, -12). 

    - Γηα y = 0, έρνπκε:  
12

0 4 12 4 12 3
4

x x


       


x =  

      Οπόηε, ην ζεκείν ηνκήο κε ηνλ άμνλα ηωλ x, είλαη ην Λ(3, 0). 

 

Δξώηεκα Β 

Θα πξνζδηνξίζνπκε ην ζεκείν ηνκήο ησλ ζπλαξηήζεσλ: f(x) = 4x -12  θαη  g(x) = - 4x + 4,    

εμηζώλνληαο ηνπο ηύπνπο ησλ δύν ζπλαξηήζεσλ: 

     4 12 4 4 4x + 4x 12 4 8 16 2
8

x x x          
16

x =  

Αληηθαζηζηώληαο ηελ ηηκή x = 2, ζε όπνηα από ηηο δύν ζπλαξηήζεηο επηζπκνύκε, ζα  

πξνζδηνξίζνπκε θαη ηελ ηηκή ηνπ y. Έρνπκε ινηπόλ: y = 4x - 12 = 4∙2 – 12 = 8 – 12 = -4 

΢πλεπώο, ην ζεκείν ηνκήο ηωλ γξαθηθώλ παξαζηάζεωλ ηωλ δύν ζπλαξηήζεωλ είλαη ην:  

Μ (2,  -4) 
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Μέζσ ηνπ πξνγξάκκαηνο Excel, πξνέθπςε ν πίλαθαο ηηκώλ θαη ην αθόινπζν θνηλό δηάγξακκα ησλ 

ζπλαξηήζεσλ f(x) θαη g(x) γηα ηηκέο 0 ≤ x ≤ 4 , από όπνπ επαιεζεύεηαη ην ζεκείν ηζνξξνπίαο πνπ 

βξήθακε πξνεγνπκέλσο κε ηξόπν αιγεβξηθό. 

x f(x) g(x) 

0 -12 4 

1 -8 0 

2 -4 -4 

3 0 -8 

4 4 -12 
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Δξώηεκα Γ 

Γλσξίδνπκε όηη ε επζεία δηέξρεηαη από ην ζεκείν (2, 0) θαη έρεη θιίζε ίζε κε -2. Η επζεία,      

έρεη ηε κνξθή ινηπόλ: y x    , όπνπ α = -2. Άξα, ιακβάλνπκε ηελ αθόινπζε κνξθή: 

    2y x     . Βξίζθνπκε ινηπόλ θαη ην β ωο αθνινύζωο: 

Γηα  x = 2 θαη y = 0, αληηθαζηζηώληαο ζηελ εμίζσζε ηεο επζείαο, ιακβάλνπκε ηα αθόινπζα: 

4
0 2 2 1 4 4

1
  


           


 

Τειηθά, ε δεηνύκελε εμίζσζε επζείαο είλαη ε: 2 4y x     

 

Δξώηεκα Γ 

Η επζεία καο έρεη ηε κνξθή y x     θαη δηέξρεηαη από ηα ζεκεία  (-1, -8) θαη (2, 4). 

A΄ ηξόπνο: 

     -  Γηα x = -1 θαη y = -8 είλαη:  8 1       

     -   Γηα x = 2 θαη y = 4 είλαη: 4 2     

Λύλνληαο ην ζύζηεκα ησλ δύν παξαπάλσ ζρέζεσλ, ζα πξνζδηνξίζνπκε ηηο ηηκέο ησλ α θαη β.      

Έρνπκε: 

      

 

 

8 β8 β 8 β 8 β

4 2 8 β β4 2 β 4 16 2β β 4 16 3β

8 β
8 4 8 4 48 β 8 β

                            12
3β 16 4 3β 12 β 4 β 4

3

a

a

  


 

               
          

                

  
               

          
               





 

 

Σπλεπώο, ε εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο, ε νπνία δηέξρεηαη από ηα δύν δνζέληα ζεκεία ηεο Άζθεζεο 

καο, είλαη ε: y = 4x - 4 
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Β΄ ηξόπνο: 

Η δεηνύκελε εμίζωζε ηεο επζείαο δίλεηαη από ηνλ αθόινπζν ηύπν: 

      

 

 

 
 

 

 

 

2 1
1 1
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4 8
   = 8 1
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  8 1

2 1

12
 8 1

3

 8 4 1
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x

x

x

x

x


   



 
       


    



    

    

    

  

 

 

Σπλεπώο, ε εμίζσζε ηεο ζπλάξηεζεο, ε νπνία δηέξρεηαη από ηα δύν δνζέληα ζεκεία ηεο Άζθεζεο 

καο, είλαη ε: y = 4x - 4 
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Α΢ΚΗ΢Η 2 

Έρνπκε ηε ζπλάξηεζε παξαγσγήο Q(L), όπνπ L είλαη νη κνλάδεο εξγαζίαο θαη Q(L) είλαη  

ε παξαγόκελε πνζόηεηα πξντόληνο. Δίλεηαη από ηνλ αθόινπζν ηύπν: 

  31
50

2
Q L L L    

Δξώηεκα Α 

 Γηα ηε ζπλάξηεζε παξαγσγήο πξέπεη: L ≥ 0 

 Αθόκε, πξέπεη: 

            

 

 3 3 2

0

1
50 0 100 0 100 0

2

Q L

L L L L L L

 

         
 

          Αθνύ L ≥ 0, αξθεί θαη: 

2 2 2100 0 100 100 100 10L L L L L             

    

Οπόηε, ην δεηνύκελν πεδίν νξηζκνύ είλαη: 0 ≤ L ≤ 10  ή  ηζνδύλακα   0,   10L . 

 

 

Δξώηεκα Β 

 Γηα ηελ παξαγσγή L = 8 κνλάδσλ εξγαζίαο, ην θόζηνο ηζνύηαη κε: 

TC = 300 ∙ 8 = 2.400 ρξεκαηηθέο κνλάδεο 

 Σε απηήλ ηελ πεξίπησζε ε παξαγόκελε πνζόηεηα πξντόληνο, ηζνύηαη κε: 

  31
8 50 8 8 400 0,5 512 400 256 144

2
Q            κνλάδεο πξντόληνο 

  Άξα, ην δεηνύκελν κέζν θόζηνο (Average Cost – AC) εξγαζίαο αλά κνλάδα παξαγόκελνπ    

  πξνϊόληνο, ηζνύηαη κε: 

2.400
2.400 :144 16,667

144

TC
AC

Q
    ρξεκαηηθέο κνλάδεο 
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Δξώηεκα Γ 

Μέζσ ηνπ πξνγξάκκαηνο Excel, πξνέθπςε ν πίλαθαο ηηκώλ θαη ε αθόινπζε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 

ζπλάξηεζεο παξαγσγήο Q(L), γηα ηηκέο 0 ≤ L ≤ 10: 

L (μονάδες εργαζίας) Q(L) (παραγόμενη ποζόηηηα προϊόνηος) 

0 0 

1 49.5 

2 96 

3 136.5 

4 168 

5 187.5 

6 192 

7 178.5 

8 144 

9 85.5 

10 0 
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Α΢ΚΗ΢Η 3 

Δξώηεκα Α 

Δίλνληαη νη δύν αθόινπζεο ζπλαξηήζεηο: 

 20DQ P   (ζπλάξηεζε δήηεζεο) 

 15 3SQ P    (ζπλάξηεζε πξνζθνξάο) 

Θα πξνζδηνξίζνπκε ην ζεκείν ηζνξξνπίαο ηεο αγνξάο, σο αθνινύζσο. Έρνπκε ινηπόλ: 

             

20 15 3

              3 15 20

              4 35

35
             8,75

4

D SQ Q P P

P P

P

P

     

     

   


  



 

      Οπόηε, ε ηηκή ηζνξξνπίαο ηζνύηαη κε P = 8,75 λνκηζκαηηθέο κνλάδεο, ελώ ε πνζόηεηα  

  ηζνξξνπίαο ηζνύηαη κε: 20 20 8,75 11,25Q P      θπζηθέο κνλάδεο. 

  Άξα, ην ζεκείν ηζνξξνπίαο ηεο αγνξάο είλαη ην: (P, Q) = (8,75   ,   11,25) 
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Δξώηεκα B 

i) Λύλνπκε ηελ αθόινπζε εμίζωζε: 

 3 2 25 6 0 5 6 0x x x x x x         

     Η παξαπάλσ ζρέζε ηθαλνπνηείηαη όηαλ: 

 x = 0   ή 

 2 5 6 0x x    

H  
2 5 6x x    είλαη κία εμίζσζε 2νπ βαζκνύ σο πξνο  x, κε ζπληειεζηέο  

α = 1, b = -5,  c = +6. Αθνύ ε Δηαθξίλνπζα είλαη ίζε κε: 

 
22 4 5 4 1 6 25 24 1 0b ac            ,  

              νπόηε, ππάξρνπλ δύν ιύζεηο: 

                                       
 

1

5 + 1-b + 5+1 6
3

2 2 1 2 2
x

a

 
    

 
 

                                        
 

2

5 - 1-b - 5-1 4
2

2 2 1 2 2
x

a

 
    

 
 

       Οπόηε, ε αξρηθή εμίζσζε έρεη ιύζεηο ηηο: x = 0,   x = 2,   x = 3 
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ii) Παξαγνληνπνηνύκε ηελ αθόινπζε παξάζηαζε: 

          
   

   

     

3 2

2

2

9 9

   1 9 1

   9 1

   3 3 1

x x x

x x x

x x

x x x

    

     

   

     

 

iii)   Λύλνπκε ηελ αθόινπζε εμίζωζε: 

          

     

3 2

0

9 9 0

3 3 1 0

x x x

x x x

  

    

      

 

    Η ηειεπηαία ζρέζε ηθαλνπνηείηαη όηαλ: 

 3 0 3x x     

 3 0 3x x     

 1 0 1x x     

Οπόηε, ε δεηνύκελε εμίζσζε έρεη ιύζεηο ηηο: x = -3,   x = -1,   x = 3 
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Α΢ΚΗ΢Η 4 

Δξώηεκα Α 

Έρνπκε ηε ζπλάξηεζε TR ησλ εζόδσλ: 

   2ln 6TR Q Q Q    

i) Γηα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο ησλ εζόδσλ, πξέπεη λα ηζρύνπλ ηα αθόινπζα:  

    0Q   

 2 6 0Q Q    

                 Έρνπκε κία αλίζσζε 2νπ βαζκνύ σο πξνο  Q, όπνπ γηα λα ηε ιύζνπκε, βξίζθνπκε  

                  θαη’ αξρήλ ηηο ιύζεηο ηεο αληίζηνηρεο εμίζσζεο: 

                  Δίλαη κία εμίζωζε δεπηέξνπ βαζκνύ ωο πξνο Q,  ε 
2 6 0Q Q   , κε  

                  ζπληειεζηέο α = 1, b = -1,  c = -6. Έρνπκε ινηπόλ ηα αθόινπζα: 

                  Αθνύ ε Δηαθξίλνπζα είλαη    
22 4 1 4 1 6 1 24 25 0b ac             ,  

                  νπόηε, ππάξρνπλ δύν ιύζεηο: 

               
 

1

- 1 + 25-b + 1+5 6
3 0

2 2 1 2 2
Q

a


     

 
, δεθηή  

                             
 

2

- 1 - 25-b - 1-5 -4
2 0

2 2 1 2 2
Q

a


      

 
, απνξξίπηεηαη                     

              Ο αθόινπζνο πίλαθαο πξνζήκνπ καο δίλεη ηηο ηηκέο Q, έηζη ώζηε λα ηθαλνπνηείηαη ε  

              αλίζσζε 
2 6 0Q Q   . Έρνπκε ινηπόλ:  

 

                                      0                               3                                

             
2 6Q Q                             

  

               Η αλίζσζε καο ινηπόλ 
2 6 0Q Q   ,  έρεη ιύζεηο ηηο  3,  +Q  . 

       + 

               + 
 

       - 

               + 
 

       Q 

               + 
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    2 2ln 6 0 ln 6 ln1Q Q Q Q         

2 26 1 7 0Q Q Q Q          

                    Έρνπκε κία αλίζσζε 2νπ βαζκνύ σο πξνο  Q, όπνπ γηα λα ηε ιύζνπκε, βξίζθνπκε  

                  θαη’ αξρήλ ηηο ιύζεηο ηεο αληίζηνηρεο εμίζσζεο: 

                  Δίλαη κία εμίζωζε δεπηέξνπ βαζκνύ ωο πξνο Q,  ε 2 7 0Q Q   , κε  

                  ζπληειεζηέο α = 1, b = -1,  c = -7. Έρνπκε ινηπόλ ηα αθόινπζα: 

                  Αθνύ ε Δηαθξίλνπζα είλαη    
22 4 1 4 1 7 1 28 29 0b ac             ,  

                  νπόηε, ππάξρνπλ δύν ιύζεηο: 

               
 

1

- 1 + 29-b + 1+5,385 6,385
3,1925 0

2 2 1 2 2
Q

a


     

 
, δεθηή  

                          
 

2

- 1 - 29-b - 1-5,385 -4,385
2,1925 0

2 2 1 2 2
Q

a


      

 
, απνξξίπηεηαη                     

              Ο αθόινπζνο πίλαθαο πξνζήκνπ καο δίλεη ηηο ηηκέο Q, έηζη ώζηε λα ηθαλνπνηείηαη ε  

              αλίζσζε 
2 7 0Q Q   . Έρνπκε ινηπόλ:  

 

                                      0                               3,1925                                

             
2 7Q Q                             

  

               Η αλίζσζε καο ινηπόλ 
2 7 0Q Q   ,  έρεη ιύζεηο ηηο [3,1925,  + )Q  . 

          Οπόηε, ην δεηνύκελν πεδίν νξηζκνύ είλαη νη ηηκέο Q ≥ 3,1925  ή ηζνδύλακα ην  

          δηάζηεκα [3,1925,  + )Q   

 

 

 

 

 

       + 

               + 
 

       - 

               + 
 

       Q 

               + 
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ii) Γηα ηε δνζείζα ζπλάξηεζε ζπλνιηθνύ θόζηνπο TC = ln(Q – 3), ππνινγίδνπκε ην  

     λεθξό ζεκείν ηεο επηρείξεζεο εμηζώλνληαο ηα έζνδα TR κε ηα έμνδα (θόζηε) TC, σο  

     αθνινύζσο: 

           

   2

2

2

2

0 ln 6 ln 3

               6 3

               6 3 0

               2 3 0

R TC Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

Q Q

         

    

     

   

 

            Έρνπκε κία εμίζσζε 2νπ βαζκνύ σο πξνο  Q, όπνπ βξίζθνπκε ηηο ιύζεηο ηεο. Έρνπκε  

                   ινηπόλ όηη ε 
2 2 3 0Q Q   είλαη κία εμίζωζε δεπηέξνπ βαζκνύ ωο πξνο Q, κε  

                   ζπληειεζηέο α = 1, b = -2,  c = -3. Άξα: 

                  Αθνύ ε Δηαθξίλνπζα είλαη    
22 4 2 4 1 3 4 12 16 0b ac             ,  

                  νπόηε, ππάξρνπλ δύν ιύζεηο: 

               
 

1

- 2 + 16-b + 2 + 4 6
3 0

2 2 1 2 2
Q

a


     

 
, δεθηή  

                          
 

2

- 2 - 16-b - 2- 4 -2
1 0

2 2 1 2 2
Q

a


      

 
, απνξξίπηεηαη                     

Ωζηόζν, ππό ηνλ πεξηνξηζκό όηη Q – 3 >  0, δειαδή Q > 3, άξα ζηε ζπγθεθξηκέλε 

πεξίπησζε ε ιύζε Q = 3 πνπ βξήθακε ηειηθά απνξξίπηεηαη θαη ελ ηέιεη δελ 

πθίζηαηαη λεθξό ζεκείν γηα ηελ επηρείξεζε. 
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Δξώηεκα B 

Έρνπκε ηε ζπλάξηεζε δήηεζεο: 10 10D dQ P P Q      

H ζπλάξηεζε ΤΠ ησλ θεξδώλ, πξνζδηνξίδεηαη σο αθνινύζσο: 

TR TC     

όπνπ: 

 ΢πλνιηθά Έζνδα:  TR =   210 10P Q Q Q Q Q       

 ΢πλνιηθά Έμνδα (Κόζηε):  TC = 8 1VC FC Q    

i) Η ζπλάξηεζε ησλ θεξδώλ είλαη ε: 

         
 

   

2

2

22 2

      = 10Q - Q - 8Q +1

      = 10Q - Q -8Q -1

      = -Q + 2Q -1 = - Q - 2Q +1 Q -1 0

TR TC   

  

 

 Τν πεδίν ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο ησλ θεξδώλ είλαη κεδεληθά (γηα Q = 1 θπζηθή κνλάδα)  

 ή αξλεηηθά (δεκία) γηα νπνηαδήπνηε άιιε πνζόηεηα Q ≥ 0. Δειαδή, ην πεδίν ηηκώλ ηεο 

ζπλάξηεζεο ησλ θεξδώλ είλαη ην δηάζηεκα ηηκώλ ησλ θεξδώλ ΤΠ ≤ 0. 

 

ii) Σπκπεξαίλνπκε ινηπόλ όηη ε επηρείξεζε εάλ παξάγεη Q = 1 θπζηθή κνλάδα, ηόηε ζα  

    έρεη κεδεληθά θέξδε (ΤΠ = 0), εηδάιισο γηα νπνηαδήπνηε άιιε πνζόηεηα παξαγσγήο  

    Q ≥ 0, ζα έρεη αξλεηηθά θέξδε (δεκία).  


