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                                           Μακθματικά  

                            ΢τοχευμζνθ Ζξυπνθ Μελζτθ 

για μακθτζσ Γ’ Λυκείου 

 

 

Απαγορεφεται θ αναδθμοςίευςθ και γενικά θ ολικι, μερικι ι περιλθπτικι 

αναπαραγωγι και μετάδοςθ ζςτω και μιασ ςελίδασ του παρόντοσ βιβλίου κατά 

παράφραςθ ι διαςκευι με οποιονδιποτε τρόπο (μθχανικό, θλεκτρονικό, φωτοτυπικό 

κ.λπ. – Ν. 2121/93, άρκρο 51). 

Η απαγόρευςθ αυτι ιςχφει και για τισ δθμόςιεσ υπθρεςίεσ, βιβλιοκικεσ, οργανιςμοφσ 

κ.λπ. (άρκρο 18). Οι παραβάτεσ διϊκονται (άρκρο 13) και τουσ επιβάλλονται 

κατάςχεςθ, αςτικζσ και ποινικζσ κυρϊςεισ ςφμφωνα με το νόμο (άρκρο 64-66). 
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Αγαπθτζ μακθτι του Κζντρου Α΢ΝΟΣ,  

 

     Το παρόν βιβλίο απευκφνεται ςτουσ μακθτζσ που προετοιμάηονται για τισ Ρανελλινιεσ Εξετάςεισ και 

τθν ειςαγωγι τουσ ςτθν Τριτοβάκμια Εκπαίδευςθ. Ραρουςιάηει μία ειδικά επιλεγμζνθ ςυλλογι 

επαναλθπτικϊν αςκιςεων για κάκε κεματικι περιοχι τθσ φλθσ, με ςτόχο τθν εξάςκθςθ από το μακθτι 

ςτθν τελικι του επανάλθψθ. Οι ςυγκεκριμζνεσ αςκιςεισ είναι ςτοχευμζνεσ ςτο φφοσ και τισ απαιτιςεισ 

των εξετάςεων και ςε βοθκοφν να κάνεισ τθν επανάλθψι ςου εςτιαςμζνα, ποιοτικά και ουςιαςτικά. Το 

ςυγκεκριμζνο βιβλίο γράφτθκε από μακθματικοφσ που τρζφουν αγάπθ για τα Μακθματικά και κζλουν 

να απαντιςουν ςε όλα τα παιδικά τουσ ερωτιματα. Ξαναγυρνάμε πίςω ςτα παιδικά μασ χρόνια για να 

ρωτιςουμε το Δάςκαλο ό,τι τότε δε νιϊςαμε και με μαγεία αναρωτθκικαμε.  

      Ευχαριςτοφμε κερμά τουσ εξαιρετικοφσ ςυνεργάτεσ μασ για τθν εφςτοχθ και κακοριςτικι ςυμβολι 

τουσ ςτθ διαμόρφωςθ τθσ πλθρότθτασ και ςαφινειασ του ςυγκεκριμζνου εγχειριδίου. 

    Γράφτθκε λοιπόν αυτό το βιβλίο ϊςτε οι μακθτζσ μασ να απολαφςουν ζναν ςθμαντικό οδθγό για τθν 

πλιρθ και άρτια προετοιμαςία επί των Ρανελλθνίων Εξετάςεων, αναδεικνφοντασ τθν οπτικοποίθςθ, 

τθν απλότθτα και τθν αμεςότθτα τθσ ςκζψθσ και τθσ αντίλθψθσ κάκε μακθτι. Με κφριο εργαλείο τθν 

παρατιρθςθ. Η Γλϊςςα μασ είναι απλι, πλοφςια ςε λζξεισ και με μακθματικι ακρίβεια. Με εφόδιο 

αυτό το εγχειρίδιο, και με το Δάςκαλο-Μζντορά ςου μπορείσ να προχωριςεισ βιμα - βιμα τθν 

επανάλθψι ςου, μελετϊντασ ταυτόχρονα το πλιρεσ εκπαιδευτικό υλικό του www.arnos.gr. Με τθν 

αναλυτικι διδαςκαλία μασ ςε Θεωρία, Ραραδείγματα και Θζματα Ρροςομοίωςθσ, οικοδομείσ με 

αρτιότθτα τθν ςκζψθ ςου, ςτοχευμζνα προσ τθν επιτυχία ςτισ Εξετάςεισ.  

   Να κυμάςαι ότι θ προςπάκεια ανταμείβεται και οι κυςίεσ τελικά δικαιϊνονται. Μθν περιορίηεισ τον 

πιχθ τθσ επίδοςισ ςου, ζχεισ περιςςότερεσ ικανότθτεσ απ' όςεσ νομίηεισ... Γι’ αυτό τόλμθςε και μθ 

φοβάςαι! Να ςε οπλίηει θ δφναμθ, θ αιςιοδοξία και θ ελπίδα και να επικεντρϊςεισ τθ ςυνείδθςι ςου 

μόνο ςε αυτά που επικυμείσ. Σου ευχόμαςτε ολόψυχα Καλι Επιτυχία και Κάκε Δφναμθ. 

 

                                                                                                                                            Ιωάννθσ Π. Κρόκοσ 

                                                                                                        CEO &  Founder Arnos Online Education  
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Μζκοδοσ ΑΡΝΟ΢ – Ζξυπνθ Μελζτθ 
Ατομικι Φροντίδα Μελζτθσ| Η καρδιά τθσ Μεκόδου ΑΡΝΟ΢ είναι ότι κάκε μακθτισ, ανεξαρτιτωσ 

γνϊςεων ι επιπζδου, ζχει από τθν αρχι τθν αίςκθςθ τθσ επιτυχίασ. Αιςκάνεται ότι τα καταφζρνει με τισ 
δικζσ του δυνάμεισ και τισ δικζσ του ικανότθτεσ, χωρίσ να αιςκάνεται ότι διδάςκεται. Γι’ αυτό και 
φροντίηουμε κάκε μακθτι ξεχωριςτά, ανάλογα με τισ γνϊςεισ, το επίπεδο και τον δικό του προςωπικό 
ρυκμό. Δίνουμε τθν ευκαιρία ςε κάκε μακθτι να προχωρεί όςο του επιτρζπουν οι ικανότθτζσ του και να 
βλζπει τθ μάκθςθ ωσ απόλαυςθ-ανακάλυψθ και δθμιουργία. 

Οπτικοποιθμζνθ Μεκοδολογία| Η Οπτικοποιημζνη Μεθοδολογία γράφτθκε για να μαγζψει όλα τα 

παιδιά και να τα βοθκιςει να κατανοιςουν βιμα - βιμα τα Μακθματικά. Η Γλϊςςα μασ είναι απλι, 

πλοφςια ςε λζξεισ και με μακθματικι ακρίβεια. Στθν Οπτικοποιημζνη Μεθοδολογία μπορεί κάκε 

μακθτισ να ανακαλφψει μόνοσ του κάκε κεματικι περιοχι τθσ φλθσ των Μακθματικϊν με Λόγο, Εικόνα 

και Ραρατιρθςθ. Με τθν κακοδιγθςθ του Δαςκάλου του και με βαςικό εφόδιο τθν Οπτικοποιημζνη 

Μεθοδολογία ο μακθτισ μελετά τθν αναλυτικι διδαςκαλία Θεωρίασ-Μεκοδολογίασ-Ραραδειγμάτων μασ 

και χτίηει από τθν αρχι τθ ςκζψθ του. 

Μζκοδοσ ΑΡΝΟ΢ και Εξάςκθςθ| Η Μζκοδοσ Αρνόσ οδθγεί τον μακθτι να μελετά από το επίπεδο 

όπου αιςκάνεται άνετα, ϊςτε να διαμορφϊςει γερζσ βάςεισ για μάκθςθ. Χτίηει βιμα - βιμα τθ ςκζψθ 

του, για να είναι ςε κζςθ να διαχειρίηεται φλθ πιο προχωρθμζνου επιπζδου. Η Εξάςκθςθ είναι θ καρδιά 

τθσ Μεκόδου ΑΡΝΟ΢. Γι’ αυτό, τα προςεκτικά ςχεδιαςμζνα Φφλλα Αςκιςεων παρουςιάηουν τισ νζεσ 

ζννοιεσ με τζτοιον τρόπο, ϊςτε οι μακθτζσ να λφνουν επιτυχϊσ και αςκιςεισ που δεν ζχουν ξαναδεί. 

Ζτςι το παιδί προχωρεί με αςφάλεια και αυτοπεποίκθςθ από τισ πιο απλζσ ςτισ πιο ςφνκετεσ ζννοιεσ.  

 

Οδθγόσ ο Δάςκαλοσ| Ο Δάςκαλοσ-Μζντορασ κακοδθγεί από τθν αρχι τον μακθτι ςε κάκε επίπεδο 

τθσ Μεκόδου Αρνόσ. Κάκε επίπεδο ςτθρίηεται εξελικτικά ςτισ γνϊςεισ που αποκτικθκαν από το 

προθγοφμενο. Ο Δάςκαλοσ διαςφαλίηει για κάκε μακθτι ότι ζχει κατανοιςει πλιρωσ τθν ζννοια που 

διδάχκθκε ςτο προθγοφμενο επίπεδο και ότι μπορεί να τθν εφαρμόςει με επιτυχία ςτθν πράξθ. 

Σο παιδί καλλιεργεί τθν Αντίλθψθ|Οι περιςςότεροι ζχουν ςτθ ςκζψθ τουσ τα Μακθματικά ςαν 

ατζλειωτεσ ςελίδεσ με υπολογιςμοφσ, χωρίσ λογικι, δίχωσ βάςεισ και λογικοφσ ςυνειρμοφσ. Αυτό όμωσ 

είναι και το όμορφο ςθμείο που αναδεικνφουμε ωσ δάςκαλοι και ςφγχρονοι παιδαγωγοί: ότι θ ομορφιά 

των Μακθματικϊν δεν πθγάηει από τον ςυμβολιςμό τουσ, αλλά από τισ ιδζεσ που αντιπροςωπεφουν. Η 

Μζκοδοσ ΑΡΝΟ΢ είναι μια τεχνικι που κεμελιϊςαμε με ςτόχο να δθμιουργιςουμε ςε κάκε μακθτι 

κίνθτρα  και  ενδιαφζρον  για μάκθςθ. Με Λόγο και Εικόνα τον οδθγοφμε να  αιςκάνεται και να 

αντιλαμβάνεται ενεργά και βιωματικά αυτό που διδάςκεται. Ενεργοποιϊντασ τθν Ραρατιρθςθ 

προκαλοφμε τθ δθμιουργικι ςκζψθ του μακθτι.  
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Άςκθςθ 1 

Δίνονται οι ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ  g 0f, : ,   με  

 
x

e
x

x
f

 
  
 

 ,    
2

g x x x 1ln  ,  x 0  0 αf   ,  g 0 β  

1. Να βρείτε τα α,β  

 

Δεδομζνου ότι α 1 β 1,    

2. Βρείτε τα διαςτιματα μονοτονίασ και τα ολικά ακρότατα τθσ f 

3. Βρείτε τα διαςτιματα μονοτονία και τα ολικά ακρότατα τθσ g(Δίνεται ότι 

0 69 2 0 7, ln ,  ) 

4. Δείξτε ότι θ  fζχει μοναδικό ςθμείο καμπισ, ζςτω 1x  με 1x 2  

5. Δείξτε ότι για  x 0 1,  ,        x x 1 1 x 0f f f    

6. Δείξτε ότι  
1

0

e 1
x dx

2
f


  

7. Δείξτε ότι θ εξίςωςθ    f x g x  ζχει μοναδικι ρίηα ςτο  0,  

 

Άςκθςθ 2 

Δίνεται θ  f :  με   0 0f  και    2

2

1
x x ημ

x
f  

1. Δείξτε ότι θ fείναι παραγωγίςιμθ ςτο    και βρείτε τθν παράγωγό τθσ  

2. Εξετάςτε αν θ fζχει αςφμπτωτεσ 

3. Δείξτε ότι ςτο  1,  κακϊσ και ςτο   1,  θ fείναι κοίλθ 

4. Δείξτε ότι υπάρχει 
 

 
 

1 1
ξ

2π π
,   ϊςτε    2

1
ξ συν

ξ
f  

5. *Να δείξετε ότι θ εξίςωςθ    2

1
x συν

x
f ,   x 0, ζχει άπειρεσ ρίηεσ 
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Άςκθςθ 1 

Δίνονται οι ςυνεχείσ ςυναρτιςεισ  g 0f, : ,   με  

 
x

e
x

x
f

 
  
 

 ,    
2

g x x x 1ln  ,  x 0  0 αf   ,  g 0 β  

8. Να βρείτε τα α,β  

 

Δεδομζνου ότι α 1 β 1,    

9. Βρείτε τα διαςτιματα μονοτονίασ και τα ολικά ακρότατα τθσ f 

10. Βρείτε τα διαςτιματα μονοτονία και τα ολικά ακρότατα τθσ g(Δίνεται ότι 

0 69 2 0 7, ln ,  ) 

11. Δείξτε ότι θ  fζχει μοναδικό ςθμείο καμπισ, ζςτω 1x  με 1x 2  

12. Δείξτε ότι για  x 0 1,  ,        x x 1 1 x 0f f f    

13. Δείξτε ότι  
1

0

e 1
x dx

2
f


  

14. Δείξτε ότι θ εξίςωςθ    f x g x  ζχει μοναδικι ρίηα ςτο  0,  

Λφςθ 

1.    
  

  
2 2

x 0 x 0
lim x lnx 1 1 lim x lnx  

 
 

 





 
 

2
2

x 0 x 0

lnx
lim x lnx lim

1

x

 

 





 


  

 
x 0 x 0

2

1
2lnx 2lnxxlim lim

1 1

x x
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x 0 x 0

2

1
2

xlim lim 2x 0
1

x

  


    

Άρα  
x 0

β lim g x 1


    

 
  


x

x
x 0 x 0

e
lim f x lim

x
 

Αλλά 
  

x xlnx

x 0 x 0
lim x lim e  

Επειδι 



x 0
limxlnx 0  (το βρικαμε πριν)  x

x 0
lim x 1


  

Τελικά  
x 0
lim f x 1


 . Άρα α 1  

2. Είναι     
x 1 lnxx xlnxf x e e για x>0 

Άρα                   f x f x x 1 lnx f x 1 lnx 1 lnxf x  

 

Η f  είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  0,1  και γνθςίωσ φκίνουςα ςτο  1,  

Στο 1 ζχει ακρότατο που είναι ολικό μζγιςτο και  f 1 e  

3.      
2 2lnx

g x lnx x lnx lnx 2
x

      


