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Κεφάλαιο 1

Κίνηση σε µια διάσταση

Θέση – Ταχύτητα – Επιτάχυνση

Γνωρίζοντας τη θέση x(t) ενός κινητού ως συνάρτηση του χρόνου µπορούµε να την 
παραγωγίσουµε διαδοχικά ως προς το χρόνο, για να υπολογίσουµε την ταχύτητα και 
την επιτάχυνσή του. Αντίθετα, γνωρίζοντας τη συνάρτηση της επιτάχυνσης α(t) και 
ολοκληρώνοντάς την διαδοχικά µπορούµε να υπολογίσουµε την ταχύτητα και τη 
θέση του. 

Σχηµατικά η διαδικασία αυτή φαίνεται στο ακόλουθο διάγραµµα:

Χωρισµός
Μεταβλητών

&

Ολοκλήρωση

dx
dt

υ =

Παραγώγιση

da
dt
υ

=

Βασικά Είδη Κίνησης

Ευθύγραµµη Οµαλή Κίνηση (Ε.Ο.Κ.): κίνηση που γίνεται σε ευθεία γραµµή µε 
σταθερή ταχύτητα (µηδενική επιτάχυνση)

Ευθύγραµµη Οµαλά Επιταχυνόµενη (ή Επιβραδυνόµενη) Κίνηση: κίνηση που 
γίνεται σε ευθεία γραµµή µε σταθερή µη µηδενική επιτάχυνση (ή επιβράδυνση).

Φορά

Ταχύτητα - +
Επιτάχυνση - 0 + - 0 +

Κίνηση Ε.Ο.Επιταχ. Ε.Ο. Ε.Ο.Επιβρ. Ε.Ο.Επιβρ. Ε.Ο. Ε.Ο.Επιταχ.
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Οι εξισώσεις κίνησης συγκεντρώνονται στον παρακάτω πίνακα:

Ευθύγραµµη Οµαλή Κίνηση Ευθύγραµµη Οµαλά Μεταβαλλόµενη κίνηση
0 0 0 0( )  ,  υ( )x t x t υ= = 0 0 0 0( )  ,  υ( )x t x t υ= =

( )0 0 0( )x t x t tυ= + − ( ) ( )20 0 0 0 0
1( )
2

x t x t t a t tυ= + − + −

0( ) dxt
dt

υ υ= = ( )0 0 0( )t a t tυ υ= + −

( ) 0da t
dt
υ

= = 0( )a t a=

Ελεύθερη πτώση – Κατακόρυφη βολή προς τα άνω

Η ελεύθερη πτώση και η κατακόρυφη βολή προς τα άνω αποτελούν είδικές 
περιπτώσεις της ευθύγραµµης οµαλά επιταχυνόµενης κίνησης. Ο παρακάτω πίνακας 
συγκεντρώνει τις εξισώσεις κίνησης σε κάθε περίπτωση:

Ελέυθερη πτώση Κατακόρυφη Βολή προς τα άνω
0 0( )z t z= 0 0( )z t z=

0 0( )tυ υ= − 0 0( )tυ υ=
( )a t g= − ( )a t g= −

( )0 0( )t g t tυ υ= − − − ( )0 0( )t g t tυ υ= − −

( ) ( )20 0 0 0
1( )
2

z t z t t g t tυ= − − − − ( ) ( )20 0 0 0
1( )
2

z t z t t g t tυ= + − − −

Νόµοι του Νεύτωνα

1ος Νόµος: Η κινητική κατάσταση ενός σώµατος δεν µεταβάλλεται, δηλαδή το 
σώµα ηρεµεί ή κινείται µε σταθερή ταχύτητα, όταν σε αυτό δεν επιδρά καµµιά 
εξωτερική δύναµη:

0 0a F= ⇔ =∑
��

2ος Νόµος: H συνολική δύναµη που ενεργεί πάνω στο σώµα είναι ανάλογη της 
επιτάχυνσής του (στην ειδική περίπτωση που η µάζα του σώµατος δεν 
µεταβάλλεται):

F ma=∑
� �

3ος Νόµος: Όταν δυο σώµατα αλληλεπιδρούν η δύναµη 21F
�

, που ασκείται στο 

σώµα 2 από το σώµα 1, είναι ίση και αντίθετη από τη δύναµη 12F
�

, που 
ασκείται στο σώµα 1 από το σώµα 2:      

21 12F F= −
� �
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Άσκηση 1
ΕΑΠ, ΦΥΕ24: 1η ΑΣΚΗΣΗ 1ης ΕΡΓΑΣΙΑΣ 2007-08

Υλικό σηµείο µάζας m βρίσκεται στον κατακόρυφο άξονα z στη θέση 0z z=  και 
βάλεται κατακόρυφα µε αρχική ταχύτητα 0u u= . Οι ποσότητες 0z και 0u είναι 
αλγεβρικές. Το πεδίο βαρύτητας είναι σταθερό µε επιτάχυνση g. 
Α) Να σχεδιασθεί ο κατακόρυφος άξονας z µε όποια φορά θέλετε και να γραφεί η 
εξίσωση κίνησης του υλικού σηµείου. 
Β) Να λυθεί η εξίσωση κίνησης στη γενική της περίπτωση και να εφαρµοστούν σ’ 
αυτήν οι αρχικές συνθήκες. 
Γ) Τι αλλάζει στα ερωτήµατα Α και Β αν πάρετε την αντίθετη φορά για τον άξονα z
από αυτή που ήδη επιλέξατε στο ερώτηµα Α;

Υποδειγµατική Λύση 

Είµαστε ελεύθεροι να ορίσουµε ως αρχική χρονική στιγµή την 0t = . Η θέση του 
σώµατος αρχικά δίνεται ότι είναι 0(0)z z= . 

Α) Σχεδιάζουµε τον άξονα z  µε αρχή το σηµείο Ο στο έδαφος και µε φορά προς τα 
πάνω, όπως φαίνεται στο σχήµα. Ορίζουµε επίσης το µοναδιαίο διάνυσµα k̂  µε φορά 
επίσης προς τα πάνω (προς το θετικό ηµιάξονα Oz). Η αρχική ταχύτητα του υλικού 
σηµείου είναι 0

ˆ(0)u u k=
�

, όπου η ποσότητα 0u  είναι θετική αν το σώµα βάλλεται 
κατακόρυφα προς τα άνω ή αρνητική αν το σώµα βάλλεται κατακόρυφα προς τα 
κάτω (βλ. σχήµα). Αν αγνοήσουµε την τριβή µε τον αέρα, το υλικό σηµείο κινείται 
υπό την επίδραση της βαρύτητας και µόνο. Συνεπώς, η κίνησή του περιγράφεται από 
την διανυσµατική εξίσωση:

g a= ⇒
� � dug

dt
=
��
  (1)
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B) Θα λύσουµε την (1) στη γενική περίπτωση. Έστω ( )z t z=  και ˆ( )u t uk=
�

 η θέση 
και η ταχύτητα, αντίστοιχα, του υλικού σηµείου την τυχούσα χρονική στιγµή t . Το 
u  είναι µια αλγεβρική ποσότητα η οποία είναι θετική, αν η κίνηση είναι προς τα 
πάνω,  ή αρνητική, αν η κίνηση είναι προς τα κάτω. Έχουµε:

ˆ ˆdu dug gk k
dt dt

= ⇒ − = ⇒
�� du g

dt
= −  (2)

Ολοκληρώνουµε την σχέση  (2) λαµβάνοντας υπόψη µας τις αρχικές συνθήκες:

0
00

u t

u
du g dt u u gt= − ⇒ − = − ⇒∫ ∫ 0( )u t u gt= −  (3)

Η (3) δίνει την ταχύτητα του υλικού σηµείου σε κάθε χρονική στιγµή. Υπενθυµίζουµε 
ότι θετικές τιµές της ( )u t  αντιστοιχούν σε κίνηση προς τα άνω, ενώ αρνητικές τιµές 
σε κίνηση προς τα κάτω.

Για να βρούµε τη θέση του σώµατος γράφουµε την ταχύτητα µε βάση τον ορισµό της:
dzu
dt

= , οπότε η (3) γράφεται: 0
dz u gt
dt

= −  (4)

Ολοκληρώνουµε την σχέση (4) λαµβάνοντας υπόψη µας τις αρχικές συνθήκες:

( )
0

2
0 0 00

1
2

z t

z
dz u gt dt z z u t gt= − ⇒ − = − ⇒∫ ∫ 2

0 0
1( )
2

z t z u t gt= + −  (5)

Η (5) δίνει τη θέση του υλικού σηµείου σε κάθε χρονική στιγµή.

Γ) Αν πάρουµε την αντίθετη φορά για τον άξονα z θα πρέπει να ορίσουµε ένα 
µοναδιαίο διάνυσµα ẑ  αντίθετο από την προηγούµενη θεώρηση, δηλ. ˆẑ k= − . Αυτό 
έχει ως συνέπεια να θεωρούµε πλέον ως θετική τη διεύθυνση προς τα κάτω. 
Προφανώς η διανυσµατική εξίσωση κίνησης (1) θα παραµείνει αµετάβλητη. Αλλά 
επειδή τώρα είναι: ˆg gz=

�
, η διανυσµατική εξίσωση θα οδηγήσει σε αλγεβρικές 

εξισώσεις µε διαφορετικό πρόσηµο στον όρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας, δηλ. 
όπου είχαµε πριν τον όρο g−  θα πρέπει τώρα να θέσουµε τον όρο g+ .

Έτσι οι σχέσεις (2) έως (5) θα πρέπει να γραφούν πλέον ως:
du g
dt

= +  (2)΄

0( )u t u gt= +  (3)΄

0
dz u gt
dt

= +  (4)΄

2
0 0

1( )
2

z t z u t gt= + +  (5)΄

Στη νέα θεώρηση η αλγεβρική τιµή της ταχύτητας θα λαµβάνεται θετική αν το υλικό 
σηµείο κινείται προς τα κάτω και αρνητική αν κινείται προς τα πάνω (αντίθετα 
δηλαδή από την προηγούµενη θεώρηση).



Κεφάλαιο 1                                                Γεώργιος Η. Κεφαλιακός
www.arnos.gr � www.oktonia.com � www.uni-learn.gr

ΣΟΛΩΜΟΥ 29  ΑΘΗΝΑ  � 210.38.22.157 – 495  Fax: 210.33.06.463
φροντιστηριακά µαθήµατα  για :  Ε.Μ.Π. – Α.Ε.Ι. – Α.Τ.Ε.Ι. – Ε.Α.Π.

5

Άσκηση 2

Η επιτάχυνση ενός σώµατος που κινείται σε ευθεία γραµµή δίνεται από τη σχέση 
a kU= − , όπου k  είναι µια θετική σταθερά. Αρχικά, την 0t =  το σώµα βρίσκεται 
στη θέση 0 0x >  και έχει ταχύτητα 0 0U >  (δηλ. κινείται προς τα δεξιά). 
Α) Ποιες είναι οι µονάδες της σταθεράς k ;
Β) Προσδιορίστε τη θέση, την ταχύτητα και την επιτάχυνση τ ου σώµατος συναρτήσει 
του χρόνου, καθώς επίσης την ταχύτητά του ως συνάρτηση της θέσης του. 
Γ) Κάνετε τις γραφικές παραστάσεις: x-t, U-t, α-t, και U-x.  
 

Υποδειγµατική Λύση 

Α) Οι µονάδες της σταθεράς k είναι µονάδες αντιστρόφου χρόνου. Αν δηλαδή ο 
χρόνος µετριέται σε s , τότε η σταθερά k  µετριέται σε 1s− .

Β) Ολοκληρώνοντας τη σχέση επιτάχυνσης –ταχύτητας: a kU= −  λαµβάνουµε:  

[ ]
0

0

0

0
0 0

1

ln ln ln ln

U t

U

U kt
U

dU dU dUa kU k kdt
dt U dt U

U UU kt U U kt kt e
U U

−

= = − ⇒ = − ⇒ = − ⇒

= − ⇒ − = − ⇒ = − ⇒ =

∫ ∫

Άρα η ταχύτητα µειώνεται εκθετικά µε το χρόνο: 0( ) ktU t U e−= (1) 
τείνοντας αυµπτωτικά στο 0, αν και σε χρόνο 5/ k  πρακτικά µηδενίζεται.

Από τη σχέση αυτή παίρνουµε για την επιτάχυνση: 0( ) ( ) kta t kU t kU e−= − = −

Παρατηρούµε ότι η επιτάχυνση είναι πάντα αντίθετη της ταχύτητας. Πρόκειται 
δηλαδή για επιβράδυνση (που προέρχεται προφανώς από κάποιο είδος τριβής). 
Καθώς περνά ο χρόνος η επιβράδυνση µειώνεται (βλ. ∆ιάγραµµα - η επιτάχυνση 
αυξάνεται µεν, αλλά κατ’ απόλυτη τιµή µειώνεται) τείνοντας στο 0 ασυµπτωτικά (σε 
χρόνο 5/ k  πρακτικά θα έχει µηδενιστεί, αλλά αυστηρά ποτέ δεν θα γίνει ακριβώς 
µηδέν).

Ολοκληρώνοντας την ταχύτητα παίρνουµε τη θέση του σώµατος:  

( )
0

0 0
0 0

0 0
0 00

( )

( ) 1

x t t
kt kt

x

tkt kt

dxU U e dx U t dt U e dt
dt

U Ux x e x t x e
k k

− −

− −

= = ⇒ = = ⇒

 − = ⇒ = − − −

∫ ∫ ∫
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Άρα η θέση του σώµατος ως συνάρτηση του χρόνο δίνεται από τη σχέση:

( )0
0( ) 1 ktUx t x e

k
−= + −  (2)

όπου θεωρήσαµε ότι η αρχική θέση του σώµατος είναι 0(0)x x= . Το σωµατίδιο θα 
τείνει ασυµπτωτικά σε µια θέση: 0 0( ) /lim

t
x t x U k

→∞
= +  χωρίς όµως ποτέ (αυστηρά) 

να φτάσει εκεί!

Ένας πρώτος τρόπος να υπολογίσουµε τη σχέση ταχύτητας-θέσης είναι να απα-
λείψουµε το χρόνο από τις (1) και (2). Έτσι:

(1)� 0( ) /kte U t U− =

και αντικαθιστώντας στη (2) παίρνουµε:

0 0
0 0 0 0

0
1 ( )U UU Ux x x x k x x U U

k U k k
 

= + − ⇔ − = − ⇔ − = − 
 

οπότε 0 0( )U U k x x= − − , που παριστάνει ευθεία αρνητικής κλίσης αν 0k > .

Ένας δεύτερος τρόπος είναι να γράψουµε την ταχύτητα ως σύνθετη συνάρτηση:

( ( ))U U x t= , 

οπότε παραγωγίζοντας και κάνοντας χρήση του «κανόνα αλυσίδας» παίρνουµε:

dU dU dx dUa U kU
dt dx dt dx

= ⇒ = ⇒ −
dU U
dx

=

Ολοκληρώνοντας ως προς x:

0 0
0 0( ) ( ) ( )

x x

x x

dU dx k dx U x U x k x x
dx

= − ⇔ − = − − ⇔∫ ∫
0 0( )U U k x x= − − , όπως και µε τον προηγούµενο τρόπο.

Παραπάνω συµβολίσαµε: 0 0( ) ( (0))U x U x U= = .
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Γ) Οι αντίστοιχες γραφικές παραστάσεις α-t, U-t, x-t, U-x φαίνονται παρακάτω. 

Το διάγραµµα U-x είναι µια ευθεία αρνητικής κλίσης. Στο φυσικό πρόβληµα που 
µελετάµε η θέση του σωµατιδίου είναι περιορισµένη στο διάστηµα 

0 0 0[ , / )x x U k+ και άρα η ταχύτητα περιορίζεται στο διάστηµα τιµών 0(0, ]U . 
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Άσκηση 3

Να λυθεί η διαφορική εξίσωση 2x x= −�� �  µε αρχικές συνθήκες: (0) 1x =� , (0) 2x = . 
Μπορείτε να θέσετε ένα φυσικό πρόβληµα που περιγράφεται από παρόµοια 
διαφορική εξίσωση;

Υποδειγµατική Λύση 

Έχουµε:

2 2

2 22 2 2 0 2 0d x dx d x dx d dxx x x
dt dt dt dt dt dt

 = − ⇒ = − ⇒ + = ⇒ + = ⇒  
�� � 2dx x c

dt
+ =

Εφαρµόζοντας τις αρχικές συνθήκες ( 0t = ) παίρνουµε:  1 2 2 c+ ⋅ = ⇒ 5c =

Άρα:

( )

( ) ( ) ( ) ( )
22 0

12 5 5 2 ln 5 2
5 2 2

ln 5 2 ln 5 2 2 2 ln 5 2 ln1 2 ln 5 2 2

x t xdx dx dxx x dt x t
dt dt x

x t x t x t

 + = ⇒ = − ⇒ = ⇒ − − = ⇒    −  
− − − ⋅ = − ⇒ − − = − ⇒ − = − ⇒

∫ ∫

2 25 2 2 5t tx e x e− −− = ⇒ = − ⇒
25( )

2

tex t
−−

=

Για να θέσουµε ένα φυσικό πρόβληµα, θα αντιστοιχίσουµε στις µαθηµατικές 
συναρτήσεις κάποια φυσικά µεγέθη. Το πιο απλό που µπορούµε να σκεφτούµε είναι 
να αντιστοιχίσουµε στο x τη θέση ενός σώµατος που κινείται ευθύγραµµα, οπότε η 
ταχύτητά του είναι xυ = �  και η επιτάχυνσή του a x= �� . ΄Ετσι, το ισοδύναµο φυσικό 
πρόβληµα διατυπώνεται ως εξής:

«Υλικό σηµείο µάζας 1m kg=  κινείται ευθύγραµµα ξεκινώντας από τη θέση 0 2x m=
µε ταχύτητα 0 1 /m sυ = . Αν το σωµατίδιο επιβραδύνεται εξαιτίας της δράσης 
δύναµης µέτρου: 2Fαντ υ= , βρείτε τη θέση του συναρτήσει του χρόνου.»

Λύση

2ος Νόµος Νεύτωνα:

1 0
2 2 2 ln 2

td dF ma dt t
dt

υ

αντ
υ υυ α υ υ

υ
= ⇒ − = ⇒ = − ⇒ = − ⇒ = − ⇒∫ ∫

� � 2teυ −=

Άρα:   
2

2 2

2 0 0

2
2

ttx t
t tdx ee dx e dt x

dt

−
− −  

= ⇒ = ⇒ − = ⇒ − ∫ ∫
( )

2 2
21 1 52 1 2

2 2 2

t t
t e ex e x x

− −
− − −

− = − − ⇒ = + ⇒ =
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Άσκηση 4

∆ίνεται η θέση ενός υλικού σηµείου στον άξονα x συναρτήσει του χρόνου t :

2sin 3
6

x t π = + 
 

 (1)

Να βρεθεί η διαφορική εξίσωση που έχει ως λύση την (1).

Υποδειγµατική Λύση 

Παραγωγίζοντας χρονικά την (1) παίρνουµε:

2 3cos 3 6cos 3
6 6

x t x tπ π   = ⋅ + ⇒ = +   
   

� �

Παραγωγίζοντας ακόµα µια φορά:

6 3 sin 3
6

x t π  = ⋅ ⋅ − + ⇒    
�� 18sin 3

6
x t π = − + 

 
��  (2)

Συγκρίνοντας την (1) µε τη (2) παρατηρούµε ότι µε διαίρεση κατά µέλη:

18sin 3
6 9 9

2sin 3
6

t
x x x x
x xt

π

π

 − + 
 = ⇒ = − ⇒ = − ⇒
 + 
 

�� �� �� 9 0x x+ =��

Σηµείωση: Συµβολίσαµε: dxx
dt

=�  και 
2

2

d xx
dt

=��
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Άσκηση 5 
ΕΑΠ, ΦΥΕ24: 2η ΑΣΚΗΣΗ 1ης ΕΡΓΑΣΙΑΣ 2007-08

Υλικό σηµείο µάζας m κινείται κατά µήκος του άξονα x υπό την επίδραση της 
δύναµης 2 3

0 0 /F mu t t= , µε 0t > , όπου 0 0,u t είναι σταθερές µε µονάδες ταχύτητας και 
χρόνου αντιστοίχως. Τη χρονική στιγµή 0t t= το υλικό σηµείο βρίσκεται στη θέση 

0x = και έχει ταχύτητα 0u u= . 
Α) Να βρεθεί η ταχύτητα και η θέση του υλικού σηµείου για 0t t> .
Β) Να διερευνήσετε τα αποτελεσµατά σας: 1) αν ικανοποιούν τις αρχικές συνθήκες, 
2) αν όλοι οι όροι έχουν τις σωστές διαστάσεις και 3) αν στο όριο t →∞ δίνουν 
λογικά και αναµενόµενα αποτελέσµατα. 

Υποδειγµατική Λύση 

Επιλέγουµε τον άξονα x  µε αρχή το σηµείο Ο ( 0x = ) και στην κατεύθυνση της 
δύναµης ( )F F t= , την φορά της οποίας λαµβάνουµε ως θετική. Το υλικό σηµείο τη 
χρονική στιγµή 0 0t >  βρίσκεται στη θέση 0( ) 0x t =  και έχει ταχύτητα 0 0( )u t u=
στην κατεύθυνση της δύναµης µιας και δίνεται ότι κινείται αποκλειστικά λόγω της 
δράσης της. 

Α) Έστω, ότι την τυχούσα χρονική στιγµή t  το υλικό σωµα βρίσκεται στη θέση 
( )x t x=  και έχει ταχύτητα ( )u t u= .

Ο 2ος Νόµος του Νεύτωνα δίνει:
2
0

0 3
t duF ma mu m

dtt
= ⇒ = ⇒

2
0 0
3

u tdu
dt t

=   (1)

Ολοκληρώνουµε την σχέση (1) από τη χρονική στιγµή 0t  έως τη χρονική στιγµή t :

0 0
0

23 1
2 3 2 0 0

0 0 0 0 0 0 2 2
0

1 1
3 1 2

t
u t

u t
t

u ttdu u t t dt u u u t u u
t t

− +
−   

= ⇒ − = ⇒ − = − − ⇒  − +   
∫ ∫

2 2
0 0 0 0 0 0

0 2 2
3

2 22 2
u u t u u tu u u

t t
− = − ⇒ = − ⇒

2
0 0( ) 3
2
u tu t

t

  = −  
   

  (2)
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Λαµβάνοντας υπόψη µας τον ορισµό της ταχύτητας µπορούµε να γράψουµε την 
σχέση (2) ως:

2
0 0

23
2
u tdx

dt t
 

= − 
 

 (3)

Με ολοκλήρωση της σχέσης (3) στο χρονικό διάστηµα [ ]0 ,t t  λαµβάνουµε:

[ ]
0

00 0 0

2
2 20 0 0 0
0 02 2

0

1 13 3 3
2 2 2

x t t t t
t
t

tt t t

u t u udx dt dt t dt t t
tt t

        = − = + − = + ⇒                ∫ ∫ ∫ ∫

( )
2

20 0 0 0 0 0 0 0
0 0

0

3 31 13
2 2 2 2 2
u u u t u t u tx t t t x t

t t t
  

= − + − ⇒ = − + − ⇒  
  

2
0 0 0

0 0
3( ) 2
2 2
u u tx t t u t

t
= + −   (4)

Β) Ας διερευνήσουµε τα αποτελέσµατά µας:

1) Ελέγχουµε τα αποτελέσµατα (2) και (4) στην χρονική στιγµή 0t :

( )
0

2
20 0 0

0 0
0

2 ( ) 3 3 1
2 2

t t u t uu t u
t

=      ⇒ = − = − =      
(επιβεβαιώνεται η αρχική συνθήκη)

( )
0 2

0 0 0
0 0 0 0

0

34 ( ) 2 0
2 2

t t u u tx t t u t
t

=
⇒ = + − = (επιβεβαιώνεται η αρχική συνθήκη)

2) Ελέγχουµε αν οι όροι στα αποτελέσµατα (2) και (4) έχουν τις σωστές διαστάσεις:

( )2 ⇒
2

0 0( ) 3
2
u tu t

t

  = −  
   

Ο όρος στην αγκύλη στο δεξί µέλος της (2) δεν έχει διαστάσεις µιας και περιέχει έναν 
καθαρό αριθµό και το πηλίκο χρόνου προς χρόνο που επίσης είναι αδιάστατο. Έτσι, 
το αποτέλεσµά µας έχει σωστές διαστάσεις, δηλ. διαστάσεις ταχύτητας, που τις φέρει 
ο όρος 0u .
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( )4 ⇒
2

0 0 0
0 0

3( ) 2
2 2
u u tx t t u t

t
= + −

Ο πρώτος και ο τρίτος όρος στο δεξί µέλος της (4) έχουν διαστάσεις ταχύτητας ×
χρόνου, άρα µήκους. Ο δεύτερος όρος έχει διαστάσεις ταχύτητας× (χρόνου) 2  / χρόνο, 
άρα ταχύτητας ×  χρόνου, δηλ. διαστάσεις µήκους, που είναι οι σωστές διαστάσεις.

3) Τέλος, ας ελέγξουµε αν τα αποτελέσµατά µας είναι λογικά στο όριο t →∞ :

Για την ταχύτητα έχουµε:

( )2 ⇒
2 2

0 0 0 0 0 0

0

3 3lim ( ) lim 3 lim
2 2 2 2t t t

u t u u t uu t
t t→∞ →∞ →∞

      = − = − =     
        �����

Εποµένως, η ταχύτητα του υλικού σηµείου µετά από άπειρο χρόνο θα είναι 1.5 φορές 
µεγαλύτερη της αρχικής. Αυτό είναι λογικό, αφού η δύναµη είναι αντιστρόφως 
ανάλογη του κύβου του χρόνου: 3F t−∼  και άρα πολύ γρήγορα γίνεται πολύ µικρή 
τείνοντας στο 0 σε µεγάλους χρόνους. Άρα σε µεγάλους χρόνους το υλικό σηµείο 
κινείται ελεύθερα έχοντας αποκτήσει σταθερή ταχύτητα. 

Για τη θέση του υλικού σηµείου έχουµε:

( )4 ⇒
�

2 2
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0

3 3 1lim ( ) lim 2 lim lim 2
2 2 2 2t t t t

u u t u u tx t t u t t u t
t t→∞ →∞ →∞ →∞

∞

   = + − = + − = ∞   
   �����

Άρα, το υλικό σηµείο τείνει να φτάσει στο άπειρο κινούµενο ευθύγραµµα οµαλά και 
διανύοντας, έτσι, διάστηµα ανάλογο του χρόνου και µε σταθερά αναλογίας την 
σταθερή ταχύτητα 03 / 2u .
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Άσκηση 6
ΕΑΠ, ΦΥΕ24: 3η ΑΣΚΗΣΗ 1ης ΕΡΓΑΣΙΑΣ 2007-08

Υλικό σηµείο µάζας m βρίσκεται ακίνητο στη θέση 0x = . Για 0t ≥ δρα πάνω του η 
δύναµη ( )3 3

0 0
ˆ/F F t t i=

�
για 00 t t≤ ≤ και ( )3 3

0 0
ˆ/F F t t i= −

�
για 0t t> , όπου 0 0,F t

είναι σταθερές µε κατάλληλες µονάδες και î είναι το µοναδιαίο διάνυσµα στον 
άξονα x.
Α) Να βρεθεί η ταχύτητα του υλικού σηµείου για όλες τις δυνατές τιµές του 0t > .
Β) Να διερευνήσετε τα αποτελεσµατά σας 1) αν ικανοποιούν τις αρχικές συνθήκες, 2) 
αν έχουν τις σωστές διαστάσεις και 3) αν στο όριο t →∞ δίνουν λογικά και 
αναµενόµενα αποτελέσµατα. 

Υποδειγµατική Λύση 

Το υλικό σηµείο είναι αρχικά ( 0t = ) ακίνητο, δηλ. (0) 0u = , στη θέση (0) 0x = . Στη 
συνέχεια ασκείται πάνω του δύναµη παράλληλα προς τη διεύθυνση x και άρα το 
σωµατίδιο θα κινηθεί κατά µήκος του άξονα x. Η δύναµη που ασκείται στο υλικό 
σηµείο µεταβάλλεται χρονικά σύµφωνα µε τη δοθείσα σχέση:

3

0 03
0

3
0

0 03

ˆ,   0
( )

ˆ,     

tF i t t
tF t
tF i t t
t


≤ ≤= 

 − >

�

Συνεπώς, η δύναµη επιταχύνει το υλικό σηµείο στο χρονικό διάστηµα 0[0, ]t  και 
µάλιστα µε συνεχώς αυξανόµενο ρυθµό (αφού το µέτρο της αυξάνεται ανάλογα του 
κύβου του χρόνου 3F t∼ ). Έστω ότι τη χρονική στιγµή 0t , η ταχύτητα του 
σωµατιδίου είναι 0 0( )u t u= . Για χρονικές στιγµές 0t t>  η δύναµη αντιτίθεται στην 
κίνηση και το επιβραδύνει µε συνεχώς µικρότερο ρυθµό, αφού το µέτρο της 
µειώνεται αντιστρόφως ανάλογα του κύβου του χρόνου, δηλ. ( )3 ˆ~F t i− −

�
.

Α) Έστω, ότι την τυχούσα χρονική στιγµή 0t t≤  το υλικό σηµείο βρίσκεται στη θέση 
( )x t x=  και έχει ταχύτητα ( )u t u= .
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Ο 2ος Νόµος του Νεύτωνα δίνει στο χρονικό διάστηµα 0[0, ]t : 

3

0 3
0

ˆ ˆt duF ma F i m i
dtt

= ⇒ = ⇒
� � 3

0
3
0

Fdu t
dt m t

=   (1)

Ολοκληρώνουµε την σχέση (1) από τη χρονική στιγµή 0  έως τη χρονική στιγµή t :

3 1 4
30 0 0

3 3 3
0 00 0 003 1 4

tu tF F Ft tdu t dt u u
mt mt mt

+ 
= ⇒ = ⇒ = ⇒ + ∫ ∫

4
0 0

0

( )
4
F t tu t
m t
 

=  
 

  (2)

Η ταχύτητα του υλικού σηµείου τη χρονική στιγµή 0t  (ακριβώς δηλαδή προτού 
αλλάξει η µορφή της δύναµης που ασκείται σε αυτό) είναι:

4
0 0 0

0 0 0
0

( )
4
F t tu u t u
m t
 

= ⇒ = ⇒ 
 

0 0
0 4

F tu
m

=   (3)

Αντίστοιχα, για χρονικές στιγµές 0t t>  ο 2ος Νόµος του Νεύτωνα δίνει:

3
0

0 3
ˆ ˆt duF ma F i m i

dtt
= ⇒ − = ⇒
� � 3

0 0
3

F tdu
dt m t

= −   (4)

Ολοκληρώνουµε την σχέση (4) από τη χρονική στιγµή 0t  στην οποία το υλικό σηµείο 
έχει ταχύτητα 0 0 0 /(4 )u F t m=  έως µια τυχούσα  χρονική στιγµή 0t t≥  στην οποία η 
ταχύτητά του είναι ( )u u t= :

0 0 0

33 1 (3)
3 3 30 0 0 0 0 0
0 0 0 2 2

0

1 1
3 1 4 2

tu t

u t t

F F F t F ttdu t t dt u u t u
m m m m t t

− +
−   

= − ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒  − +   ∫ ∫
3 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 24 2 42 2

F t F t F t F t F tu u
m m mmt mt

− = − ⇒ = − ⇒
2

0 0 0( ) 2 1
4
F t tu t
m t

  = −  
   

  (5)

Άρα, συνοψίζοντας τα αποτελέσµατά µας, η ταχύτητα σε κάθε χρονική στιγµή είναι:

4
0 0

0
0

2
0 0 0

0

,  0  
4

( )

2 1 ,                   
4

F t t t t
m t

u t
F t t t t
m t

  
 ≤ ≤ 
  

= 
    − ≥      
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Β) Ας διερευνήσουµε τα αποτελέσµατά µας:

1) Ελέγχουµε το αποτελέσµατα (2) στην χρονική στιγµή 0:

( )
0

40
3
0

2 (0) 0 0
4

t Fu
mt

=
⇒ = = (επιβεβαιώνεται η αρχική συνθήκη)

και το αποτέλεσµα (5) στην χρονική στιγµή 0t :

( )
0 2

0 0 0 0 0
0 02

0

25 ( ) 1
4 4

t t F t t F tu t u
m mt

=  
⇒ = − = = 

 
(επιβεβαιώνεται η αρχική συνθήκη)

2) Ελέγχουµε αν οι όροι στα αποτελέσµατα (2) και (5) έχουν τις σωστές διαστάσεις:

( )2 ⇒
4

0 0

0

( )
4
F t tu t
m t
 

=  
 

Ο όρος στην παρένθεση  στο δεξί µέλος της (2) δεν έχει διαστάσεις µιας και περιέχει  
το πηλίκο χρόνου προς χρόνο που είναι αδιάστατο. Έτσι, το αποτέλεσµά µας έχει  τις 
σωστές διαστάσεις: 

[(δύναµη) / (µάζα)] ×  (χρόνος) = (επιτάχυνση) ×  (χρόνος) = (ταχύτητα)

( )
2

0 0 05 ( ) 2 1
4
F t tu t
m t

  ⇒ = −  
   

Ο όρος στην αγκύλη στο δεξί µέλος της (5) είναι αδιάστατος αφού περιέχει καθαρούς 
αριθµούς και έναν όρο (χρόνο) / (χρόνο) στο τετράγωνο που είναι αδιάστατος. Άρα, 
οι διαστάσεις του δεξιού µέλους είναι και πάλι σωστές, αφού:

[(δύναµη) / (µάζα)] ×  (χρόνος) = (επιτάχυνση) ×  (χρόνος) = (ταχύτητα).

3) Το αποτέλεσµα (2) δε χρειάζεται να το εξετάσουµε στο όριο t →∞  µιας και 
ισχύει σε πεπερασµένες χρονικές στιγµές, δηλ. στο διάστηµα 0[0, ]t . Ένα τέτοιο 
αποτέλεσµα σε όλες τις χρονικές στιγµές θα ήταν απαράδεκτο µιας και θα οδηγούσε 
σε απειρισµό της ταχύτητας.
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Ας ελέγξουµε, όµως, αν τo αποτέλεσµα (5), που ισχύει για 0t t> , δίνει λογικό 
αποτέλεσµα στο όριο t →∞ :

( )5 ⇒
2 2

0 0 0 0 0 0 0 0
0

0

lim ( ) lim 2 1 2lim 1
4 4 4t t t

F t t F t t F tu t u
m t m t m→∞ →∞ →∞

 
      = − = − = − = −      
       

 
�����

Εποµένως, η ταχύτητα του υλικού σηµείου µετά από άπειρο χρόνο θα είναι αντίθετη 
της µέγιστης ταχύτητας που είχε αποκτήσει αυτό στο τέλος του χρονικού 
διαστήµατος 0[0, ]t . Ας προσπαθήσουµε να ερµηνεύσουµε αυτό το αποτέλεσµα:

Στη χρονική στιγµή 0t  το υλικό σηµείο έχει αποκτήσει τη µέγιστη ταχύτητα 0u

επιταχυνόµενο προς τα δεξιά λόγω της δράσης της δύναµης ( )30 0
ˆ/F F t t i=

�
 στο 

χρονικό διάστηµα 0[0, ]t . Στη συνέχεια, όµως, για 0t t>  η δύναµη που δρα στο σώµα 

είναι αντίθετη της φοράς κίνησής του: ( )30 0
ˆ/F F t t i= −

�
 και συνεπώς το 

επιβραδύνει. Η δύναµη αυτή δρα σε όλες τις υπόλοιπες χρονικές στιγµές και συνεπώς 
κάποια χρονική στιγµή 1 0t t>  θα το σταµατήσει, δηλαδή:

2 2
(5)

0 0 0 0
1

1 1

( ) 0 2 1 0 2 1
4
F t t tu t
m t t

    
= ⇒ − = ⇒ = ⇒    

     
1 02t t=

Για τις υπόλοιπες χρονικές στιγµές 1t t>  η δράση της δύναµης ( )30 0
ˆ/F F t t i= −

�

έχει ως αποτέλεσµα την επιτάχυνση του υλικού σηµείου προς τα αριστερά πλέον. 
Ωστόσο, το µέτρο της δύναµης ελαττώνεται αντιστρόφως ανάλογα προς τον κύβο του 
χρόνου και συνεπώς σε µεγάλους χρόνους η δράση της δύναµης θα είναι αµελητέα 
και άρα το υλικό σηµείο θα κινείται ευθύγραµµα οµαλά προς τα αριστερά. Το 
αποτέλεσµα 0lim ( )

t
u t u

→∞
= −  επισηµαίνει αυτό ακριβώς το γεγονός, αλλά µας 

πληροφορεί επιπρόσθετα ότι το µέτρο αυτής της σταθερής ταχύτητας είναι 
0 0 0 /(4 )u F t m= , ίσο δηλαδή µε το µέτρο της µέγιστης ταχύτητας τη στιγµή 0t .
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Άσκηση 7
ΕΑΠ, ΦΥΕ24: 4η ΑΣΚΗΣΗ 1ης ΕΡΓΑΣΙΑΣ 2007-08

Υλικό σηµείο µάζας m κινείται κατά µήκος του άξονα x υπό την επίδραση δύναµης 
F, που αντιτίθεται στην κίνηση και είναι ανάλογη του τετραγώνου της ταχύτητας µε 
σταθερά αναλογίας 
β >0. Βαρύτητα δεν υπάρχει. 
Α) Να βρεθεί η ταχύτητα και η θέση του υλικού σηµείου για 0t > , αν για 0t =  είναι 

0 0u u= >
Β) Να διερευνήσετε τα αποτελεσµατά σας: 1) αν ικανοποιούν τις αρχικές συνθήκες, 
2) αν έχουν τις σωστές διαστάσεις και 3) αν στο όριο t →∞ δίνουν λογικά και 
αναµενόµενα αποτελέσµατα. 

Υποδειγµατική Λύση 

Επιλέγουµε τον άξονα x  ως τον άξονα κίνησης µε αρχή το σηµείο Ο στο οποίο 
βρίσκεται αρχικά το υλικό σηµείο και το οποίο είµαστε ελεύθεροι να επιλέξουµε ως 
το 0x = . Η θέση ( )x t  που θα υπολογίσουµε στη συνέχεια θα δηλώνει τη σχετική, ως 
προς την αρχική, θέση του υλικού σηµείου. Επιλέγουµε ως θετική τη φορά προς τα 
δεξιά. Η αρχική ταχύτητα είναι 0(0) 0u u= >  και άρα το υλικό σηµείο κινείται προς 
τα δεξιά. Η µόνη δύναµη που επιδρά στο υλικό σηµείο είναι η αντίσταση 

2( ) 0F u uβ= − <  που το επιβραδύνει. 

Α) Έστω, ότι την τυχούσα χρονική στιγµή t  το υλικό σηµείο βρίσκεται στη θέση 
( )x t x=  και έχει ταχύτητα ( )u t u= . 

Ο 2ος Νόµος του Νεύτωνα δίνει: 

2 duF ma u m
dt

β= ⇒ − = ⇒
� � 2du u

dt m
β

= −   (1)

Ολοκληρώνουµε την σχέση (1) από τη χρονική στιγµή 0 έως τη χρονική στιγµή t :

0 0

2
0 0 0

1 1 1 1 1 1uu t

u u
du dt t t t

m u m u u m u u mu
β β β β   − = ⇒ = ⇒ − = ⇒ = + ⇒      ∫ ∫



Κεφάλαιο 1                                                Γεώργιος Η. Κεφαλιακός
www.arnos.gr � www.oktonia.com � www.uni-learn.gr

ΣΟΛΩΜΟΥ 29  ΑΘΗΝΑ  � 210.38.22.157 – 495  Fax: 210.33.06.463
φροντιστηριακά µαθήµατα  για :  Ε.Μ.Π. – Α.Ε.Ι. – Α.Τ.Ε.Ι. – Ε.Α.Π.

18

0

0

1 m u t
u mu

β+
= ⇒ 0

0

( ) muu t
m u tβ

=
+

  (2)

Λαµβάνοντας υπόψη µας τον ορισµό της ταχύτητας µπορούµε να γράψουµε την 
σχέση (2) ως:

0

0

mudx
dt m u tβ

=
+

 (3)

Με ολοκλήρωση στο διάστηµα [ ]0,t  λαµβάνουµε: 0

0 0 0

x t mudx dt
m u tβ

=
+∫ ∫  (4)

Για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα στο δεξί µέλος της (4) κάνουµε την αλλαγή 
µεταβλητής: 

0y m u tβ= + , οπότε 0
0

dydy u dt dt
u

β
β

= ⇒ =

Τα όρια της ολοκλήρωσης θα γίνουν: 

1 10t y m= ⇒ =     και    2 2 0t t y m u tβ= ⇒ = + . 

Έτσι:

( )
0 0 0

0

0 0

4
y m u t x m u t m u t

m m

mu dy m dydx x
y u y

β β β

β β

= + + +

= ⇒ = ⇒⇒∫ ∫ ∫
( )0ln lnmx m u t mβ

β
= + − ⇒  

0( ) ln m u tmx t
m
β

β
+ =  

 
  (5)

Η σχέση (5) δίνει τη σχετική, ως προς την αρχική, θέση του υλικού σηµείου. 

Β) Ας διερευνήσουµε τα αποτελέσµατά µας:

1) Ελέγχουµε τα αποτελέσµατα (2) και (5) στην χρονική στιγµή 0:

( )
0

0 0
0

0

2 (0)
0

t mu muu u
m u mβ

=
⇒ = = =

+
(επιβεβαιώνεται η αρχική συνθήκη)

( )
0

005 (0) ln ln1 0
t m um mx

m
β

β β

= + ⇒ = = = 
 

(επιβεβαιώνεται η αρχική συνθήκη)

2) Η σταθερά β λαµβάνοντας υπόψη µας τη σχέση 2F uβ= −  έχει διαστάσεις: 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )
( )2 2 2

ύ
ά

ύ ά ά ό ά ά
ύ ό ήύ ύ ύ

ταχ τητα
µ ζα

δ ναµη µ ζα επιτ χυνση χρ νος µ ζα µ ζα
ταχ τητα χρ νος µ κοςταχ τητα ταχ τητα ταχ τητα

×
×

= = = =
×

Ελέγχουµε αν οι όροι στα αποτελέσµατα (2) και (5) έχουν τις σωστές διαστάσεις.
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Η ( )2  γράφεται ισοδύναµα ως:  
( )

0

0

( )
1 /

uu t
u t mβ

=
+

Ο όρος 0 /u t mβ  στον παρονοµαστή είναι αδιάστατος διότι: 
( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )0

ά
ύ ό

ή ύ όu t ά
m ά ή

µ ζα
ταχ τητα χρ νος

µ κος ταχ τητα χρ νοςβ αδι στατο
µ ζα µ κος

× ×
×

→ = =

Έτσι, το αποτέλεσµά της σχέσης (2) έχει σωστές διαστάσεις, δηλ. διαστάσεις 
ταχύτητας, που τις φέρει ο όρος 0u .

Η ( )5  γράφεται ισοδύναµα ως: 0( ) ln 1 u tmx t
m
β

β
 = + 
 

Ο όρος 0 /u t mβ  µέσα στο λογάριθµο είναι αδιάστατος, όπως δείξαµε και πριν. Ο 
όρος /m β εκτός του λογαρίθµου, από την άλλη, έχει τις σωστές διαστάσεις:

( )
( ) ( ) ( )

/
άm ή

ά ή
µ ζα

µ κος
β µ ζα µ κος
→ =

3) Τέλος, ας ελέγξουµε αν τα αποτελέσµατά µας είναι λογικά στο όριο t →∞ :

Για την ταχύτητα έχουµε:

( )2 ⇒ 0

0

lim ( ) lim 0
t t

muu t
m u tβ→∞ →∞

 
= = + 

Το αποτέλεσµα αυτό είναι λογικό, αφού η δύναµη της αντίστασης επιβραδύνει 
συνεχώς το σώµα. Ωστόσο, δεν µπορεί να το σταµατήσει σε πεπερασµένο χρόνο µιας 
και το µέτρο της είναι αντιστρόφως ανάλογο του τετραγώνου της ταχύτητας κι έτσι 
όσο µικραίνει η ταχύτητα του σώµατος ελαττώνεται ραγδαία και η δύναµη µε 
αποτέλεσµα να συνεχίζει να µειώνεται µεν η ταχύτητα, αλλά µε πολύ αργό ρυθµό σε 
µεγάλους χρόνους.

Για τη θέση του υλικού σηµείου έχουµε:

( )4 ⇒ 0lim ( ) lim ln
t t

m u tmx t
m
β

β→∞ →∞

+  = = ∞    

αφού ( )lim ln
τ

τ
→∞

= +∞  (που προκύπτει από τις ιδιότητες της λογαριθµικής συνάρτησης 

η οποία είναι µη φραγµένη και γνησίως αύξουσα)

Άρα, το υλικό σηµείο τείνει να φτάσει στο άπειρο που είναι επίσης λογικό µιας και η 
δύναµη αδυνατεί να το σταµατήσει σε πεπερασµένο χρόνο.
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Άσκηση 8 
Πτώση σε οµογενές πεδίο βαρύτητας µε αντίσταση ανάλογη της ταχύτητας χωρίς αρχική ταχύτητα

(5η Άσκηση 1ης Εργασίας 2007-08 µε πρόσθετα ερωτήµατα)

Ένας αλεξιπτωτιστής αφήνεται να πέσει ελεύθερα χωρίς αρχική ταχύτητα από κάποιο 
ύψος h . Άν θεωρήσουµε ότι το αλεξίπτωτό του ανοίγει ακαριαία και ότι η αντίσταση 
του αέρα είναι ανάλογη της ταχύτητας µε σταθερά αναλογίας 0κ > , να βρείτε την 
ταχύτητα πτώσης του αλεξιπτωτιστή συναρτήσει του χρόνου. Ποια είναι η οριακή 
ταχύτητα που θα αποκτήσει ο αλεξιπτωτιστής και µετά από πόσο χρόνο θα την 
αποκτήσει; Σχεδιάστε το διάγραµµα της ταχύτητας πτώσης συναρτήσει του χρόνου. 
Εφαρµόστε για 100 /Nts mκ = , 210 /g m s=  και 100m kg= . Αν ο αλεξιπτωτιστής 
φθάνει στο έδαφος µετά από 1 λεπτό, ποια είναι η ταχύτητά του λίγο πριν 
ακουµπήσει στο έδαφος και ποιο το ύψος h  από το οποίο αφέθηκε; 

Υποδειγµατική Λύση 

Ορίζουµε ως z τον άξονα της κίνησης και θεωρούµε θετική τη φορά προς τα κάτω 
ορίζοντας το µοναδιαίο διάνυσµα ẑ  µε φορά προς τα κάτω. Ο αλεξιπτωτιστής αρχικά 
( 0t = )  έχει µηδενική ταχύτητα και αρχίζει να κινείται προς τα κάτω υπό την 
επίδραση του βάρους του: ˆB mg mgz= =

� � . Αποκτά, έτσι, ταχύτητα ˆ( ) ( )t t zυ υ=�  και 
του ασκείται πλέον, εκτός από το βάρος του, και η αντίσταση του αέρα που δρα 
αντίθετα της φοράς κίνησης κι έτσι: ˆF zαντ κυ κυ= − = −

� � .

Ο 2ος Νόµος του Νεύτωνα γράφεται: 

ˆ ˆ ˆ

F ma

B F ma
dmgz z m z
dt

αντ

υκυ

= ⇒

+ = ⇒

− = ⇒

∑
� �

� � �

dmg m
dt
υκυ− =    (1)

Όσο η ταχύτητα πτώσης του αλεξιπτωτιστή αυξάνεται, η αντίσταση του αέρα επίσης 
αυξάνεται και ο αλεξιπτωτιστής πέφτει µεν, αλλά µε ολοένα και µικρότερη 
επιτάχυνση. Αν υποθέσουµε ότι είναι δυνατό σε κάποια χρονική στιγµή η ταχύτητά 
του να πάρει τέτοια τιµή, ώστε η αντίσταση του αέρα να εξουδετερώσει το βάρος, 
τότε ο αλεξιπτωτιστής θα σταµατήσει πλέον να επιταχύνεται και θα συνεχίσει την 
πτώση του µε τη σταθερή οριακή ταχύτητα maxορυ υ= :

0d mg
dt ορ
υ κυ= ⇔ = ⇔

mg
ορυ

κ
=  (2)
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Σε µια τυχαία χρονική στιγµή µπορούµε να γράψουµε την (1) µε τη βοήθεια της (2) 
ως:

d m d mgm mg
dt dt
υ υκυ υ

κ κ
= − ⇒ = − ⇒ 0m d

dt ορ
υ υ υ

κ
= − > (3)

Ολοκληρώνοντας την τελευταία εξίσωση παίρνουµε:

( ) ( )
00 0

ln ln ln
td dt t t

m m m

υ υ

ορ ορ ορ
ορ

υ κ κ κυ υ υ υ υ
υ υ

 = ⇒ − − = ⇒ − − + = ⇒ −∫ ∫

( ) /ln ln ln t mt t e
m m

ορ ορ κ
ορ ορ

ορ ορ

υ υ υ υκ κυ υ υ
υ υ

−
 − −

− − = − ⇒ = − ⇒ = ⇒  
 

/ /t m t me eκ κ
ορ ορ ορ ορυ υ υ υ υ υ− −− = ⇒ = − ⇒ ( )/( ) 1 t mt e κ

ορυ υ −= −  (4)

Το διάγραµµα της 
ταχύτητας µε το 
χρόνο φαίνεται 
δίπλα:

Η ταχύτητα πλησιάζει ασυµπτωτικά την τιµή ορυ  και αυστηρά δε θα τη φτάσει παρά 
µόνο µετά από άπειρο χρόνο! Ωστόσο, πρακτικά σε χρόνο ίσο µε 5 /m κ  θα την έχει 
φτάσει, αφού τότε: ( )5( ) 1 0,993t e ορ ορυ υ υ−= − = ⋅ , δηλ. το σώµα θα έχει ταχύτητα 
ίση µε το 99.3% της οριακής τιµής.

Αντικαθιστώντας: 100m kg= , 210 /g m s=  και 100  s /Nt mκ =  παίρνουµε ότι:

( ) 1002 mg
ορ ορυ υ

κ
⇒ = ⇒ =

210 /
100

kg m s 10 10 /
 /  /
Nt m s

Nt s mNt s m
= =

ενώ η σταθερά στο εκθετικό της (4) είναι ίση µε: 1/ 1m sκ −= .
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Με αντικατάσταση των αριθµητικών σταθερών στην (4) παίρνουµε ότι η ταχύτητα 
πτώσης του αλεξιπτωτιστή συναρτήσει του χρόνου είναι:

( )( ) 10 1  /tt e m sυ −= − , όπου ο χρόνος t  πρέπει να είναι σε δευτερόλεπτα (s). 
 

Στο έδαφος, όπου φθάνει ο αλεξιπτωτιστής µετά από 1min=60 s, η ταχύτητά του θα 
είναι ίση µε:

( )6010 1 / =10 /e m s m sτελυ −= −

δηλαδή, ουσιαστικά, ο αλεξιπτωτιστής φθάνει στο έδαφος µε την οριακή ταχύτητα 
που ισούται µε 10m/s, αφού ο όρος 60e−  είναι εξαιρετικά µικρός: 60 -278,8 10e− ⋅
 .

Για να κατανοήσουµε περισσότερο πόσο γρήγορα η ταχύτητα του αλεξιπτωτιστή 
πλησιάζει την οριακή τιµή 10m/s καταγράφουµε στον παρακάτω πίνακα τις τιµές της 
ταχύτητάς του τα πρώτα 10 δευτερόλεπτα µε ακρίβεια 3 δεκαδικών ψηφίων σε 
µονάδες m/s:

( )t s 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
( / )u m s 0 6,321 8,647 9,502 9,817 9,933 9,975 9,991 9,997 9,999 10,000

Αν και ο αλεξιπτωτιστής ποτέ δεν αποκτά αυστηρά την οριακή ταχύτητα, πρακτικά η 
ταχύτητά του πλησιάζει εξαιρετικά αυτή την οριακή τιµή στα πρώτα µόλις 
δευτερόλεπτα της πτώσης του.

Λαµβάνοντας υπόψη µας τον ορισµό της ταχύτητας: 

( )( ) ˆ ˆ( ) ( ) ( )dr t dt t z z t z
dt dt

υ υ= ⇒ = − ⇒  

�� ( ) dzt
dt

υ = −

Το αρνητικό πρόσηµο δεν θα πρέπει να σας ενοχλεί και οφείλεται στο ότι µετράµε 
την κατακόρυφη θέση του σώµατος από κάτω προς τα πάνω, ενώ το µέτρο της 
ταχύτητας αυξάνεται από πάνω προς τα κάτω.

Έτσι: ( )/( ) 1 t mdzt e
dt

κ
ορυ υ −= − = −  και ολοκληρώνοντας παίρνουµε:

( )
/

/

0 0

1
/

tt mz t
t m

h

edz e dt z h t
m

κ
κ

ορ ορυ υ
κ

−
−  

= − − ⇒ − = − + ⇒ 
 ∫ ∫
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(2)
/t mm mz h t e κ

ορυ
κ κ

− − = − + − ⇒ 
 

/( ) t mmg m mz t h t e κ

κ κ κ
− = − + − 

 

οπότε: ( )
0 60

/

60
10 1 590

z t s
t m t

t s

mg m mh t e t e mκ

κ κ κ

= =
− −

=

 ⇒ = + − = + − = 
 

Το διάγραµµα της 
κατακόρυφης θέσης του 
αλεξιπτωτιστή συναρτήσει 
του χρόνου φαίνεται 
δίπλα.

Ο αλεξιπτωτιστής πέφτει 
από ύψος 590 µέτρων και 
στα πρώτα 5 δευτερόλεπτα 
έχει αποκτήσει σχεδόν την 
οριακή ταχύτητα των 
10m/s (το 99.3%). Τότε η 
θέση του είναι: 
(5) 550z m
 , δηλαδή έχει 

διανύσει µόλις 40m. 

Στα υπόλοιπα 550m ο αλεξιπτωτιστής πέφτει πρακτικά ευθύγραµµα οµαλά µε την 
ταχύτητα των 10m/s αισθανόµενος πρακτικά µηδενική επιτάχυνση. Παρατηρείστε ότι 
η ( )z t  προσεγγίζεται πολύ καλά µε ευθεία µετά τα πρώτα 5 δευτερόλεπτα γεγονός 
που αποδεικνύει ισοδύναµα το τελευταίο συµπέρασµα.
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Άσκηση 9
Πτώση σε οµογενές πεδίο βαρύτητας µε αρχική ταχύτητα υπό την επίδραση αντίστασης ανάλογης της ταχύτητας

Ένας αλεξιπτωτιστής αφήνεται να πέσει ελεύθερα µε αρχική ταχύτητα 0υ  από κάποιο 
ύψος h . Άν θεωρήσουµε ότι το αλεξίπτωτό του ανοίγει ακαριαία και ότι η αντίσταση 
του αέρα είναι ανάλογη της ταχύτητας µε σταθερά αναλογίας 0κ > , να βρείτε την 
ταχύτητα πτώσης του αλεξιπτωτιστή συναρτήσει του χρόνου. Ποια είναι η οριακή 
ταχύτητα που θα αποκτήσει ο αλεξιπτωτιστής και µετά από πόσο χρόνο θα την 
αποκτήσει; Σχεδιάστε το διάγραµµα της ταχύτητας πτώσης συναρτήσει του χρόνου. 
Εφαρµόστε για 0 5 /m sυ = , 100 /Nts mκ = , 210 /g m s=  και 100m kg= . Αν ο 
αλεξιπτωτιστής φθάνει στο έδαφος µετά από µισό λεπτό, ποια είναι η ταχύτητά του 
λίγο πριν ακουµπήσει στο έδαφος και ποιο το ύψος h  από το οποίο αφέθηκε; 
Σηµείωση: Θεωρούµε ότι η αρχική ταχύτητα είναι τέτοια ώστε ο αλεξιπτωτιστής να 
δέχεται αντίσταση µικρότερη του βάρους του. Τι θα συνέβαινε στην αντίθετη 
περίπτωση;

Υποδειγµατική Λύση 

Ορίζουµε ως z τον άξονα της κίνησης και θεωρούµε θετική τη φορά προς τα κάτω 
ορίζοντας το µοναδιαίο διάνυσµα ẑ  µε φορά προς τα κάτω. Ο αλεξιπτωτιστής δέχεται 
την επίδραση του βάρους του: ˆB mg mgz= =

� �  και της αντίστασης του αέρα που δρα 
αντίθετα της φοράς κίνησης κι έτσι: ˆF zαντ κυ κυ= − = −

� � .

Ο 2ος Νόµος του Νεύτωνα γράφεται: 

ˆ ˆ ˆ

F ma

B F ma
dmgz z m z
dt

αντ

υκυ

= ⇒

+ = ⇒

− = ⇒

∑
� �

� � �

dmg m
dt
υκυ− =    (1)

Όσο η ταχύτητα πτώσης του αλεξιπτωτιστή αυξάνεται, η αντίσταση του αέρα επίσης 
αυξάνεται και ο αλεξιπτωτιστής πέφτει µεν, αλλά µε ολοένα και µικρότερη 
επιτάχυνση. Αν υποθέσουµε ότι είναι δυνατό σε κάποια χρονική στιγµή η ταχύτητά 
του να πάρει τέτοια τιµή, ώστε η αντίσταση του αέρα να εξουδετερώσει το βάρος, 
τότε ο αλεξιπτωτιστής θα σταµατήσει πλέον να επιταχύνεται και θα συνεχίσει την 
πτώση του µε τη σταθερή οριακή ταχύτητα maxορυ υ= :
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0d mg
dt ορ
υ κυ= ⇔ = ⇔

mg
ορυ

κ
=  (2)

Σε µια τυχαία χρονική στιγµή µπορούµε να γράψουµε την (1) µε τη βοήθεια της (2) 
ως:

d m d mgm mg
dt dt
υ υκυ υ

κ κ
= − ⇒ = − ⇒ 0m d

dt ορ
υ υ υ

κ
= − > (3)

Ολοκληρώνοντας την τελευταία εξίσωση παίρνουµε:

( ) ( ) ( )
00

0
0

ln ln ln
td dt t t

m m m

υ υ

ορ ορ ορυυ ορ

υ κ κ κυ υ υ υ υ υ
υ υ

 = ⇒ − − = ⇒ − − + − = ⇒ −∫ ∫
( ) ( ) /

0
0 0

ln ln ln t mt t e
m m

ορ ορ κ
ορ ορ

ορ ορ

υ υ υ υκ κυ υ υ υ
υ υ υ υ

−
 − −

− − − = − ⇒ = − ⇒ = ⇒  − − 

( ) /
0

t me κ
ορ ορυ υ υ υ −− = − ⇒ ( ) /

0( ) t mt e κ
ορ ορυ υ υ υ −= + −  (4)

Αντικαθιστώντας: 0 5 /m sυ = , 100m kg= , 210 /g m s=  και 100  s /Nt mκ =
παίρνουµε ότι:

( ) 1002 mg
ορ ορυ υ

κ
⇒ = ⇒ =

210 /
100

kg m s 10 10 /
 /  /
Nt m s

Nt s mNt s m
= =

ενώ η σταθερά στο εκθετικό της (4) είναι ίση µε: 1/ 1m sκ −= .

Με αντικατάσταση των αριθµητικών σταθερών στην (4) παίρνουµε ότι η ταχύτητα 
πτώσης του αλεξιπτωτιστή συναρτήσει του χρόνου είναι:

( )( ) 10 5  /tt e m sυ −= − , όπου ο χρόνος t  πρέπει να είναι σε δευτερόλεπτα (s). 
 

Το διάγραµµα της ταχύτητας 
µε το χρόνο φαίνεται δίπλα:

Η ταχύτητα πλησιάζει 
ασυµπτωτικά την τιµή ορυ  και 
αυστηρά δε θα τη φτάσει παρά 
µόνο µετά από άπειρο χρόνο! 
Ωστόσο, πρακτικά σε χρόνο 
ίσο µε 5 /m κ  θα την έχει 
φτάσει.

Στο έδαφος, όπου φθάνει ο αλεξιπτωτιστής µετά από 1min=30s, η ταχύτητά του θα 
είναι ίση µε: ( )3010 5 /  =10 /e m s m sτελυ −= −
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δηλαδή, ουσιαστικά, ο αλεξιπτωτιστής φθάνει στο έδαφος µε την οριακή ταχύτητα 
που ισούται µε 10m/s, αφού ο όρος 30e−  είναι εξαιρετικά µικρός: 30 -149,4 10e− ⋅
 .

Για να κατανοήσουµε περισσότερο πόσο γρήγορα η ταχύτητα του αλεξιπτωτιστή 
πλησιάζει την οριακή τιµή 10m/s καταγράφουµε στον παρακάτω πίνακα τις τιµές της 
ταχύτητάς του τα πρώτα 10 δευτερόλεπτα µε ακρίβεια 3 δεκαδικών ψηφίων σε 
µονάδες m/s:

( )t s 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
( / )u m s 5 8,161 9,323 9,751 9,908 9,967 9,988 9,995 9,998 9,999 10,000

Αν και ο αλεξιπτωτιστής ποτέ δεν αποκτά αυστηρά την οριακή ταχύτητα, πρακτικά η 
ταχύτητά του πλησιάζει εξαιρετικά αυτή την οριακή τιµή στα πρώτα µόλις 
δευτερόλεπτα της πτώσης του.

Λαµβάνοντας υπόψη µας τον ορισµό της ταχύτητας: 

( )( ) ˆ ˆ( ) ( ) ( )dr t dt t z z t z
dt dt

υ υ= ⇒ = − ⇒  

�� ( ) dzt
dt

υ = −

Το αρνητικό πρόσηµο δεν θα πρέπει να σας ενοχλεί και οφείλεται στο ότι µετράµε 
την κατακόρυφη θέση του σώµατος από κάτω προς τα πάνω, ενώ το µέτρο της 
ταχύτητας αυξάνεται από πάνω προς τα κάτω.

Έτσι: ( ) /
0( ) t mdzt e

dt
κ

ορ ορυ υ υ υ −= − = + −  και ολοκληρώνοντας παίρνουµε:

( ) ( )
/

/
0 0

0 0 0/

tt mz t t
t m

h

edz dt e dt z h t
m

κ
κ

ορ ορ ορ ορυ υ υ υ υ υ
κ

−
−  

= − − − ⇒ − = − − − ⇒ − ∫ ∫ ∫
( )( )/

0( ) 1 t mmz t h t e κ
ορ ορυ υ υ

κ
−= − − − −  (5)

( )( ) ( )
0

/ 30
030

1 300 5 1 295
z

t m

t s

mh t e e mκ
ορ ορυ υ υ

κ

=
− −

=
⇒ = + − − = − − =

Με αντικατάσταση των αριθµητικών σταθερών στην (5) παίρνουµε ότι η κατακόρυφη 
θέση του αλεξιπτωτιστή συναρτήσει του χρόνου είναι:

( ) 300 10 5 tz t t e−= − −
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Το διάγραµµα της 
κατακόρυφης θέσης του 
αλεξιπτωτιστή συναρτήσει 
του χρόνου φαίνεται 
δίπλα.

Ο αλεξιπτωτιστής πέφτει από ύψος 295 µέτρων και στα πρώτα 5 δευτερόλεπτα έχει 
αποκτήσει σχεδόν την οριακή ταχύτητα των 10m/s (το 99.7%). Τότε η θέση του είναι: 
(5) 240z m
 , δηλαδή έχει διανύσει µόλις 55m. 

Στα υπόλοιπα 240m ο αλεξιπτωτιστής πέφτει πρακτικά ευθύγραµµα οµαλά µε την 
ταχύτητα των 10m/s αισθανόµενος πρακτικά µηδενική επιτάχυνση. Παρατηρείστε ότι 
η ( )z t  προσεγγίζεται πολύ καλά µε ευθεία µετά τα πρώτα 5 δευτερόλεπτα γεγονός 
που αποδεικνύει ισοδύναµα το τελευταίο συµπέρασµα.

Στην περίπτωση που η αρχική ταχύτητα είναι αρκετά µεγάλη ώστε να είναι 
µεγαλύτερη η αντίσταση από το βάρος, η ταχύτητα του σώµατος µειώνεται τείνοντας 
στην οριακή ταχύτητα. Αποδεικνύεται (µε προσοχή στον υπολογισµό των 
ολοκληρωµάτων) ότι και πάλι ισχύουν οι γενικές σχέσεις (4) και (5), που δίνουν για 

0 15 /m sυ = , οπότε προκύπτει 305h m= :

( )( ) 10 5  /tt e m sυ −= +    και   ( ) 300 10 5 tz t t e−= − +

Τα αντίστοιχα διαγράµµατα είναι:
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Άσκηση 10
Πτώση σε οµογενές πεδίο βαρύτητας µε αντίσταση ανάλογη του τετραγώνου της ταχύτητας

Σώµα αφήνεται να πέσει ελεύθερα (δηλ. χωρίς αρχική ταχύτητα) από κάποιο ύψος h . 
Άν θεωρήσουµε ότι η αντίσταση του αέρα είναι ανάλογη του τετραγώνου της 
ταχύτητας µε σταθερά αναλογίας c , να βρείτε την ταχύτητα πτώσης του συναρτήσει 
του χρόνου. Ποια είναι η οριακή ταχύτητα που θα αποκτήσει το σώµα και µετά από 
πόσο χρόνο θα την αποκτήσει; Πώς µεταβάλλεται η κατακόρυφη θέση του; Αν 
δίνονται: 100m kg= , 0.4 /c kg m= , 210 /g m s=  από ποιο ύψος πρέπει να πέσει το 
σώµα, ώστε να φτάσει στο έδαφος σε µισό λεπτό; Να σχεδιασθούν τα διαγράµµατα 
της ταχύτητας και της θέσης συναρτήσει του χρόνου.

Υποδειγµατική Λύση 

Η αντίσταση του αέρα δρα αντίθετα της φοράς 
κίνησης και έχει µέτρο: 

2F cαντ υ=

Ο 2ος Νόµος του Νεύτωνα γράφεται: 

F ma B F maαντ= ⇒ + = ⇒∑
� � �� �

( ) ( )2ˆ ˆ ˆdmg k c k m k
dt
υυ− + = − ⇒

2 dmg c m
dt
υυ− =    (1)

Αρχικά το σώµα επιταχύνεται προς τα κάτω υπό την επίδραση του βάρους του, αφού 
δεν έχει ταχύτητα (την 0t = ). Όσο, όµως, αποκτά ταχύτητα η αντίσταση του αέρα 
αυξάνεται και το σώµα πέφτει µεν, αλλά µε ολοένα και µικρότερη επιτάχυνση. Όταν 
η ταχύτητά του γίνει τέτοια, ώστε η αντίσταση του αέρα να εξουδετερώσει το βάρος 
(υποθέτοντας ότι αυτό είναι δυνατό), τότε το σώµα παύει να επιταχύνεται και πέφτει 
µε σταθερή ταχύτητα ορυ :

20d mg c
dt ορ
υ υ= ⇔ = ⇔

mg
cορυ =  (2)

Προφανώς, αυτή θα είναι και η µέγιστη τιµή της ταχύτητας που µπορεί να αποκτήσει 
το σώµα, µιας και στη συνέχεια θα κινηθεί ευθύγραµµα οµαλά, αφού η συνισταµένη 
των δυνάµεων που ακούνται σε αυτό είναι µηδενική και θα παραµείνει µηδενική (στο 
συγκεκριµένο πρόβληµα, όπου θεωρούµε το βαρυτικό πεδίο οµογενές και την 
αντίσταση να εξαρτάται µόνο από το µέτρο της ταχύτητας).   
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Σε µια τυχούσα χρονική στιγµή µπορούµε να γράψουµε την (1) ως: 

(2)
2m d mg

c dt c
υ υ= − ⇒ 2 2 0m d

c dt ορ
υ υ υ= − >

Ολοκληρώνοντας την τελευταία εξίσωση παίρνουµε:

( )( )2 2
0 0 0

td c d cdt t
m m

υ υ

ορ ορ ορ

υ υ
υ υ υ υ υ υ

= ⇒ = ⇒
− − +∫ ∫ ∫

0 0

1 1
2 2

d d c t
m

υ υ

ορ
ορ ορ

υ υ υ
υ υ υ υ

+ = ⇒
− +∫ ∫

0 0
2d d c t

m

υ υ

ορ
ορ ορ

υ υ υ
υ υ υ υ

+ = ⇒
− +∫ ∫ ( ) ( )

0 0
ln ln 2 c t

m
υ υ

ορ ορ ορυ υ υ υ υ   − − + + =   

2

(2)

/c mg ορυ=
⇒

2 / 2 / 2 /2ln e e egt gt gtg t ορ ορ ορυ υ υορ ορ
ορ ορ

ορ ορ ορ

υ υ υ υ
υ υ υ υ

υ υ υ υ υ
 + +

= ⇒ = ⇒ + = − ⇒  − − 
2 / 2 /

2 / 2 /
e 1 1 e( ) ( ) ( ) tanh
e 1 1 e

gt gt

gt gt
gt t t t

ορ ορ

ορ ορ

υ υ

ορ ορ ορυ υ
ορ

υ υ υ υ υ υ
υ

−

−

    − −
= ⇔ = ⇔ =       + +     

 (3)

Συνεπώς, το µέτρο της ταχύτητας πτώσης πλησιάζει ασυµπτωτικά την οριακή τιµή 
ορυ  και αυστηρά δε θα τη φτάσει ποτέ, δηλαδή το σώµα  χρειάζεται άπειρο χρόνο για 

να αποκτήσει την οριακή ταχύτητα: lim ( )
t

t ορυ υ
→∞

= .

Με αντικατάσταση 100m kg= , 0.4 /c kg m= , 210 /g m s=  προκύπτει: 50 /m sορυ =

και ότι σε χρόνο ίσο µε µερικά / 5g sορτ υ= = , πρακτικά θα είναι 50 /m sορυ υ =
 . 
Όντως σε χρόνο 3 3 / 15g sορτ υ= =  είναι 0.995 49.8 /m sορυ υ =
 , αφού 
tanh(3) 0.995
 .

Λαµβάνοντας υπόψη µας τον ορισµό της ταχύτητας: 

( )( ) ˆ ˆ( ) ( ) ( )dr t dt t k z t k
dt dt

υ υ  = ⇒ − = ⇒ 

�� ( ) dzt
dt

υ = −

Το αρνητικό πρόσηµο δεν θα πρέπει να σας ενοχλεί και οφείλεται στο ότι µετράµε 
την κατακόρυφη θέση του σώµατος από κάτω προς τα πάνω, ενώ το µέτρο της 
ταχύτητας αυξάνεται από πάνω προς τα κάτω.
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Έτσι: ( ) tanhdz gt t
dt ορ

ορ

υ υ
υ
 

= − =   
 

 και ολοκληρώνοντας παίρνουµε:

0

0

2 (2)

ln cosh

tanh

ln cosh

t

z t

h

g t
gdz t dt z h g

gz h t
g

ορ
ορ ορ

ορ

ορ

ορ

ορ

υ
υ υ

υ
υ

υ
υ

   
          = − ⇒ − = − ⇒    

   
 
 

  
− = − ⇒      

∫ ∫

( ) ln coshm gz t h t
c ορυ

  
= −       

20

30

100 10 /ln cosh 30 1327
0.4 / 50 /

z

t s

kg m sh s m
kg m m s

=

=

  
⇒ =   

  



-------------------------------------------------------------------------------------------------------

Σηµείωση: Στον συµβολισµό των ολοκληρωµάτων, αυστηρά θα πρέπει να 
διαχωρίζουµε την µεταβλητή ολοκλήρωσης από τα όρια ολοκλήρωσης κι έτσι, αν 
θέλουµε να είµαστε συνεπείς, θα πρέπει να χρησιµοποιούµε διαφορετικό σύµβολο, π.χ.:

η ολοκλήρωση
0
tanh

z t

h

gdz t dtορ
ορ

υ
υ
 

= −   
 ∫ ∫ γράφεται σωστά ως: 

0
tanh

z t

h

gdz t dtορ
ορ

υ
υ
 

′ ′ ′= −   
 ∫ ∫

Οι µεταβλητές ,t z′ ′  είναι µεταβλητές ολοκλήρωσης, ενώ τα ,t z  είναι τα όρια 
ολοκλήρωσης: η τυχούσα χρονική στιγµή t  και η θέση ( )z z t=  σε αυτήν την χρονική 
στιγµή. Το t′παίρνει τιµές από 0  έως t , ενώ το z′  από h  έως z :

0 t t′≤ ≤                   και                      ( )z t z h′≤ ≤
-------------------------------------------------------------------------------------------------------
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Τα διαγράµµατα του µέτρου της ταχύτητας και της θέσης συναρτήσει του χρόνου 
φαίνονται παρακάτω:

Παρατηρείστε ότι, αν και το σώµα ποτέ δεν αποκτά αυστηρά την οριακή ταχύτητα 
ορυ , πρακτικά πολύ σύντοµα έχει ταχύτητα ορυ υ
  (σε µεγάλους χρόνους 1t s�  η 

προσέγγιση είναι εξαιρετικά καλή). 

Παρατηρείστε ότι πολύ σύντοµα η ( )z z t=  προσεγγίζεται µε ευθεία (ειδικά µετά τα 
πρώτα 15sec ), που σηµαίνει ότι το σώµα κινείται πρακτικά ευθύγραµµα οµαλά. Η 
κλίση της ευθείας δίνει την αλγεβρική τιµή της ταχύτητας και είναι αρνητική µιας και 
το σώµα κινείται προς τα κάτω, ενώ έχει απόλυτη τιµή ίση µε τη ορυ . Το ότι η 
καµπύλη ( )z t  έχει πολύ µικρή καµπυλότητα (δηλ. µοιάζει µε ευθεία) σηµαίνει επίσης 
ότι το σώµα πέφτει µε σχεδόν µηδενική επιτάχυνση.
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Άσκηση 11
Κατακόρυφη Βολή µε αντίσταση ανάλογη της ταχύτητας

Βλήµα εκτοξεύεται κατακόρυφα προς τα άνω µε αρχική ταχύτητα 0υ . Η επιβράδυνση 
που επιφέρει η ατµόσφαιρα στο βλήµα είναι ανάλογη της ταχύτητάς του µε σταθερά 
αναλογίας 0κ > . Να βρείτε την ταχύτητα και τη θέση του βλήµατος ως συναρτήσεις 
του χρόνου. Εάν το βλήµα φθάνει µετά από χρόνο T  στο µέγιστο ύψος H , να 
δείξετε ότι ισχύει η σχέση: 0 H gTυ κ= + . Βρείτε, τέλος, το χρόνο T  και το ύψος H
ως συναρτήσεις των παραµέτρων 0, , gυ κ .

Υποδειγµατική Λύση 

Η ατµόσφαιρα επιβραδύνει το βλήµα και εποµένως η επιτάχυνση λόγω της 
αντίστασης του αέρα είναι: 

aαντ κυ= −
��

Εποµένως η αντίσταση του αέρα είναι: 

F maαντ αντ= ⇒
� � F mαντ κυ= −

� �

Ο 2ος Νόµος του Νεύτωνα γράφεται: 

F ma B F maαντ= ⇒ + = ⇒∑
� � �� � dmg m m

dt
υκυ− − = ⇒ ( )d g

dt
υ κυ= − +    (1)

Ολοκληρώνοντας την (1) παίρνουµε:

( ) ( ) ( )

( )

0
0

0
0

0
0 0

1 ln ln ln

ln

t

t t

d dt g t g g t
g

g gt e g g e
g g

υ υ

υυ

κ κ

υ κυ κυ κυ κ
κυ κ

κυ κυκ κυ κυ
κυ κυ

− −

= − ⇒ + = − ⇒ + − + = − ⇒  +

 + +
= − ⇒ = ⇒ + = + ⇒ + + 

∫ ∫

0( ) tg gt e κυ υ
κ κ

− = + − 
 

   (2)

Θεωρώντας ως y τη διεύθυνση της κίνησης µπορούµε να γράψουµε: ( ) dyt
dt

υ =

Έτσι, χρησιµοποιούµε το προηγούµενο αποτέλεσµα για να βρούµε την κατακόρυφη 
θέση του βλήµατος µέσω χρονικής ολοκλήρωσης:

0 0
0 0

y t
t tdy g g g ge dy e dt

dt
κ κυ υ

κ κ κ κ
− −    = + − ⇒ = + − ⇒        ∫ ∫
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0 0 00 0

1t t tt tg g g gy e dt dt e tκ κυ υ
κ κ κ κ κ

− −      = + − = + − − ⇒          ∫ ∫

( )0
2 1tg gy e tκυ

κ κ κ
− = − + − − ⇒ 

 
( )0

2( ) 1 tg gy t e tκκυ
κ κ

−+ = − − 
 

   (3)

Το βλήµα φθάνει µετά από χρόνο T  στο µέγιστο ύψος H , οπότε και η ταχύτητά του 
είναι ίση µε µηδέν. Άρα:

( ) ( )0 00
2   0

t T
T Tg ge g g eκ κ

υ
υ κυ

κ κ

=
− −

=

 ⇒ = + − ⇒ = + ⇒ 
  0

T ge
g

κ

κυ
− =

+
   (4)

( ) ( ) ( )
(4)

0 0
23   1 1  

t T
T T

y H

g ggH e T H e gTκ κκυ κυκ
κ κ κ

=
− −

=

+ +   ⇒ = − − ⇒ = − − ⇒   
   

00

0

1
gg gH gT H

g
κυκυκ κ

κ κυ
+ + = − − ⇒ =   +  

0

0

g g
g
κυ

κ κυ

  + −
   + 

gT
 

− ⇒  
 

0H gTκ υ= − ⇒ 0 H gTυ κ= +  (5)

Ο χρόνος µέχρι να φτάσει στο µέγιστο ύψος δίνεται από την (4):

0 0(4) lnT g ge T
g g

κ κυ κυκ
 + +

⇒ = ⇒ = ⇒ 
 

01 ln gT
g
κυ

κ
 +

=  
 

και άρα από την (5) λύνοντας ως προς το µέγιστο ύψος παίρνουµε:

0gTH υ
κ
−

= ⇒ 0 0
2 ln

ggH
g
κυ υ

κ κ
 +

= − 
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Άσκηση 12

Από ακίνητο σύννεφο πέφτουν δυο ίδιες σταγόνες µάζας m  µε διαφορά χρόνου τ . 
Πώς θα µεταβάλλεται η µεταξύ τους απόσταση συναρτήσει του χρόνου αν: α) η 
αντίσταση του αέρα θεωρηθεί αµελητέα και αν β) η αντίσταση του αέρα ληφθεί να 
έχει µέτρο ανάλογο της ταχύτητας: F mαντ κυ= ;

Υποδειγµατική Λύση 

α) Στην περίπτωση που θεωρούµε αµελητέα την αντίσταση του αέρα οι δυο σταγόνες 
εκτελούν ελεύθερη πτώση υπό την επίδραση του βάρους τους και άρα σε χρόνο t
διανύουν τις εξής κατακόρυφες αποστάσεις:

σταγόνα 1 (ξεκινά την χρονική στιγµή 0 ): 2
1

1
2

y gt=

σταγόνα 2 (ξεκινά την χρονική στιγµή 0t τ= ): ( )22
1
2

y g t τ= −

Άρα, η µεταξύ τους απόσταση είναι: 

( )22 2
1 2

1 1 1
2 2 2

y y y gt g t y gtτ∆ = − = − − ⇒ ∆ = 21
2
gt− ( )21 1 2

2 2
g g tτ τ− − − ⇒

21
2

y gt gτ τ∆ = − ⇒ (2 )
2
gy tτ τ∆ = −

β) Στην περίπτωση που θέλουµε να λάβουµε υπόψη µας και την αντίσταση του αέρα 
γράφουµε την διαφορική εξίσωση κίνησης για κάθε σταγόνα:

d dma mg m m mg m g
dt dt
υ υκυ κυ κυ= − ⇒ = − ⇒ = −

Ολοκληρώνουµε προσέχοντας τις αρχικές συνθήκες για κάθε σταγόνα:

Σταγόνα 1

( )
1

1 1
00 0

1 ln ln
td gdt g t t

g g

υ υυ κυκυ κ
κυ κ

 −
= − ⇒ − = − ⇒ = − ⇒    −  ∫ ∫

1
1

t tg e g ge
g

κ κκυ κυ− −−
= ⇒ − = ⇒ ( )1( ) 1 tgt e κυ

κ
−= −
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Σταγόνα 2

( )
2

2 2
00

1 ln ( ) ln ( )
td gdt g t t

g g

υ υ

τ

υ κυκυ τ κ τ
κυ κ

 −
= − ⇒ − = − − ⇒ = − − ⇒    −  ∫ ∫

( ) ( )2
2

t tg e g ge
g

κ τ κ τκυ κυ− − − −−
= ⇒ − = ⇒ ( )( )

2 ( ) 1 tgt e κ τυ
κ

− −= −

Ολοκληρώνουµε τις σχέσεις ταχυτήτων άλλη µια φορά για να λάβουµε τις 
κατακόρυφες θέσεις των σταγόνων:

Σταγόνα 1

( ) ( )
1

1
1 1

0 0 0

1 1
tty t

t tdy g g g ee dy e dt y t
dt

κ
κ κ

κ κ κ κ

−
− −  

= − ⇒ = − ⇒ = + 
 ∫ ∫

1
1tg ey t

κ

κ κ

− −
= + ⇒ 

 
( )1 2 1tgy t e κκ

κ
−= + −

Σταγόνα 2

( ) ( )
2 ( )

( ) ( )2
2 2

0
1 1

tty t
t tdy g g g ee dy e dt y t

dt

κ τ
κ τ κ τ

τ τκ κ κ κ

− −
− − − −  

= − ⇒ = − ⇒ = + 
 ∫ ∫

( )

2
1tg ey t

κ τ

τ
κ κ

− − −
= − + ⇒ 

 
( )( )

2 2 1tgy t e κ τκ κτ
κ

− −= + − −

Οπότε η απόσταση µεταξύ των δυο σταγόνων είναι:

1 2 2

gy y y tκ
κ

∆ = − = 2 2
tg ge κ

κ κ
−+ − 2

g tκ
κ

− ( )
2 2 2

tg g ge κ τ κτ
κ κ κ

− −− + + ⇒

( )( )
2

t tgy e eκ κ τκτ
κ

− − −∆ = + − ⇒ ( )2 1tg gy e eκ κττ
κ κ

−∆ = + −


