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Άσκηση 1
ΕΑΠ, ΦΥΕ24: 4η ΑΣΚΗΣΗ 1ης ΕΡΓΑΣΙΑΣ 2007-08

Υλικό σηµείο µάζας m κινείται κατά µήκος του άξονα x υπό την επίδραση δύναµης F, 
που αντιτίθεται στην κίνηση και είναι ανάλογη του τετραγώνου της ταχύτητας µε 
σταθερά αναλογίας β >0. Βαρύτητα δεν υπάρχει. 
Α) Να βρεθεί η ταχύτητα και η θέση του υλικού σηµείου για 0t > , αν για 0t =  είναι 

0 0u u= >
Β) Να διερευνήσετε τα αποτελεσµατά σας: 1) αν ικανοποιούν τις αρχικές συνθήκες, 2) 
αν έχουν τις σωστές διαστάσεις και 3) αν στο όριο t →∞ δίνουν λογικά και 
αναµενόµενα αποτελέσµατα. 
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Υποδειγµατική Λύση 

Επιλέγουµε τον άξονα x  ως τον άξονα κίνησης µε αρχή το σηµείο Ο στο οποίο 
βρίσκεται αρχικά το υλικό σηµείο και το οποίο είµαστε ελεύθεροι να επιλέξουµε ως 
το 0x = . Η θέση ( )x t  που θα υπολογίσουµε στη συνέχεια θα δηλώνει τη σχετική, ως 
προς την αρχική, θέση του υλικού σηµείου. Επιλέγουµε ως θετική τη φορά προς τα 
δεξιά. Η αρχική ταχύτητα είναι 0(0) 0u u= >  και άρα το υλικό σηµείο κινείται προς 
τα δεξιά. Η µόνη δύναµη που επιδρά στο υλικό σηµείο είναι η αντίσταση 

2( ) 0F u uβ= − <  που το επιβραδύνει. 
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Α) Έστω, ότι την τυχούσα χρονική στιγµή t  το υλικό σηµείο βρίσκεται στη θέση 
( )x t x=  και έχει ταχύτητα ( )u t u= . 

Ο 2ος Νόµος του Νεύτωνα δίνει: 

2 duF ma u m
dt

β= ⇒ − = ⇒
� � 2du u

dt m
β

= −   (1)

Ολοκληρώνουµε την σχέση (1) από τη χρονική στιγµή 0 έως τη χρονική στιγµή t :

0 0

2
0 0 0

1 1 1 1 1 1uu t

u u
du dt t t t

m u m u u m u u mu
β β β β   − = ⇒ = ⇒ − = ⇒ = + ⇒      ∫ ∫

0

0

1 m u t
u mu

β+
= ⇒ 0

0

( ) muu t
m u tβ

=
+

  (2)
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Λαµβάνοντας υπόψη µας τον ορισµό της ταχύτητας µπορούµε να γράψουµε την 
σχέση (2) ως:

0

0

mudx
dt m u tβ

=
+

 (3)

Με ολοκλήρωση στο διάστηµα [ ]0, t  λαµβάνουµε: 0

0 0 0

x t mudx dt
m u tβ

=
+∫ ∫  (4)

Για να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα στο δεξί µέλος της (4) κάνουµε την αλλαγή 
µεταβλητής: 

0y m u tβ= + , οπότε 0
0

dydy u dt dt
u

β
β

= ⇒ =

Τα όρια της ολοκλήρωσης θα γίνουν: 

1 10t y m= ⇒ =     και    2 2 0t t y m u tβ= ⇒ = + . 
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Έτσι:

( )
0 0 0

0

0 0

4
y m u t x m u t m u t

m m

mu dy m dydx x
y u y

β β β

β β

= + + +

= ⇒ = ⇒⇒∫ ∫ ∫
( )0ln lnmx m u t mβ

β
= + − ⇒  

0( ) ln m u tmx t
m
β

β
+ =  

 
  (5)

Η σχέση (5) δίνει τη σχετική, ως προς την αρχική, θέση του υλικού σηµείου. 
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Β) Ας διερευνήσουµε τα αποτελέσµατά µας:

1) Ελέγχουµε τα αποτελέσµατα (2) και (5) στην χρονική στιγµή 0:

( )
0

0 0
0

0

2 (0)
0

t mu muu u
m u mβ

=
⇒ = = =

+
(επιβεβαιώνεται η αρχική συνθήκη)

( )
0

0 05 (0) ln ln1 0
t m um mx

m
β

β β

= + ⇒ = = = 
 

(επιβεβαιώνεται η αρχική συνθήκη)

2) Η σταθερά β λαµβάνοντας υπόψη µας τη σχέση 2F uβ= −  έχει διαστάσεις: 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )
( )2 2 2

ύ
ά

ύ ά ά ό ά ά
ύ ό ήύ ύ ύ

ταχ τητα
µ ζα

δ ναµη µ ζα επιτ χυνση χρ νος µ ζα µ ζα
ταχ τητα χρ νος µ κοςταχ τητα ταχ τητα ταχ τητα

×
×

= = = =
×
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Ελέγχουµε αν οι όροι στα αποτελέσµατα (2) και (5) έχουν τις σωστές διαστάσεις.

Η ( )2 γράφεται ισοδύναµα ως:  
( )

0

0

( )
1 /

uu t
u t mβ

=
+

Ο όρος 0 /u t mβ  στον παρονοµαστή είναι αδιάστατος διότι: 
( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )0

ά
ύ ό

ή ύ όu t ά
m ά ή

µ ζα
ταχ τητα χρ νος

µ κος ταχ τητα χρ νοςβ αδι στατο
µ ζα µ κος

× ×
×

→ = =

Έτσι, το αποτέλεσµά της σχέσης (2) έχει σωστές διαστάσεις, δηλ. διαστάσεις 
ταχύτητας, που τις φέρει ο όρος 0u .

Η ( )5  γράφεται ισοδύναµα ως: 0( ) ln 1 u tmx t
m

β
β

 = + 
 

Ο όρος 0 /u t mβ  µέσα στο λογάριθµο είναι αδιάστατος, όπως δείξαµε και πριν. Ο 
όρος /m β εκτός του λογαρίθµου, από την άλλη, έχει τις σωστές διαστάσεις:

( )
( ) ( ) ( )

/
άm ή

ά ή
µ ζα

µ κος
β µ ζα µ κος

→ =
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3) Τέλος, ας ελέγξουµε αν τα αποτελέσµατά µας είναι λογικά στο όριο t →∞ :

Για την ταχύτητα έχουµε:

( )2 ⇒ 0

0

lim ( ) lim 0
t t

muu t
m u tβ→∞ →∞

 
= = + 

Το αποτέλεσµα αυτό είναι λογικό, αφού η δύναµη της αντίστασης επιβραδύνει συνεχώς το 
σώµα. Ωστόσο, δεν µπορεί να το σταµατήσει σε πεπερασµένο χρόνο µιας και το µέτρο της 
είναι αντιστρόφως ανάλογο του τετραγώνου της ταχύτητας κι έτσι όσο µικραίνει η ταχύτητα 
του σώµατος ελαττώνεται ραγδαία και η δύναµη µε αποτέλεσµα να συνεχίζει να µειώνεται 
µεν η ταχύτητα, αλλά µε πολύ αργό ρυθµό σε µεγάλους χρόνους.

Για τη θέση του υλικού σηµείου έχουµε:

( )4 ⇒ 0lim ( ) lim ln
t t

m u tmx t
m
β

β→∞ →∞

+  = = ∞    

αφού ( )lim ln
τ

τ
→∞

= +∞  (που προκύπτει από τις ιδιότητες της λογαριθµικής συνάρτησης η 

οποία είναι µη φραγµένη και γνησίως αύξουσα)

Άρα, το υλικό σηµείο τείνει να φτάσει στο άπειρο που είναι επίσης λογικό µιας και η δύναµη 
αδυνατεί να το σταµατήσει σε πεπερασµένο χρόνο.
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Άσκηση 2
(5η Άσκηση 1ης Εργασίας 2007-08 µε πρόσθετα ερωτήµατα)

Ένας αλεξιπτωτιστής αφήνεται να πέσει ελεύθερα χωρίς αρχική ταχύτητα από κάποιο 
ύψος h . Άν θεωρήσουµε ότι το αλεξίπτωτό του ανοίγει ακαριαία και ότι η αντίσταση 
του αέρα είναι ανάλογη της ταχύτητας µε σταθερά αναλογίας 0κ > , να βρείτε την 
ταχύτητα πτώσης του αλεξιπτωτιστή συναρτήσει του χρόνου. Ποια είναι η οριακή 
ταχύτητα που θα αποκτήσει ο αλεξιπτωτιστής και µετά από πόσο χρόνο θα την 
αποκτήσει; Σχεδιάστε το διάγραµµα της ταχύτητας πτώσης συναρτήσει του χρόνου. 
Εφαρµόστε για 100 /Nts mκ = , 210 /g m s= και 100m kg= . Αν ο αλεξιπτωτιστής 
φθάνει στο έδαφος µετά από 1 λεπτό, ποια είναι η ταχύτητά του λίγο πριν ακουµπήσει 
στο έδαφος και ποιο το ύψος h  από το οποίο αφέθηκε; 
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Υποδειγµατική Λύση 

Ορίζουµε ως z τον άξονα της κίνησης και θεωρούµε θετική τη φορά προς τα κάτω 
ορίζοντας το µοναδιαίο διάνυσµα ẑ  µε φορά προς τα κάτω. Ο αλεξιπτωτιστής αρχικά 
( 0t = )  έχει µηδενική ταχύτητα και αρχίζει να κινείται προς τα κάτω υπό την 
επίδραση του βάρους του: ˆB mg mgz= =

� � . Αποκτά, έτσι, ταχύτητα ˆ( ) ( )t t zυ υ=�  και 
του ασκείται πλέον, εκτός από το βάρος του, και η αντίσταση του αέρα που δρα 
αντίθετα της φοράς κίνησης κι έτσι: ˆF zαντ κυ κυ= − = −

� � .

Ο 2ος Νόµος του Νεύτωνα γράφεται: 

ˆ ˆ ˆ

F ma

B F ma
dmgz z m z
dt

αντ

υκυ

= ⇒

+ = ⇒

− = ⇒

∑
� �

� � �

dmg m
dt
υκυ− =    (1)
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Όσο η ταχύτητα πτώσης του αλεξιπτωτιστή αυξάνεται, η αντίσταση του αέρα επίσης 
αυξάνεται και ο αλεξιπτωτιστής πέφτει µεν, αλλά µε ολοένα και µικρότερη 
επιτάχυνση. Αν υποθέσουµε ότι είναι δυνατό σε κάποια χρονική στιγµή η ταχύτητά 
του να πάρει τέτοια τιµή, ώστε η αντίσταση του αέρα να εξουδετερώσει το βάρος, 
τότε ο αλεξιπτωτιστής θα σταµατήσει πλέον να επιταχύνεται και θα συνεχίσει την
πτώση του µε τη σταθερή οριακή ταχύτητα maxορυ υ= :

0d mg
dt ορ
υ κυ= ⇔ = ⇔

mg
ορυ

κ
=  (2)

Σε µια τυχαία χρονική στιγµή µπορούµε να γράψουµε την (1) µε τη βοήθεια της (2) 
ως:

d m d mgm mg
dt dt
υ υκυ υ

κ κ
= − ⇒ = − ⇒ 0m d

dt ορ
υ υ υ

κ
= − > (3)
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Ολοκληρώνοντας την τελευταία εξίσωση παίρνουµε:

( ) ( )
00 0

ln ln ln
td dt t t

m m m

υ υ

ορ ορ ορ
ορ

υ κ κ κυ υ υ υ υ
υ υ

 = ⇒ − − = ⇒ − − + = ⇒ −∫ ∫

( ) /ln ln ln t mt t e
m m

ορ ορ κ
ορ ορ

ορ ορ

υ υ υ υκ κυ υ υ
υ υ

−
 − −

− − = − ⇒ = − ⇒ = ⇒  
 

/ /t m t me eκ κ
ορ ορ ορ ορυ υ υ υ υ υ− −− = ⇒ = − ⇒ ( )/( ) 1 t mt e κ

ορυ υ −= −  (4)

Το διάγραµµα της 
ταχύτητας µε το 
χρόνο φαίνεται 
δίπλα:
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Η ταχύτητα πλησιάζει ασυµπτωτικά την τιµή ορυ  και αυστηρά δε θα τη φτάσει παρά 
µόνο µετά από άπειρο χρόνο! Ωστόσο, πρακτικά σε χρόνο ίσο µε 5 /m κ  θα την έχει 
φτάσει, αφού τότε: ( )5( ) 1 0,993t e ορ ορυ υ υ−= − = ⋅ , δηλ. το σώµα θα έχει ταχύτητα 
ίση µε το 99.3% της οριακής τιµής.

Αντικαθιστώντας: 100m kg= , 210 /g m s=  και 100  s /Nt mκ =  παίρνουµε ότι:

( ) 1002 mg
ορ ορυ υ

κ
⇒ = ⇒ =

210 /
100

kg m s 10 10 /
 /  /
Nt m s

Nt s mNt s m
= =

ενώ η σταθερά στο εκθετικό της (4) είναι ίση µε: 1/ 1m sκ −= .

Με αντικατάσταση των αριθµητικών σταθερών στην (4) παίρνουµε ότι η ταχύτητα 
πτώσης του αλεξιπτωτιστή συναρτήσει του χρόνου είναι:

( )( ) 10 1  /tt e m sυ −= − , όπου ο χρόνος t  πρέπει να είναι σε δευτερόλεπτα (s).
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Στο έδαφος, όπου φθάνει ο αλεξιπτωτιστής µετά από 1min=60s, η ταχύτητά του θα 
είναι ίση µε:

( )6010 1 / =10 /e m s m sτελυ −= −

δηλαδή, ουσιαστικά, ο αλεξιπτωτιστής φθάνει στο έδαφος µε την οριακή ταχύτητα 
που ισούται µε 10m/s, αφού ο όρος 60e−  είναι εξαιρετικά µικρός: 60 -278,8 10e− ⋅� .

Για να κατανοήσουµε περισσότερο πόσο γρήγορα η ταχύτητα του αλεξιπτωτιστή 
πλησιάζει την οριακή τιµή 10m/s καταγράφουµε στον παρακάτω πίνακα τις τιµές της 
ταχύτητάς του τα πρώτα 10 δευτερόλεπτα µε ακρίβεια 3 δεκαδικών ψηφίων σε 
µονάδες m/s:

( )t s 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
( / )u m s 0 6,321 8,647 9,502 9,817 9,933 9,975 9,991 9,997 9,999 10,000

Αν και ο αλεξιπτωτιστής ποτέ δεν αποκτά αυστηρά την οριακή ταχύτητα, πρακτικά η 
ταχύτητά του πλησιάζει εξαιρετικά αυτή την οριακή τιµή στα πρώτα µόλις 
δευτερόλεπτα της πτώσης του.
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Λαµβάνοντας υπόψη µας τον ορισµό της ταχύτητας: 

( )( ) ˆ ˆ( ) ( ) ( )dr t dt t z z t z
dt dt

υ υ= ⇒ = − ⇒  

�� ( ) dzt
dt

υ = −

Το αρνητικό πρόσηµο δεν θα πρέπει να σας ενοχλεί και οφείλεται στο ότι µετράµε την 
κατακόρυφη θέση του σώµατος από κάτω προς τα πάνω, ενώ το µέτρο της ταχύτητας 
αυξάνεται από πάνω προς τα κάτω.

Έτσι: ( )/( ) 1 t mdzt e
dt

κ
ορυ υ −= − = −  και ολοκληρώνοντας παίρνουµε:

( )
/

/

0 0

1
/

tt mz t
t m

h

edz e dt z h t
m

κ
κ

ορ ορυ υ
κ

−
−  

= − − ⇒ − = − + ⇒ 
 ∫ ∫

(2)
/t mm mz h t e κ

ορυ
κ κ

− − = − + − ⇒ 
 

/( ) t mmg m mz t h t e κ

κ κ κ
− = − + − 

 
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οπότε: ( )
0 60

/

60
10 1 590

z t s
t m t

t s

mg m mh t e t e mκ

κ κ κ

= =
− −

=

 ⇒ = + − = + − = 
 

Το διάγραµµα της 
κατακόρυφης θέσης του 
αλεξιπτωτιστή συναρτήσει 
του χρόνου φαίνεται 
δίπλα.

Ο αλεξιπτωτιστής πέφτει 
από ύψος 590 µέτρων και 
στα πρώτα 5 δευτερόλεπτα 
έχει αποκτήσει σχεδόν την 
οριακή ταχύτητα των 
10m/s (το 99.3%). Τότε η 
θέση του είναι: 

(5) 550z m� , δηλαδή έχει 
διανύσει µόλις 40m. 

Στα υπόλοιπα 550m ο αλεξιπτωτιστής πέφτει πρακτικά ευθύγραµµα οµαλά µε την 
ταχύτητα των 10m/s αισθανόµενος πρακτικά µηδενική επιτάχυνση. Παρατηρείστε ότι 
η ( )z t  προσεγγίζεται πολύ καλά µε ευθεία µετά τα πρώτα 5 δευτερόλεπτα γεγονός 
που αποδεικνύει ισοδύναµα το τελευταίο συµπέρασµα.
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Άσκηση 3
ΕΑΠ, ΦΥΕ24: 5η ΑΣΚΗΣΗ 1ης ΕΡΓΑΣΙΑΣ 2008-09

Υλικό σηµείο µάζας m κινείται κατά µήκος του άξονα x υπό την επίδραση δυο 
δυνάµεων, µιας που αντιτίθεται στην κίνηση και είναι ανάλογη της ταχύτητας µε 
σταθερά αναλογίας 0β >  και µιας σταθερής δύναµης 0 0F > . Βαρύτητα δεν υπάρχει. 
Α) Να βρεθεί η ταχύτητα του υλικού σηµείου για 0t > , αν για 0t =  είναι 0 0u u= > .
Β) Να διερευνήσετε τα αποτελεσµατά σας: 1) αν ικανοποιούν τις αρχικές συνθήκες, 2) 
αν έχουν τις σωστές διαστάσεις και 3) αν στο όριο t →∞ δίνουν λογικά και 
αναµενόµενα αποτελέσµατα. 
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Υποδειγµατική Λύση 

Α) Επιλέγουµε τον άξονα x  ως τον άξονα κίνησης µε αρχή το σηµείο Ο στο οποίο 
βρίσκεται αρχικά το υλικό σηµείο και το οποίο είµαστε ελεύθεροι να επιλέξουµε ως το 

0x = . Η θέση ( )x t  θα δηλώνει τη σχετική, ως προς την αρχική, θέση του υλικού 
σηµείου. Επιλέγουµε ως θετική τη φορά προς τα δεξιά. Η αρχική ταχύτητα είναι 

0(0) 0u u= >  και άρα το υλικό σηµείο κινείται προς τα δεξιά. Οι δυνάµεις που 
ασκούνται στο υλικό σηµείο είναι δύο:

α) η σταθερή δύναµη 0 0
ˆF F i=

�
 (προς τα δεξιά)

β) η αντίσταση ˆF u uiαντ β β= − = −
� �  (προς τα αριστερά – αντίθετα της κίνησης)

Η λύση του προβλήµατος, όπως θα δούµε, είναι συγκεκριµένη όσο αφορά την 
συναρτησιακή µορφή της ταχύτητας. ΟΜΩΣ, ως προς τη φυσική του προβλήµατος 
διακρίνουµε δυο διαφορετικές περιπτώσεις ανάλογα µε το αν η αρχική ταχύτητα είναι 
µικρή ή µεγάλη. Όταν αναφερόµαστε στη φυσική σε µικρά και µεγάλα µεγέθη 
εννοούµε σχετικά µε κάτι άλλο. 
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Εδώ µε τον όρο «µικρή αρχική ταχύτητα» εννοούµε την ταχύτητα για την οποία 
αρχικά η αντίσταση είναι µικρότερη κατά µέτρο από την σταθερή δύναµη, δηλ. 

0 0 0 0 /u F u Fβ β< ⇔ < . Σε αυτήν την περίπτωση η συνισταµένη δύναµη είναι προς 
τα δεξιά και άρα το σώµα επιταχύνεται προς τα δεξιά. Όσο όµως αυξάνεται η 
ταχύτητά του τόσο αυξάνεται και η αντίσταση και άρα µειώνεται η συνισταµένη 
δύναµη και άρα η επιτάχυνσή του. Αναµένουµε ότι κάποια στιγµή η αντίσταση θα 
εξισορροπήσει την σταθερή δύναµη οπότε και θα µηδενιστεί η συνισταµένη δύναµη 
και το σώµα θα συνεχίζει να κινείται πλέον µε σταθερή ταχύτητα max 0 /u u Fορ β= =
(αυστηρά αυτό δεν θα συµβεί παρά µόνο οριακά καθώς περνά ο χρόνος).

Από την άλλη, µε τον όρο «µεγάλη αρχική ταχύτητα» εννοούµε την ταχύτητα για την 
οποία αρχικά η αντίσταση είναι µεγαλύτερη κατά µέτρο από την σταθερή δύναµη, 
δηλ. 0 0 0 0 /u F u Fβ β> ⇔ > . Σε αυτήν την περίπτωση η συνισταµένη δύναµη είναι 
προς τα αριστερά και άρα το σώµα επιβραδύνεται. Όσο όµως µειώνεται η ταχύτητά 
του τόσο µειώνεται και η αντίσταση και άρα µειώνεται κατά µέτρο η συνισταµένη 
δύναµη και άρα η επιβράδυνσή του. Αναµένουµε ότι κάποια στιγµή η αντίσταση θα 
εξισορροπηθεί από την σταθερή δύναµη οπότε και θα µηδενιστεί η συνισταµένη 
δύναµη και το σώµα θα συνεχίζει να κινείται πλέον µε σταθερή ταχύτητα 

min 0 /u u Fορ β= =  (αυστηρά αυτό δεν θα συµβεί παρά µόνο οριακά καθώς περνά ο 
χρόνος).
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Το σηµαντικό από όλη την παραπάνω ανάλυση είναι να κατανοήσουµε την 
σηµασία της αρχικής συνθήκης και το ότι η συνισταµένη δύναµη θα διατηρήσει
την αρχική φορά της σε όλες τις χρονικές στιγµές.
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Ας λύσουµε τώρα το πρόβληµα:

Ο 2ος Νόµος του Νεύτωνα γράφεται:

0 0
ˆ ˆ ˆduF ma F F ma F i ui m i

dtαντ β= ⇒ + = ⇒ − = ⇒∑
� � �� �

0
duF u m
dt

β− = (1)

Χωρίζουµε τις µεταβλητές και ολοκληρώνουµε:

( ) 0 1
0

1 1 lndu tdt F u c
F u m m

β
β β

= ⇒ − = +
− −∫ ∫     (2)

Ας εφαρµόσουµε την αρχική συνθήκη για να προσδιορίσουµε την σταθερά 
ολοκλήρωσης:

( ) ( )0

0

0 0 1 1 0 0
1 0 12 ln ln

t

u u
F u c c F u

m
β β

β β

=

=
⇒ − = + ⇒ = − −

−
  (3)
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οπότε η (2) γράφεται µε τη βοήθεια της (3) ως:

0 0 0 0 0 0
1 1 1ln ln ln lnt tF u F u F u F u

m m
β β β β

β β β
− − = − − ⇒ −  − − −  = ⇒ 

0

0 0

ln F u t
F u m

β β
β

−
= − ⇒

−
/0

0 0

( ) t mF u t e
F u

ββ
β

−−
=

−
ΠΡΟΣΟΧΗ ΣΤΟ ΑΠΟΛΥΤΟ

Αν θέλουµε να είµαστε τυπικοί θα πρέπει να κατανοούµε και να σεβόµαστε τα 
απόλυτα όποτε εµφανίζονται και να τα «βγάζουµε» µε ΠΡΟΣΟΧΗ.

Στη συγκεκριµένη περίπτωση αν δεν βάζαµε απόλυτα ∆ΕΝ θα κάναµε λάθος από 
τύχη, διότι τελικά η ποσότητα µέσα στο απόλυτο αποδεικνύεται ότι είναι θετική. Ας 
το δούµε αυτό:

Με βάση την φυσική ανάλυση που προηγήθηκε, εξηγήσαµε ότι αν αρχικά η ταχύτητα 
είναι µικρή, δηλαδή τέτοια ώστε 0 0u Fβ < , τότε και σε κάθε άλλη χρονική στιγµή θα 
είναι 0( )u t Fβ < . Οµοίως, αν αρχικά η ταχύτητα είναι µεγάλη, δηλαδή τέτοια ώστε 

0 0u Fβ > , τότε και σε κάθε άλλη χρονική στιγµή θα είναι 0( )u t Fβ > .
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Άρα: 0

0 0

( ) 0F u t
F u

β
β

−
>

−
0t∀ >  και ανεξάρτητα από την αρχική ταχύτητα!!!

Έτσι: 

( )/ / /0 0 0
0 0 0 0

0 0

( ) ( ) ( )t m t m t mF u t F Fe F u t F u e u t u e
F u

β β ββ β β
β β β

− − −−  
= ⇔ − = − ⇔ = + − −  

ή πιο κοµψά: ( ) /
0( ) t mu t u u u e β

ορ ορ
−= + −   (4), όπου 0lim ( )

t

Fu u tορ β→∞
= =

Παρατηρείστε, ωστόσο, ότι ο συντελεστής ( )0u uορ−  του εκθετικού καθορίζει την 

ποιοτική εξέλιξη του φαινοµένου! Αν 0u uορ<  η ταχύτητα αυξάνεται τείνοντας στην 
µέγιστη τιµή της που είναι η uορ . Αν, όµως, 0u uορ>  η ταχύτητα µειώνεται τείνοντας 
στην ελάχιστη τιµή της που είναι η uορ . Τέλος, στην ειδική περίπτωση 0u uορ= το 
υλικό σηµείο κινείται µε σταθερή ταχύτητα ίση µε τη uορ , διότι από την πρώτη 
κιόλας χρονική στιγµή η αντίσταση και η σταθερή δύναµη αλληλοεξουδετερώνονται, 
οπότε  η συνισταµένη δύναµη είναι και παραµένει συνεχώς µηδενική! 
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Παρατηρείστε, τέλος, ότι αν 0u uορ≠ , η ταχύτητα ποτέ δεν αποκτά αυστηρά την 
οριακή τιµή της, αλλά πρακτικά την προσεγγίζει εξαιρετικά γρήγορα!
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Β) Ας διερευνήσουµε τα αποτελέσµατά µας:

1) Ελέγχουµε το αποτέλεσµα (4) στην χρονική στιγµή 0t = :

( ) ( )
0

0
0 04 (0)

t
u u u u e uορ ορ

=
⇒ = + − = (επιβεβαιώνεται η αρχική συνθήκη)

2) Ελέγχουµε αν οι όροι στο αποτέλεσµα (4) έχουν τις σωστές διαστάσεις:

Όντως, το αποτέλεσµά µας έχει σωστές διαστάσεις, δηλ. διαστάσεις ταχύτητας, διότι:

0lim ( )
t

Fu u tορ β→∞
= =  έχει διαστάσεις ταχύτητας.

3) Τέλος, ας ελέγξουµε αν τα αποτελέσµατά µας είναι λογικά στο όριο t →∞ :

Έχουµε: 0lim ( )
t

Fu t uορβ→∞
= ≡ . Το αποτέλεσµα αυτό είναι επίσης λογικό και 

αναµενόµενο, αφού η αντίσταση τείνει να εξισορροπήσει την 0F .
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