
                                            

 

 

 

 

 

     

 

  

 

2. Εξισώσεις – Ανισώσεις 

 

 

 

Λύσεις ασκήσεων Μαθηματικών Γ’ Γυμνασίου 

 

 

2.4  Κλασματικές εξισώσεις 

 
 

                                                                            

 

 

           σχ. βιβλίο (σσ. 106-108) 



 

 

Γομκάζημ: 9.000 μαζήμαηα με βίκηεμ-δηδαζθαιία  

γηα όιμ ημ ζπμιηθό έημξ μόκμ με 150 εονώ! 
 

 

Μειέηε όπμο, όπμηε θαη όζμ εζύ ζεξ! 

 

 

Δηδάζθμομε μεζμδηθά ζε βίκηεμ ηε ζεωνία ημο ζπμιηθμύ 

βηβιίμο θαη ιύκμομε όιεξ ηηξ αζθήζεηξ  

 

Δεμημονγμύμε ζοκεπώξ κέα βίκηεμ με δηδαζθαιία               

γηα ηηξ εθπαηδεοηηθέξ ζμο απαηηήζεηξ  

 

 

Παίδμομε θαη μαζαίκμομε με on line test αλημιόγεζεξ     

& SOS δηαγωκίζμαηα πνμζμμμίωζεξ γηα ηηξ ελεηάζεηξ 

 

Λύκμομε απμνίεξ δωκηακά on line θαζεμενηκά 3 μ.μ. - 8 μ.μ. 
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Λφςεισ Αςκιςεων Μακθματικών Γ΄ Γυμναςίου ςχ. βιβλίου (ςς.  106-108) 

2.4  Κλαςματικζσ εξιςώςεισ  

 

Ερωτιςεισ κατανόθςθσ 

 

Ερώτθςθ 1 

Να χαρακτθρίςετε τισ παρακάτω προτάςεισ με () αν είναι ςωςτζσ και με (Λ) αν 

είναι λανκαςμζνεσ.  

α)  Οι όροι τθσ εξίςωςθσ   
6

x 1
 + 

4

x
 = 8 ορίηονται αν x ≠ 0  και  x ≠1        

β)  Ο αρικμόσ  0  είναι λφςθ τθσ εξίςωςθσ 
1

x + 1
+ 

x

x
 = 2                            

γ)  Αν απαλείψουμε τουσ παρονομαςτζσ τθσ εξίςωςθσ    

     
5

x
 + 

2

3

x
 = 2,  τότε αυτι γράφεται  5x + 3 = 2                                          

δ)  Oι όροι τθσ εξίςωςθσ  
3

2

x

x  +  1
 = x   ορίηονται για  

     κάκε πραγματικό αρικμό  x  και ο αρικμόσ 0 είναι λφςθ τθσ                    

 

Απάντθςθ  

α)  Είναι ςωςτό (),  διότι πρζπει ο παρονομαςτισ κάκε κλάςματοσ να είναι 

διάφοροσ του 0. 

β)  Είναι λάκοσ (Λ),  διότι μθδενίηει τον παρονομαςτι του δεφτερου κλάςματοσ. 

γ)  Είναι λάκοσ (Λ),  διότι αφ' ενόσ πρζπει να πάρουμε περιοριςμοφσ για να ορίηεται 

θ εξίςωςθ και αφ' εταίρου αυτι γίνεται 5x + 3 = 2x2   

δ)  Είναι ςωςτό (),  διότι x2 + 1 > 0 για κάκε x και για  x = 0  θ εξίςωςθ 

επαλθκεφεται. 
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Ερώτθςθ 2 

Αν διαιρζςουμε ζναν αρικμό  x  με τον αρικμό που είναι κατά 2 μονάδεσ 

μεγαλφτεροσ βρίςκουμε  
3

4
 . Ποια από τισ παρακάτω εξιςϊςεισ εκφράηει τθν 

παραπάνω πρόταςθ ;  

α) 
x

2 x
 = 

3

4
          β) 

x + 2

x
 = 

3

4
         γ) 

x

x + 2
 = 

3

4
            δ) 

x

x 2
 = 

3

4
 

 

Απάντθςθ  

Απλά διαιροφμε το x με το x + 2  και  κα πρζπει το πθλίκο να είναι ίςο με  
3

4
. Η 

ςωςτι απάντθςθ είναι το γ.  

 

 

 

Ερώτθςθ 3 

Η εξίςωςθ   
x + 2

x 1
+ 

x + 4

x + 1
= 6   ζχει ωσ λφςθ τον αρικμό  

α)  x =1           β)  x  = 1       γ)  x = 0          δ)  x = 2 

 

Απάντθςθ  

Πρζπει x – 1 ≠ 0, x + 1 ≠ 0. Άρα x ≠ 1, x ≠ 1        

Για  x = 0 , ζχουμε 2 + 4 = 6  που δεν ιςχφει 

Για  x = 2 ,  ζχουμε 4 + 2 =  6  που ιςχφει. 

Οπότε θ ςωςτι απάντθςθ είναι θ δ 
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Ερώτθςθ 4 

Ζνασ μακθτισ, για να λφςει τθν εξίςωςθ  
2x 1

x 1




 = 

1

x 1
,  ζκανε απαλοιφι 

παρονομαςτϊν και λφνοντασ τθν εξίςωςθ   2x1 = 1  που προζκυψε βρικε  

ωσ λφςθ τον αρικμό  x = 1 .  Η απάντθςθ του είναι ςωςτι ;  

 

Απάντθςθ  

Όχι  διότι, πρζπει να πάρει περιοριςμοφσ για τουσ παρονομαςτζσ. Πρζπει x   1 ≠ 0 

 x ≠ 1 .   

 

Αςκιςεισ 

Άςκθςθ 1 

Να λφςετε τισ εξιςϊςεισ  

α) 
2

x 1
 = 

1

2
                       β) 

7

2y 3
 = 

1

3
                γ) 

4ω 1

ω 2




 = 

9

ω 2
 

δ) 
7

5α
 + 

3

10
 = 

2

α
                ε) 

2x 1

x 3




 = 2 

7

3 x
      ςτ) 1  

5

y 2
= 

6 y

2 y




     

 

Λφςθ  

Θα πρζπει ςε όλεσ τισ περιπτϊςεισ να βροφμε το ΕΚΠ των παρονομαςτϊν και να 

πολλαπλαςιάςουμε όλουσ τουσ όρουσ  με αυτό, αλλά κα πρζπει να παίρνουμε 

περιοριςμοφσ  ϊςτε να ορίηονται τα κλάςματα ςε κάκε περίπτωςθ.  

 

α)    Πρζπει  x1  ≠ 0     x ≠ 1  

2

x 1
 = 

1

2
    2( x1)

2

x 1
 = 2(x1)

1

2
   4 = x1    x = 5   
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 β)  2y3  ≠ 0  y ≠ 
3

2
 

      

7

2y 3
 = 

1

3
    3(2y3) 

7

2y 3
 = 3(2y3)

1

3
  21 =2y + 3     

      2y =18  y = 9 

 

 

γ) Πρζπει  ω2 ≠ 0 ω ≠ 2   

     
4ω 1

ω 2




 = 

9

ω 2
   (ω2)

4ω 1

ω 2




 = (ω2 )

9

ω 2
 

      4ω + 1 = 9 4ω = 8  ω = 2   

Σο οποίο απορρίπτεται λόγω του περιοριςμοφ. Άρα θ εξίςωςθ δεν ζχει λφςθ. 

 

 

δ)      Πρζπει  10α  ≠ 0  α  ≠ 0      

   

7

5α
 + 

3

10
 = 

2

α
  10α

7

5α
 + 10α

3

10
 = 10α

2

α
   14 + 3α = 20 

     3α = 6  α = 2   

 

 

ε) Πρζπει  x3 ≠ 0,  3 x ≠ 0  x ≠ 3 

   

2x 1

x 3




 = 2 

7

3 x
  

2x 1

x 3




 = 2 +

7

x 3
      

   
2x 1

x 3




 = 2 +

7

x 3
(x 3) 

2x 1

x 3




 = 2 (x3)  + (x3) 

7

x 3
       

    2x + 1 = 2x6 + 7  0x = 0   

Που ιςχφει για κάκε  x ≠ 3 
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ςτ) Πρζπει   y2 ≠ 0  y ≠ 2   

1  
5

y 2
= 

6 y

2 y




 1  

5

y 2
= 

6 y

y 2




  1  

5

y 2
= 

6 y

y 2




    

 (y2)1  (y2)
5

y 2
=  ( y2)

6 y

y 2




  y25 =  (6 y)   

  y2 5 = 6 + y  0y = 1  Σο οποίο είναι αδφνατο  

                                                                            

 

Άςκθςθ 2 

Να λφςετε τισ εξιςϊςεισ  

α) 
4

x 2

3

x
  = 1                                             β) 

5

y
 +

4

y 1
 = 2                         

γ) 
7

ω
 

3

ω 2



 = 

2

6

ω
                                    δ) 

2

4

(α 2)

3

α 2



 = 1        

ε) 
6

x(x + 3)
 = 

x + 2

x
 + 

x + 1

x + 3
                   ςτ) 

y 1

y


  

2

y + 1
= 

y + 3

y(y + 1)
     

 

 

Λφςθ  

Ομοίωσ με τθν προθγοφμενθ άςκθςθ, βρίςκουμε το ΕΚΠ και παίρνουμε 

περιοριςμοφσ για τουσ παρονομαςτζσ. 

 

α) Πρζπει   x2 ≠ 0   άρα   x ≠ 0     

    
4

x 2

3

x
  = 1   x2 4

x

2

2

3
x

x
  = 1 x2 

  4x3 = x2  

  x2
4x + 3 = 0  (x1)(x   3) = 0  x = 1  ι    x = 3  
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β)      Πρζπει  y(y1) ≠ 0   άρα   y ≠ 0  και  y ≠ 1    

    

5

y
 +

4

y 1
 = 2   y(y1) 

5

y
 +  y(y1) 

4

y 1
 = 2y(y1)       

   5(y1) + 4y =2y(y1)  5y5 + 4y =2y2
2y                       

   2y2
11y  + 5 = 0     

Βρίςκουμε διακρίνουςα και ρίηεσ  

Δ = β2
4αγ = (11)2   4 2 5= 121 + 40 = 81 > 0        

Άρα ζχει δφο ρίηεσ   y 1  = 
β+ Δ

2α


 = 

11 81

2 2




 =   

11 9

4


 = 5   ι  

  y 2 = 
β Δ

2α

 
 =

11 81

2 2




 =   

11 9

4


 = 

1

2
 

 

γ)       Πρζπει  ω2(ω + 2) ≠ 0  ω ≠ 0 και  ω ≠ 2                 

     

7

ω
 

3

ω 2



 = 

2

6

ω
  ω2(ω + 2) 

7

ω
 ω2(ω + 2) 

3

ω 2
 = ω2(ω + 2) 

2

6

ω
          

  7ω( ω + 2) 3ω2 = 6( ω + 2)  7ω2 + 14ω 3ω2 = 6ω + 12   4ω2 + 8ω 12 = 0   

   ω2 + 2ω 3 = 0   (ω 1)(  ω + 3) = 0 

  ω = 1 ι ω = 3  

 

δ)       Πρζπει   (α2)2 ≠ 0  άρα   α ≠ 2  τότε  

2

4

(α 2)

3

α 2



 = 1   (α2)2 

2

4

(α 2)
  (α2)2 

3

α 2
 = 1(α2)2     

      43(α 2) = (α2)2  43α + 6 = α2
4α  + 4    

      α2
α 6 = 0   (α 3)(α + 2) = 0    α = 3   ι   α = 2  

    

 

 

 

 



                      www.arnos.gr                 …Πράξεις Παιδείας! 

 

 

 
 

 

Σολωμού  29  Αθήνα               210.38.22.157          210.38.22.495 

On-lineΦροντιστήριο                  www.arnos.gr              info@arnos.gr 

 
 
 

 

   7 

 

ε)     Πρζπει  x(x + 3) ≠ 0   x ≠ 0  ,  x ≠3                    

   

6

x(x + 3)
 = 

x + 2

x
 + 

x + 1

x + 3
           

 x(x + 3) 
6

x(x + 3)
 = x(x + 3) 

x + 2

x
 + x(x + 3) 

x + 1

x + 3
      

 6 = ( x + 3)( x+ 2) + x ( x + 1)    6 = x2 + 2x + 3x + 6 + x2 + x  

 2x2 + 6x = 0    x2 + 3x = 0   x( x + 3) = 0     

 x = 0  ι  x =3  

Οι οποίεσ και απορρίπτονται λόγω των περιοριςμϊν. 

 

ςτ)        Πρζπει   y(y + 1) ≠ 0    y ≠ 0 ,   y ≠ 1    

    

y 1

y


  

2

y + 1
= 

y + 3

y(y + 1)
    

  y(y +1) 
y 1

y


  y(y +1) 

2

y + 1
= y(y +1) 

y + 3

y(y + 1)
   

 (y + 1)(y1) 2y = y + 3    y2 12y = y + 3   

  y2 3y4 = 0      (y 4)(  y + 1) = 0   y  = 4    ι     y = 1   

 Η    y = 1  απορρίπτεται λόγω των περιοριςμϊν.  

 

 

Άςκθςθ 3 

Να λφςετε τισ εξιςϊςεισ  

α) 
2

x + 5

x 25
 = 

3

x + 5
                          β) 

2

y + 1

y y 2 

1

y 2



 = 0                         

γ) 
2

2

ω  + 5

ω  ω
 

ω 5

ω 1





 = 

1

ω
                  δ) 

2

1

α 2α

α 1

α


  = 

α

α 2
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Λφςθ  

Ομοίωσ, βρίςκουμε το ΕΚΠ και παίρνουμε περιοριςμοφσ για τα κλάςματα. 

α)   Πρζπει x2 – 25 = (x5)(x + 5) ≠ 0    x ≠ 5 ,  x ≠5                      

2

x + 5

x 25
 = 

3

x + 5
   

x + 5

(x + 5)(x 5)
 = 

3

x + 5
  

 
   

x + 5

(x + 5)(x 5)
 = 

3

x + 5
      

  (x  5)(x + 5) 
x + 5

(x + 5)(x 5)
 = (x  5)(x + 5)

3

x + 5
   

   x + 5 = 3(x  5)   x + 5 = 3x  15    2x = 20    x = 10  

 

β) Πρζπει y2 – y – 2 ≠ 0    (y  2)(y +1) ≠ 0     y ≠ 2,  y ≠ 1 

    
2

y + 1

y y 2 

1

y 2



 = 0   

y + 1

(y 2)(y 1) 

1

y 2



 = 0       

  
y + 1

(y 2)(y 1) 

1

y 2



 = 0   

 (y  2)(y +1) 
y + 1

(y 2)(y 1) 
  (y 2)(y +1) 

1

y 2
 = 0       

 y + 1  (y + 1) = 0   0y = 0 

   Σο οποίο ιςχφει για κάκε  y ≠ 2 ,   y ≠ 1      

 

γ) Πρζπει  ω2 – ω ≠ 0    ω(ω1) ≠ 0      ω ≠ 0  και   ω ≠ 1                

2

2

ω  + 5

ω  ω
 

ω 5

ω 1





 = 

1

ω
   

2ω  + 5

ω(ω 1)
 

ω 5

ω 1





 = 

1

ω
    

 
2ω  + 5

ω(ω 1)
 

ω 5

ω 1





 = 

1

ω
   

 ω(ω 1) 
2ω  + 5

ω(ω 1)
 ω(ω 1) 

ω 5

ω 1




 = ω(ω 1)

1

ω
  

 ω2 + 5 – ω( ω + 5) = ω  1   ω2 + 5 – ω2 5 = ω  1 

  ω  1= 0     ω = 1  

Ρίηα που απορρίπτεται λόγω των περιοριςμϊν. 
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δ)      Πρζπει   α2 – 2α ≠ 0    (α2) ≠ 0     α ≠ 0  ,   α ≠ 2    

      
2

1

α 2α

α 1

α


  = 

α

α 2
 

1

α(α 2)

α 1

α


  = 

α

α 2
        

       α(α2) 
1

α(α 2)
  + α(α2) 

α 1

α


 = α(α2) 

α

α 2
        

       1 + (α2)( α 1) = α2   1 + α2 2α – α + 2 = α2 
        

        33α = 0    α = 1  

 

 

Άςκθςθ 4 

Να λφςετε τισ εξιςϊςεισ  

α) 1
1

y


2

1

y y



= 0                           β) 

2

2

2ω

ω  + 2ω
 = 3

4

ω 2



                       

γ) 
2

1

x 4x 4 
  = 

2

2x 1

x 4




                    δ) 1 + 

3α

α 2
 = 

2

α + 4

α 3α + 2
        

 

Λφςθ  

α) Πρζπει y(y  1) ≠ 0     y ≠ 0 , y ≠ 1    

   1
1

y


2

1

y y



= 0   1

1

y


1

y(y 1)



= 0       

y(y   1) 1  y(y   1) 
1

y
  y(y   1) 

1

y(y 1)
= 0         

      y(y  1)  (y  1) 1 = 0    y2
  y  y + 11 = 0        

           y2
  2y = 0    y(y  2) = 0  y = 0   ι   y   2 = 0         

                                                     y = 0  ι  y = 2  

  Η λφςθ  y = 0  απορρίπτεται λόγω των περιοριςμϊν άρα μόνθ λφςθ είναι θ y = 2. 
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β) 
2

2

2ω

ω  + 2ω
 = 3

4

ω 2



   

22ω

ω(ω + 2)
 = 3

4

ω 2



      

ΕΚΠ = ω(ω + 2),  οπότε  πρζπει   ω(ω + 2) ≠ 0   άρα  ω ≠ 0  και   ω ≠ 2                

22ω

ω(ω + 2)
 = 3

4

ω 2



   άρα   ω(ω + 2) 

22ω

ω(ω + 2)
 = 3 ω(ω + 2) ω(ω + 2) 

4

ω 2
                

  2ω2 = 3ω(ω + 2) 4ω   2ω2 = 3ω2 + 6ω 4ω         

  ω2 + 2ω = 0   ω(ω + 2) = 0  ω = 0   ι   ω + 2 = 0         

                                     ω = 0   ι   ω = 2   

Και οι δφο λφςεισ απορρίπτονται λόγω των περιοριςμϊν, άρα θ εξίςωςθ δεν ζχει 

λφςεισ. 

 

γ)     Πρζπει x2 – 4x + 4 ≠ 0   (x – 2)2 ≠ 0   και    x2 – 4 ≠ 0   (x2)(x + 2) ≠ 0    

Οπότε πρζπει  (x – 2) ≠ 0 ,  (x + 2) ≠ 0, Οπότε πρζπει  x ≠ 2  και  x ≠2     

 

  
2

1

x 4x 4 
  = 

2

2x 1

x 4




   

2

1

(x 2)
  = 

2x 1

(x 2)( x + 2)




              

(x   2)2(x + 2) 
2

1

(x 2)
  = (x  2)2(x + 2) 

2x 1

(x 2)( x + 2)




                                                      

  x + 2 = (x  2)( 2x  1)    x + 2 = 2x2 – x – 4x + 2        

 2x2 – 6x = 0  2x(x– 3) = 0   x = 0   ι   x – 3 = 0  x = 0   ι   x = 3 

 

δ) Πρζπει   α2 – 3 α  + 2  ≠ 0,  (α1)(α2) ≠ 0  άρα   α ≠ 1  και  α ≠ 2 

  1 + 
3α

α 2
 = 

2

α + 4

α 3α + 2
  1 + 

3α

α 2
 = 

α + 4

(α 1)(α  2) 
         

1(α  1)(α2) + (α   1)(α2) 
3α

α 2
 = (α  1)(α2)

α + 4

(α 1)(α  2) 
         

(α   1)(α2) + 3α ( α1) = α + 4        

α2
  2αα + 2 + 3α2

3α = α + 4   4α2
  7α2 = 0    

 Δ = β2
4αγ = (7)2   4 4 (2) = 81 > 0        
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Άρα ζχει δφο ρίηεσ   α 1  = 
β+ Δ

2α


 = 

7 81

2 4




 = 

7 9

8


 = 2   ι  

  α 2 = 
β Δ

2α

 
 = 

7 81

2 4




 =   

7 9

8


 =  

1

4
 

   

Η  α 1   = 2  απορρίπτεται λόγω των περιοριςμϊν    

 

Άςκθςθ 5 

Να λφςετε τισ εξιςϊςεισ  

α) 
x

4
x

x


=
4

3
                            β) 

1

3
1 + 

x

 
2

x 3



= 

2

x 6

x 9




   

 

Λφςθ  

α)       Πρζπει     x ≠ 0   και  x   
4

x
 ≠ 0    οπότε   x2   4 ≠ 0 

       x   
4

x
 ≠ 0  x2   4 ≠ 0  (x 2) (x + 2)  ≠ 0          

      x2 ≠ 0 ,   x + 2 ≠ 0   x ≠ 2 ,   x ≠ 2 

Σελικά  πρζπει    x ≠ 0  ,    x ≠ 2    και    x ≠ 2. Σότε ζχουμε διαδοχικά 

x

4
x

x


 = 
4

3
  

2

x

x 4

x


 = 

4

3
  

x

(x 2)(x 2)

x

 
  = 

4

3
        

2x

(x 2)(x 2) 
= 

4

3
                 

3(x  2) ( x + 2) 
2x

(x 2)(x 2) 
= 3(x  2) ( x + 2) 

4

3
         

3x2 = 4(x  2) ( x + 2)  ι  3x2 = 4x2
  16        

x2
  16 = 0  (x  4) (x + 4) = 0   x  4 = 0   ι  x + 4 = 0        

                                   x = 4  ι  x =4 
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 β) Πρζπει   x ≠ 0 ,  1 + 
3

x
 ≠ 0  ,  x2 – 9 ≠ 0   

     1 + 
3

x
 ≠ 0   

x 3

x


≠ 0   πρζπει   x ≠ 0  και  x  ≠ ─ 3    

 

    x2 – 9 ≠ 0    (x  3) ( x + 3)  ≠ 0     x  ≠ ─ 3   και   x  ≠ 3     

Σελικά  πρζπει    x ≠ 0  ,    x ≠ 3   και  x ≠ 3. Σότε ζχουμε διαδοχικά 

1

3
1 + 

x

 
2

x 3



= 

2

x 6

x 9




   

1

x + 3

x

 
2

x 3



= 

x 6

(x 3)(x 3)



 
        

x

x + 3

2

x 3



= 

x 6

(x 3)(x 3)



 
        

(x 3)(x 3) 
x

x + 3
   (x 3)(x 3) 

2

x 3
= (x 3)(x 3) 

x 6

(x 3)(x 3)



 
      

(x 3) x  (x + 3).2 = x6    x2
  3x2x 6 = x6       

 x2
  6x = 0   x (x  6) = 0         

  x = 0      ι    x  6 = 0     x = 0   ι   x = 6     

  Η λφςθ x = 0    απορρίπτεται λόγω των περιοριςμϊν 

 

 

Άςκθςθ 6  

Να λφςετε τουσ τφπουσ  

α) ρ = 
m

V
   ωσ προσ V                               β) Ε = 

αβγ

4R
   ωσ προσ R 

γ) R = ρ
S


   ωσ προσ S                              δ) 1 1

1

P V

T
 = 2 2

2

P V

T
   ωσ προσ  Σ1 

ε) 
1

R
 =

1

1

R
+ 

2

1

R
  ωσ προσ R                   ςτ) 

2

β
 =

1

α
+ 

1

γ
   ωσ προσ α  

η) 
2

α

1

υ
 =

2

1

β
+ 

2

1

γ
   ωσ προσ 2

αυ                  θ) S = 
α

1 λ
   ωσ προσ λ  
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Λφςθ  

ε αυτοφσ τουσ τφπουσ των Μακθματικϊν και των Φυςικϊν επιςτθμϊν κάκε φορά 

κεωροφμε ότι εκτόσ από το προτεινόμενο μζγεκοσ που κεωρείται άγνωςτο όλα τα 

άλλα είναι γνωςτά. Ζτςι ζχουμε να λφςουμε μια εξίςωςθ με ζναν άγνωςτο. 

α)  ρ = 
m

V
    ρV = m    V = 

m

ρ
                 

β) Ε = 
αβγ

4R
 4ΕR = α  β  γ    R =

αβγ

4Ε
   

γ) R = ρ
S


  RS = ρ      S = 

ρ

R


 

δ) 1 1

1

P V

T
 = 2 2

2

P V

T
  P1V1T2 = P2V2T1   Σ1 = 1 1 2

2 2

P V T

P V
 

ε) 
1

R
 =

1

1

R
+ 

2

1

R
 RR1R2

1

R
 = RR1R2

1

1

R
+ RR1R2

2

1

R
  

   R1R2 = RR2 + RR1      R1R2 = R (R2 + R1)  R = 1 2

1 2

R R

R  + R
 

 

ςτ)   
2

β
 =

1

α
+ 

1

γ
   αβγ

2

β
 = αβγ

1

α
+ αβγ 

1

γ
       

    2αγ = βγ + αβ  2αγαβ = βγ α(2γβ) = βγ  α = 
βγ

2γ β
 

 

η) 
2

α

1

υ
 =

2

1

β
+ 

2

1

γ
     β2γ2 2

αυ
2

α

1

υ
 = β2γ2 2

αυ
2

1

β
+ β2γ2 2

αυ
2

1

γ
  

       β2γ2 = γ2 2

αυ  + β2 2

αυ   β2γ2 = (γ2 + β2) 2

αυ    2

αυ = 
2 2

2 2

β γ

β γ
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θ)  S = 
α

1 λ
   (1 λ) S = (1 λ)  

α

1 λ
   (1 λ) S = α        

      Sλ S = α   Sα = λS  λ =
S α

S


  

 

Άςκθςθ 7 

α) Να βρείτε δφο αντίςτροφουσ αρικμοφσ που ζχουν άκροιςμα 
17

4
 

β) Ποιον αρικμό πρζπει να προςκζςουμε ςτουσ όρουσ του κλάςματοσ  
3

5
 για να   

     βροφμε τον αρικμό  
4

5
  

γ) Να βρείτε δφο διαδοχικοφσ άρτιουσ φυςικοφσ αρικμοφσ που να ζχουν λόγο  
3

4
 

 

Λφςθ  

Εδϊ προςπακοφμε να εκφράςουμε ςτθ γλϊςςα των Μακθματικϊν αυτό που 

περιγράφεται ςτθ φυςικι μασ γλϊςςα με ςκοπό να φτιάξουμε μια εξίςωςθ θ λφςθ 

τθσ οποίασ κα λφνει το πρόβλθμα. 

α)   Ζςτω ο ηθτοφμενοσ αρικμόσ  x  και  
1

x
  ο αντίςτροφόσ του. Προφανϊσ πρζπει 

  x ≠ 0  . 

φμφωνα με τα δεδομζνα   x + 
1

x
= 

17

4
  4xx + 4x

1

x
= 4x

17

4
  

    4x2 +  4 = 17x   4x2
17x + 4 = 0  

Η εξίςωςθ ζχει διακρίνουςα τθν  

Δ = β2
4αγ = (17)2   4 44 = 225  > 0        
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Άρα ζχει δφο ρίηεσ   x 1  = 
β+ Δ

2α


 = 

17 225

2 4




 =   

17 15

8


 = 4   ι  

 x2 = 
β Δ

2α

 
  = 

17 225

2 4




 =   

17 15

8


 = 

1

4
 

 

β) Ζςτω  x  ο ηθτοφμενοσ αρικμόσ.  Σότε το κλάςμα  
3

5
 κα γίνει 

3 + x

5 + x
 

και κα πρζπει  x + 5 ≠ 0  άρα   x ≠ 5.  Σότε ζχουμε διαδοχικά:       

3 + x

5 + x
 = 

4

5
   5(x + 5) 

3 + x

5 + x
 = 5(x + 5) 

4

5
 

 5(3 + x) = 4 (x + 5)   15 + 5x = 4x + 20    x = 5 

  

γ)  Θεωρϊ  2x είναι ζνασ άρτιοσ αρικμόσ, ο επόμενόσ άρτιοσ κα είναι ο 2x + 2  και ο 

λόγοσ τουσ κα είναι   
2x

2x + 2
   για αυτό κα πρζπει 

  2x + 2 ≠ 0    x + 1 ≠ 0    x ≠ 1    Σότε ζχουμε διαδοχικά:       

2x

2x + 2
 = 

3

4
    4( 2x + 2) 

2x

2x + 2
 = 4( 2x + 2)

3

4
  

         8x = 3 (2x + 2)  8x = 6x + 6  

         2x = 6    x =3   

Άρα οι άρτιοι αρικμοί είναι οι:  2x = 23 = 6   και  2x + 2 = 23 + 2 = 8    
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Άςκθςθ 8  

Σα ζξοδα ενόσ γεφματοσ ιταν 84 €.  Μεταξφ των 

ατόμων που γευμάτιςαν ιταν και 3 παιδιά, οπότε οι 

υπόλοιποι ενιλικεσ ςυμφϊνθςαν, προκειμζνου να 

καλφψουν τα ζξοδα των παιδιϊν, να πλθρϊςει ο 

κακζνασ  9 €  παραπάνω από αυτά που ζπρεπε να  

πλθρϊςει . Πόςα ιταν τα άτομα που γευμάτιςαν ;  

 

 

Λφςθ  

Θεωρϊ x το ςφνολο των ανκρϊπων που γευμάτιςαν 

Σα 84 €  κα πλθρϊςουν x – 3 άτομα και το κάκε άτομο κα πλθρϊςει 
84

x 3  
για x  > 3  

  
 

Κανονικά κα πλιρωναν   
84

x
€  αλλά για να υπερκαλφψουν το κόςτοσ κα πρζπει να 

πλθρϊςουν 9 € παραπάνω.   Άρα προκφπτει  ότι  
84

x
 + 9 = 

84

x 3
        

 
84

x
 + 9 = 

84

x 3
  x(x 3 ) 

84

x
 + 9x(x3 )  = x(x3 ) 

84

x 3
      

  84(x3) + 9x(x3 )  = 84x  84x   252 + 9x2 27x = 84x 

  9x2 27x  252 = 0  x2 3x  28 = 0  (x + 4)(x7 ) = 0 

  x =7   ι   x =4   

 Σο 4   απορρίπτεται γιατί   x  > 3.
  
Οπότε γευμάτιςαν 7 άτομα                                                    
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Άςκθςθ 9 

Ο διαχειριςτισ μιασ πολυκατοικίασ αγόραςε 

πυροςβεςτιρεσ για τθν πυραςφάλεια του κτθρίου και 

ζδωςε  240 € .  Πριν από λίγα χρόνια που θ τιμι του 

πυροςβεςτιρα ιταν  4 €  μικρότερθ ,  με τα ίδια χριματα 

κα αγόραηε δφο πυροςβεςτιρεσ περιςςότερουσ .  Να 

βρείτε πόςουσ πυροςβεςτιρεσ αγόραςε  

 

Λφςθ  

Θεωροφμε x τον αρικμό των πυροςβεςτιρων ,  x > 0     

Σο ςθμερινό κόςτοσ είναι 
240

x
€.  

Πριν από λίγα χρόνια κα αγόραηε  x + 2 για 240€ με τιμι πυροςβεςτιρα 
240

x + 2
,  

αξία που είναι κατά 4€ μικρότερθ από τθν ςθμερινι  άρα ιςχφει  
240

x
 =

240

x + 2
 + 4       

240

x
 =

240

x + 2
 + 4  x (x + 2) 

240

x
 = x (x + 2) 

240

x + 2
 + 4 x (x + 2)   

 240(x + 2)  = 240x + 4x2 + 8x  240x + 480  = 240x + 4x2 + 8x   

 4x2 + 8x480 = 0   x2 + 2x120 = 0  (x + 12)(x10 ) = 0 

 x = 10   ι   x =12  

Η λφςθ x =12 απορρίπτεται γιατί  x > 0.  Άρα αγόραςε 10 πυροςβεςτιρεσ. 

 

 

Άςκθςθ 10 

Αναμειγνφουμε  12gr  ενόσ διαλφματοσ  Α  με 15gr ενόσ διαλφματοσ  Β  και 

ςχθματίηουμε 25 cm3 ενόσ διαλφματοσ  Γ.  

Να βρεκεί θ πυκνότθτα του διαλφματοσ  Α, αν θ πυκνότθτα του διαλφματοσ  Β  

είναι 0,2 gr/cm3 μικρότερθ. 
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Λφςθ  

Επιλφουμε τον τφπο τθσ πυκνότθτασ   d = 
m

V
    ωσ προσ τον όγκο V και ζχουμε  

ρ = 
m

V
  ρV = m   V = 

m

ρ
                    

Θεωροφμε  d1,  V1 τθν πυκνότθτα και τον όγκο του διαλφματοσ Α  και  d2 ,  V2 τθν 

πυκνότθτα και τον όγκο του διαλφματοσ Β ,  άρα ζχουμε  VΑ = 
1

12

d
  ,    V2 = 

2

15

d
   

Όμωσ από τθν υπόκεςθ ιςχφει ότι   d2 = d1 0,2 > 0  

Άρα ο όγκοσ του διαλφματοσ Β ωσ ςυνάρτθςθ του Α είναι  V2 = 
1

15

d 0,2
   

Επειδι    V1 + V2 = 25  κα ζχουμε  
1

12

d
 +

1

15

d 0,2
 = 25     

1

12

d
 +

1

15

d 0,2
 = 25   d1( d1 0,2 ) 

1

12

d
 + d1( d1 0,2 ) 

1

15

d 0,2
 = 25 d1( d10,2 )     

12(d1 0,2)  + 15 d1 = 25 d1( d1 0,2 )  12d1 2,4  + 15 d1 = 25 2

1d 5d1 

  25 2

1d 32d1 + 2,4 = 0   

Δ = β2
4αγ = (32)2   4 252,4  = 784  > 0        

Άρα ζχει δφο ρίηεσ   d11 = 
β+ Δ

2α


 = 

32 784

2 25




 =  

32 28

50


 = 1,2    ι  

d12 = 
β Δ

2α

 
  = 

32 784

2 25




 =  

32 28

50


 = 0,08   

 

Η  d12 = 0,08   απορρίπτεται διότι   d1 > 0,2 .  Άρα θ πυκνότθτα του διαλφματοσ  Α 

είναι  d1 = 1,2  gr/cm3 
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Άςκθςθ 11 

Οι υπάλλθλοι μιασ βιοτεχνίασ ζπρεπε να ςυςκευάςουν 120 προϊόντα μιασ 

παραγγελίασ.  Απουςίαςαν όμωσ  2 υπάλλθλοι, οπότε κακζνασ από τουσ  

υπόλοιπουσ υπαλλιλουσ υποχρεϊκθκε να ςυςκευάςει 3 προϊόντα παραπάνω  

για να καλυφκεί θ παραγγελία.  Να βρείτε πόςοι είναι οι υπάλλθλοι τθσ βιοτεχνίασ . 

 

Λφςθ  

Θεωροφμε  x τον (αρχικό) αρικμό υπαλλιλων. Σότε  x – 2 κα είναι το πλικοσ όςων 

ζμειναν για να ςυςκευάςουν τα προϊόντα.  

Αρχικά  κάκε ζνασ ζπρεπε να ςυςκευάςει  
120

x
  προϊόντα  και λόγω απουςίασ δφο 

υπαλλιλων, κάκε υπάλλθλοσ που ζμεινε πρζπει να ςυςκευάςει 
120

x 2
  προϊόντα. 

 Εφόςον οι λιγότεροι κα πρζπει να ςυςκευάςουν 3 κιβϊτια παραπάνω ο κακζνασ, 

τότε προςκζτουμε ςτο 
120

x  
τον αρικμό 3.  Οπότε προκφπτει ότι   

120

x
 + 3 = 

120

x 2
 

   

με  x και  x – 2 > 0  

120

x
 + 3 = 

120

x 2
 3 x(x2)   +  x(x2) 

120

x
 = x(x2) 

120

x 2
       

3x(x 2) + 120(x2) = 120x   3x2 - 6x + 120x240 = 120x        

3x2
6x   240 = 0   x2

2x   80 = 0  (x +8)(x   10) = 0   

  x = 10  ι  x =  8   

Η  x =  8  απορρίπτεται ωσ αρνθτικόσ αρικμόσ.  Άρα x = 10 
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Άςκθςθ 12 

Οι φίλακλοι μιασ ομάδασ ταξιδεφοντασ με ζνα 

ποφλμαν ζπρεπε να διανφςουν μια απόςταςθ  

210 km  για να δουν τθν αγαπθμζνθ τουσ 

ομάδα. Τπολόγιηαν να φτάςουν ςτον 

προοριςμό τουσ μιςι ϊρα πριν τθν ζναρξθ του 

αγϊνα.  Ο οδθγόσ όμωσ λόγω ολιςκθρότθτασ 

του δρόμου μείωςε τθ μζςθ ταχφτθτα κατά 10 

km / h και ζτςι ζφταςαν ςτο γιπεδο ακριβϊσ 

τθν ϊρα που άρχιηε ο αγϊνασ.  Να βρείτε τθ μζςθ 

ταχφτθτα με τθν οποία διάνυςαν τελικά τθν απόςταςθ.  

  

Λφςθ  

Θεωροφμε ταχφτθτα x (km / h) τθν ταχφτθτα του ποφλμαν μετά τθν ελάττωςθ τθσ  

Σότε θ προβλεπόμενθ αρχικι ταχφτθτα κα ιταν   x + 10    

Ο χρόνοσ ςτον οποίο κα ζφταςε το ποφλμαν ςτον αγϊνα είναι  t1 = 
210

x
 ϊρεσ   

Ο χρόνοσ ςτον οποίο το ποφλμαν κα ζφτανε ςτον αγϊνα εάν δε μείωνε ταχφτθτα 

είναι 

t2 = 
210

x + 10
 ϊρεσ.  Επειδι το ποφλμαν άργθςε μιςι ϊρα να φτάςει ςτο προοριςμό 

του κα ιςχφει  t2 = t1 
1

2
h = t1 

1

2
 

Οπότε προκφπτει ότι  
210

x + 10
 =

210

x


1

2
           

210

x + 10
 =

210

x


1

2
  2x (x + 10) 

210

x + 10
 = 2x (x + 10) 

210

x
2x ( x + 10) 

1

2
      

  420 x = 420( x + 10)  x ( x + 10)  420 x = 420x + 4200  x2 10x         

  x2 + 10x 4200 = 0  
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Δ = β2
4αγ = (10)2   4 1 (4200) = 16900 > 0        

Άρα ζχει δφο ρίηεσ   x 1  = 
β+ Δ

2α


 = 

10 16900

2 1

 


 =   

10 130

2

 
 = 60     ι  

 x 2 = 
β Δ

2α

 
 = 

10 16900

2 1

 


 =   

10 130

2

 
  = 70     

Άρα x = 60 km/h διότι δεχόμαςτε ότι θ ταχφτθτα παίρνει κετικό πρόςθμο. 

 

 

 

Επιμζλεια:  Βαςίλθσ Γκιμίςθσ – MED - Μακθματικόσ 
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