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ÌåôñéêÝò Ó÷Ýóåéò
Ôï êåöÜëáéï áõôü áó÷ïëåßôáé ïõóéáóôéêÜ ìå ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óôïé÷åßùí
ôïõ ôñéãþíïõ áí åßíáé ãíùóôÝò ïé ðëåõñÝò, êáèþò êáé ìå ìåôñéêÝò ó÷Ýóåéò
óôïí êýêëï. Óôéò ìåôñéêÝò ó÷Ýóåéò óôï ôñßãùíï ðáñïõóéÜæåôáé ôï Ðõèáãüñåéï
èåþñçìá êáé ç ãåíßêåõóÞ ôïõ ìå Üìåóç åöáñìïãÞ óôïí ðñïóäéïñéóìü ôïõ
åßäïõò ôïõ ôñéãþíïõ ùò ðñïò ôéò ãùíßåò ôïõ - áêüìá êáé óôïí ðñïóäéïñéóìü
ôùí ãùíéþí ôïõ, áí ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí éóïäýíáìï íüìï ôùí óõíçìéôüíùí
� êáèþò êáé ôùí õøþí ôïõ ôñéãþíïõ. Êáôüðéí õðïëïãßæïíôáé ïé äéÜìåóïé ìå
ôá äýï èåùñÞìáôá ôùí äéáìÝóùí.
Ôï êåöÜëáéï ïëïêëçñþíåôáé ìå ôï èåþñçìá ôåìíïõóþí áðü ôï ïðïßï ðñïêý-
ðôïõí ïé ìåôñéêÝò ó÷Ýóåéò óå êýêëï.

99ÊÅÖÁËÁÉÏ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 9

ÊÜæéìéñ ÌáëÝâéôò (Ñþóïò, 1878 - 1935), «ÕðÝñôáôï», ðñéí ôï 1915.
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ÌÅÔÑÉÊÅÓ Ó×ÅÓÅÉÓ

Ó÷Þìá 1

ÌåôñéêÝò ó÷Ýóåéò óôï ôñßãùíï

9.1 ÏñèÝò ðñïâïëÝò

Áò èåùñÞóïõìå ìßá åõèåßá å êáé Ýíá óçìåßï Á ðïõ äåí áíÞêåé
óå áõôÞ. Ôï ß÷íïò Á¢ ôçò êáèÝôïõ ðïõ öÝñïõìå áðü ôï Á ðñïò
ôçí å ôï ëÝìå ïñèÞ ðñïâïëÞ Þ áðëþò ðñïâïëÞ ôïõ Á óôçí åõ-
èåßá å. Áí ôï óçìåßï åßíáé óçìåßï ôçò åõèåßáò, ð.÷. ôï Â, ôüôå
ùò ðñïâïëÞ ôïõ Â¢ ðÜíù óôçí å èåùñïýìå ôï ßäéï ôï Â. ÔÝëïò
ïñèÞ ðñïâïëÞ ôïõ ôìÞìáôïò ÃÄ ðÜíù óôçí åõèåßá å ëÝìå ôï
ôìÞìá Ã¢Ä¢ ðïõ Ý÷åé ùò Üêñá ôéò ïñèÝò ðñïâïëÝò Ã¢, Ä¢ ôùí Üê-
ñùí Ã, Ä, áíôßóôïé÷á, ôïõ ôìÞìáôïò ÃÄ ðÜíù óôçí å .

9.2 Ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá

Áðüäåéîç

´Åóôù ëïéðüí Ýíá ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ä ç ðñïâïëÞ
ôçò êïñõöÞò Á óôçí õðïôåßíïõóá ÂÃ. ÈÝëïõìå íá áðïäåßîïõ-
ìå üôé ÁÂ2 = ÂÃ ?? ÂÄ êáé ÁÃ2 = ÂÃ ?? ÃÄ.

Ãéá ôçí ðñþôç ó÷Ýóç áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé }
Á

ÂÄ

Â
} = }

Á

Â

Â

Ã
},

äçëáäÞ üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÂÁ åßíáé üìïéá, ôï ïðïßï
éó÷ýåé áöïý Á^ = Ä^ = 1z êáé ç Â

^
åßíáé êïéíÞ. ´Ïìïéá áðï-

äåéêíýåôáé êáé ç ó÷Ýóç AÃ2 = ÂÃ ? ÃÄ. 

Äéáéñþíôáò ôéò ÁÂ2 = ÂÃ ? ÂÄ êáé AÃ2 = ÂÃ ? ÃÄ êáôÜ ìÝëç
ðñïêýðôåé ôï åîÞò ðüñéóìá:

Óå êÜèå ïñèïãþíéï ôñßãùíï, ôï ôåôñÜãùíï ìéáò êÜèåôçò
ðëåõñÜò ôïõ åßíáé ßóï ìå ôï ãéíüìåíï ôçò õðïôåßíïõóáò
åðß ôçí ðñïâïëÞ ôçò ðëåõñÜò áõôÞò óôçí õðïôåßíïõóá.

Èåþñçìá É

ÐÏÑIÓÌÁ

Óå êÜèå ïñèïãþíéï ôñßãùíï, ï ëüãïò ôùí ôåôñáãþíùí
ôùí êÜèåôùí ðëåõñþí ôïõ åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï ôùí ðñï-
âïëþí ôïõò ðÜíù óôçí õðïôåßíïõóá.

Óå êÜèå ïñèïãþíéï ôñßãùíï, ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñá-
ãþíùí ôùí êÜèåôùí ðëåõñþí ôïõ åßíáé ßóï ìå ôï ôå-
ôñÜãùíï ôçò õðïôåßíïõóáò.

Èåþñçìá ÉÉ (Ðõèáãüñåéï)

Ó÷Þìá 2
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Áðüäåéîç

ÈÝëïõìå äçëáäÞ (ó÷.2) íá áðïäåßîïõìå üôé
AB2 + AÃ2 = ÂÃ2 Þ   á2 = â2 + ã2

Óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá Ý÷ïõìå:

êáé .
Ìå ðñüóèåóç ôùí éóïôÞôùí êáôÜ ìÝëç ðñïêýðôåé üôé :

.

Áðüäåéîç
ÐÜíù óôéò ðëåõñÝò Ïx, Oy ïñèÞò ãùíßáò xO

^
y èåùñïýìå áíôß-

óôïé÷á ôìÞìáôá ÏÄ=ÁÂ êáé ÏÅ=ÁÃ. ÅðåéäÞ ôï ôñßãùíï ÏÄÅ
åßíáé ïñèïãþíéï óýìöùíá ìå ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá êáé ôçí
õðüèåóç, Ý÷ïõìå 

.

¢ñá ÄÅ = ÂÃ. ÅðïìÝíùò ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÏÄÅ åßíáé ßóá,
ãéáôß Ý÷ïõí êáé ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ßóåò, ïðüôå èá åßíáé A

^
= O

^
= 1z,

ðïõ åßíáé ôï æçôïýìåíï.

Áðüäåéîç  

¸óôù ÁÄ ôï ýøïò ôïõ ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ (ó÷.4), ðïõ
áíôéóôïé÷åß óôçí õðïôåßíïõóá. Èá áðïäåßîïõìå üôé 

Ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÃÁÄ åßíáé üìïéá, áöïý åßíáé ïñèïãþíéá
êáé Á

^

1 = Ã
^

ùò óõìðëçñùìáôéêÝò ôçò Â
^
. ÅðïìÝíùò, ïé ðëåõñÝò

ôïõò åßíáé áíÜëïãåò, äçëáäÞ }
Á

ÂÄ

Ä
} = }

Á

ÄÃ

Ä
}, ïðüôå ÁÄ2 = ÂÄ ? ÄÃ.

ÁÄ2 = ÂÄ ?? ÄÃ

ÄÅ ÏÄ ÏÅ ÁÂ ÁÃ ÂÃ2 2 2 2 2 2= + = + =

( )ÂÃ ÂÄ ÃÄ ÂÃ ÂÃ ÂÃ+ = × = 2

ÁÂ ÁÃ ÂÃ ÂÄ ÂÃ ÃÄ2 2+ = × + × =

ÁÃ ÂÃ ÃÄ2 = ×AB BÃ ÂÄ2 = ×

Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé ÁÂ2 + ÁÃ2 = ÂÃ2 , ôüôå
Á
^

= 1zz.

Èåþñçìá ÉÉÉ (Áíôßóôñïöï ôïõ Ðõèáãïñåßïõ)

Óå êÜèå ïñèïãþíéï ôñßãùíï, ôï ôåôñÜãùíï ôïõ ýøïõò
ôïõ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí õðïôåßíïõóá åßíáé ßóï ìå ôï
ãéíüìåíï ôùí ðñïâïëþí ôùí êÜèåôùí ðëåõñþí ôïõ
óôçí õðïôåßíïõóá.

Èåþñçìá ÉV

Ó÷Þìá 3

Ó÷Þìá 4
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

Áí ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ïñèïãþíéï êáé éóïóêåëÝò, ôüôå 
á = ÏÏ2w â. 
Áðüäåéîç
ÐñÜãìáôé, ìå åöáñìïãÞ ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåùñÞìáôïò óôï
ÁÂÃ ðáßñíïõìå á2 = â2 + ã2 = 2â2 Þ   á = Ï2wâ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Áí ÁÄ åßíáé ôï ýøïò ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ðïõ áíôéóôïé÷åß

óôçí õðïôåßíïõóá, ôüôå éó÷ýåé }
â

1
2
} + }

ã

1
2
} = }

õ

1
2
á

} .

Áðüäåéîç

ÅðåéäÞ áõá = âã, Ý÷ïõìå üôé .
( ) ( )

1 1 1
2 2

2 2

2

2

2 2â ã

â ã

âã

á

áõ õ
á á

+ =
+

= =

Ó×ÏËÉÏ
Ç åöáñìïãÞ áõôÞ áðïäåéêíýåé ôçí ýðáñîç ôìçìÜôùí ìå Üññçôï ëüãï. Åßíáé áîéïóçìåßùôï üôé åíþ åßíáé áäýíáôç
ç ìÝôñçóç ìå ôï õðïäåêÜìåôñï ôìçìÜôùí Üññçôïõ ìÞêïõò, ùóôüóï åßíáé áêñéâÞò ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõò ìå ãåù-
ìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò.

Ó÷Þìá 5

Ó÷Þìá 6

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. ¸íá ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^=1z) Ý÷åé ÁÂ=6
êáé ÁÃ=8. Ðïéï ôï ìÞêïò ôçò äéáìÝóïõ ÁÌ;
2. Áí ï ëüãïò ôùí êÜèåôùí ðëåõñþí åíüò ïñèïãþíéïõ
ôñéãþíïõ åßíáé 4, ôüôå ï ëüãïò ôùí ðñïâïëþí ôïõò
óôçí õðïôåßíïõóá åßíáé :

á. 2 â. 4 ã. 16 ä. }
1

4
}

Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óùóôÞ áðÜ-
íôçóç êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
3. ¸íá ïñèïãþíéï ôñßãùíï Ý÷åé êÜèåôåò ðëåõñÝò ßóåò
ìå 9 cm êáé 12 cm. Ç ðëåõñÜ éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ ðïõ
Ý÷åé ßóç ðåñßìåôñï ìå ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï åßíáé: 
á. 10 cm â. 12 cm ã. 13 cm ä. 14 cm.

Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óùóôÞ
áðÜíôçóç êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
4. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá íá õðïëïãßóåôå ôá x êáé y.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^=1z) öÝñïõìå ôï
ýøïò ÁÄ. Áí åßíáé ÁÂ=3 êáé ÁÃ=4, íá õðïëïãéóôïýí
ôá ìÞêç ôùí ôìçìÜôùí ÂÃ, ÂÄ, ÄÃ êáé ÁÄ.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 9

9.3  ÃåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò  

Ìå åöáñìïãÞ ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåùñÞìáôïò êáé ôïõ èåùñÞ-
ìáôïò ÉV áíôéìåôùðßæïõìå ôá ðáñáêÜôù âáóéêÜ ðñïâëÞìáôá
ãåùìåôñéêþí êáôáóêåõþí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí .

2. Áí óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (A
^

= 1z) åßíáé 

B
^

= 2Ã
^

ôüôå ï ëüãïò }
â

ã
} åßíáé ßóïò ìå:

á. }
1

2
} â. 1 ã. Ï3w ä. 2 å. 3

Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óùóôÞ áðÜ-
íôçóç êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
3. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ABÃ (A

^
= 1z) öÝñïõìå ôï

ýøïò ÁÄ. Áí åßíáé ÁÂ=5 êáé ÂÄ = }
2

1

5

3
} , íá äéáôÜîåôå

êáôÜ áýîïõóá óåéñÜ ìÞêïõò ôá ôìÞìáôá: ÁÃ, ÂÃ, ÃÄ
êáé ÁÄ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá áðïäåé÷èåß üôé ôï ôñßãùíï, ðïõ Ý÷åé ðëåõñÝò 
á = ê2+ë2, â = 2êë êáé ã = ê2 � ë2, üðïõ ê, ë èåôéêïß
áêÝñáéïé ìå ê>ë, åßíáé ïñèïãþíéï.
2. Áí ÁÅ, ÁÆ åßíáé áíôßóôïé÷á ïé ðñïâïëÝò äýï ÷ïñäþí
ÁÃ êáé ÁÄ åíüò êýêëïõ óå ìßá äéÜìåôñü ôïõ ÁÂ, íá
áðïäåßîåôå üôé ÁÆ ? ÁÅ2 = ÁÃ ? ÁÄ2.
3. Áí Ä åßíáé ìÝóï ôçò êÜèåôçò ðëåõñÜò ÁÃ åíüò
ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ (A

^
= 1z) êáé Å ç ðñïâïëÞ

ôïõ óôç ÂÃ, ôüôå íá áðïäåßîåôå üôé ÅÃ 2 + ÁÂ2 = ÅÂ2.
Óôç óõíÝ÷åéá äéáôÜîôå êáôÜ áýîïõóá óåéñÜ ìÞêïõò ôá
ôìÞìáôá  ÄÂ, ÅÂ, ÅÃ.
4. Äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ (A

^
= A

^¢ = 1z)
Ý÷ïõí ìâ = ìâ´ êáé ìã = ìã´ . 

Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) á = á¢ ii) â = â¢. 
Té óõìðåñáßíåôå ãéá ôá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢;
5. Óå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) öÝñïõìå ôï
ýøïò ôïõ ÂÅ. Íá áðïäåßîåôå üôé  

á2+â2+ã2= 3ÂÅ2 +2ÁÅ2+ÃÅ2.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Èåùñïýìå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (A

^
= 1z) êáé ôï

ýøïò ôïõ ÁÄ. Áí Å, Æ åßíáé ïé ðñïâïëÝò ôïõ Ä ðÜíù
óôéò ÁÂ, ÁÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé :

i) }
Á

Á

Â

Ã3

3

} = }
Â

Ã

Å

Æ
} ii) ÁÄ3 = ÂÃ ? ÄÅ ? ÄÆ.

2. Äßíïíôáé äýï êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ðïõ åöÜðôïíôáé
åîùôåñéêÜ óôï Á. Áí ÂÃ åßíáé ôï êïéíü åîùôåñéêü åöá-
ðôüìåíï ôìÞìá ôïõò  êáé (Ï,ó) ï êýêëïò ðïõ åöÜðôåôáé
óôïõò (Ê,R), (Ë,ñ) êáé óôç ÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé: 

i) ÂÃ = 2ÏRwñw ii) + = .

3. Èåùñïýìå ôñáðÝæéï ABÃÄ ìå A
^

= Â
^

= 1z. Áí Ì, Í
ôá ìÝóá ôùí äéáãùíßùí ÂÄ, ÁÃ áíôßóôïé÷á êáé Ê ôï
óçìåßï ôïìÞò ôçò ÁÌ ìå ôç ÂÃ íá áðïäåßîåôå üôé :
i) ôo ABKÄ åßíáé ïñèïãþíéï,
ii) ÄÃ2 � ÁÂ2 = 4ÌÍ2.
4. Óå êÜèå ïñèïãþíéï ôñßãùíï íá áðïäåßîåôå üôé
2ìá

2 $ âã.

5. Èåùñïýìå êýêëï (Ï,R), äéÜìåôñü ôïõ ÁÂ êáé ìßá
÷ïñäÞ ôïõ ÃÄ ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÂ óôï Å êáé ó÷çìáôßæåé
ìå áõôÞ ãùíßá 45°. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÅÃ2 + ÅÄ2 = 2R2.
6. Èåùñïýìå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (A

^
= 1z) êáé ôï

ýøïò ôïõ ÁÄ. Áí x, y êáé ù åßíáé áíôßóôïé÷á ôá ìÞêç
ïðïéùíäÞðïôå ïìüëïãùí ãñáììéêþí óôïé÷åßùí ôùí ôñé-
ãþíùí (ð.÷. äéáìÝóùí, õøþí, áêôßíùí åããåãñáììÝíùí
êýêëùí êôë.) ÄÁÂ, ÄÁÃ êáé ÁÂÃ, ôüôå x2 + y2 = ù2.

1
}
Ïów

1
}
Ïñw

1
}
ÏRw
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ÐÑÏÂËÇÌÁ 1

Áí á, â åßíáé ãíùóôÜ ôìÞìáôá, íá êáôáóêåõÜóåôå ôï ôìÞìá k , ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí
éóüôçôá : (i) k = ÏÏáw2w+wâw2w, (ii) k = ÏÏáw2w�w âw2w.

Ëýóç
(i) Ç äïóìÝíç éóüôçôá ãñÜöåôáé éóïäýíáìá k2 = á2 + â2, ïðüôå

ôï æçôïýìåíï ôìÞìá k åßíáé õðïôåßíïõóá ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ìå
êÜèåôåò ðëåõñÝò á, â.
ÅðïìÝíùò, áí ðÜíù óôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò (ó÷.7) Ïx, Oy ìßáò
ïñèÞò ãùíßáò xO

^
y ðÜñïõìå áíôßóôïé÷á ôá óçìåßá Á, Â, þóôå

OA=á êáé ÏÂ=â, ôüôå

êáé åðïìÝíùò ôï ôìÞìá ÁÂ åßíáé ôï æçôïýìåíï ôìÞìá k . 
Åßíáé öáíåñü üôé ôï ôìÞìá k êáôáóêåõÜæåôáé ãéá ïðïéáäÞðïôå
ôìÞìáôá á, â.

(ii) Ç äïóìÝíç éóüôçôá ãñÜöåôáé éóïäýíáìá k2 = á2�â2 ç ïðïßá
óçìáßíåé üôé ôï æçôïýìåíï ôìÞìá k åßíáé ç ìßá êÜèåôç ðëåõñÜ
ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ìå õðïôåßíïõóá á êáé Üëëç êÜèåôç ðëåõñÜ ôï â. Ç êáôáóêåõÞ åßíáé
üìïéá ôçò (i).

ÐÑÏÂËÇÌÁ 2 

Áí á, â åßíáé ãíùóôÜ ôìÞìáôá, íá êáôáóêåõÜóåôå ôï ôìÞìá x , ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí
éóüôçôá x = ÏÏáwâw. Ôï ôìÞìá x åßíáé ç ìÝóç áíÜëïãïò ôùí á, â.
Ëýóç
Ç äïóìÝíç éóüôçôá ãñÜöåôáé éóïäýíáìá x2 = áâ ç ïðïßá óçìáß-
íåé üôé ôï x åßíáé ôï ýøïò ôïõ ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ, ðïõ ÷ùñßæåé
ôçí õðïôåßíïõóá óå äýï ôìÞìáôá ßóá ìå á êáé â áíôßóôïé÷á.
Ðáßñíïõìå åðïìÝíùò óå ìßá åõèåßá äéáäï÷éêÜ ôá ôìÞìáôá AB=á
êáé ÂÃ=â (ó÷.8). ÃñÜöïõìå çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÃ êáé óôï Â
õøþíïõìå êÜèåôo óôçí ÁÃ, ðïõ ôÝìíåé ôï çìéêýêëéï óôï Ä. Ó÷ç-
ìáôßæïõìå ôï ôñßãùíï ÄÁÃ ôï ïðïßï åßíáé ïñèïãþíéï (Ä^=1z).
ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ÄÂ2 = ÁÂ ? ÂÃ = áâ êáé êáôÜ óõíÝðåéá ôï
ôìÞìá ÄÂ åßíáé ôï æçôïýìåíï. Åßíáé öáíåñü üôé ôï ôìÞìá x êáôá-
óêåõÜæåôáé ãéá ïðïéáäÞðïôå ôìÞìáôá á, â.

ÁÂ ÏÁ ÏÂ á â2 2 2 2 2= + = +

Ó÷Þìá 7
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Ç áíáêÜëõøç ôçò áóõììåôñßáò
Áñ÷éêÜ ïé Ðõèáãüñåéïé ðßóôåõáí üôé ï ëüãïò

ïéùíäÞðïôå (öõóéêþí Þ ãåùìåôñéêþí) ìåãåèþí
ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò ëüãïò öõóéêþí áñéè-
ìþí. Åéäéêüôåñá, èåùñïýóáí üôé üëá ôá ôìÞìá-
ôá åßíáé óýììåôñá, äçëáäÞ ãéá ïðïéáäÞðïôå
äýï ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ õðÜñ÷åé ôìÞìá ÅÆ ðïõ
ðåñéÝ÷åôáé áêÝñáéï áñéèìü öïñþí ôüóï óôï
ÁÂ, üóï êáé ôï ÃÄ.

¼ìùò óýíôïìá Ýêáíáí ìéá áíáêÜëõøç ðïõ
Ýìåëëå íá êëïíßóåé ôçí ðåðïßèçóÞ ôïõò áõôÞ.
ÂñÞêáí üôé õðÜñ÷ïõí ìåãÝèç ðïõ äåí åßíáé
óýììåôñá. Äåí ãíùñßæïõìå ìå âåâáéüôçôá ðïéï
áêñéâþò ðñüâëçìá ïäÞãçóå ôïõò áñ÷áßïõò ¸ë-
ëçíåò óôçí áíáêÜëõøç áõôÞ. Ïé éóôïñéêïß
Ý÷ïõí ðñïôåßíåé êáôÜ êáéñïýò ðïëëÝò åêäï÷Ýò.
Ç áíáêÜëõøç áõôÞ ìðïñåß íá åß÷å ãßíåé ð.÷. óôç
ãåùìåôñßá, óôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò ôïõ êïé-
íïý ìÝôñïõ ôçò äéáãùíßïõ ðñïò ôçí ðëåõñÜ ôïõ
ôåôñáãþíïõ, Þ êáôÜ ôç ìåëÝôç ôïõ êáíïíéêïý
äùäåêáÝäñïõ, Þ óôç èåùñßá ôçò ìïõóéêÞò, óôï
ðñüâëçìá ôçò äéáßñåóçò ôçò ïêôÜâáò, ðïõ áíÜ-
ãåôáé óôçí åýñåóç ôïõ ãåùìåôñéêïý ìÝóïõ ôùí
áñéèìþí 1 êáé 2, Þ óôçí áñéèìçôéêÞ, óôï ðñü-
âëçìá ôïõ ïñéóìïý ôïõ ëüãïõ, ðïõ ôï ôåôñÜ-
ãùíü ôïõ åßíáé ßóï ìå 2.

Ç ðñþôç ìáñôõñßá ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò
áóõììåôñßáò (áëëÜ ü÷é êáô� áíÜãêç êáé éóôïñé-
êÜ ðñþôç áðüäåéîç) áðáíôÜôáé óôá «Áíáëõ-
ôéêÜ ¾óôåñá» ôïõ ÁñéóôïôÝëç, ï ïðïßïò áíáöÝ-
ñåé üôé ç áðüäåéîç ôçò áóõììåôñßáò ôçò äéáãù-
íßïõ ìå ôçí ðëåõñÜ ôïõ ôåôñáãþíïõ ãßíåôáé ìå
ôçí åéò Üôïðï áðáãùãÞ, ãéáôß «áí õðïôåèåß üôé ç
äéÜìåôñïò åßíáé óýììåôñç ìå ôçí ðëåõñÜ, ôüôå
ï Üñôéïò èá éóïýôáé ìå ôïí ðåñéôôü». Ç ðñüôáóç
áõôÞ ôïõ ÁñéóôïôÝëç åñìçíåýåôáé ùò åîÞò:

Áí õðïèÝóïõìå üôé ç ðëåõñÜ ÁÂ åßíáé óýììåôñç
ðñïò ôç äéáãþíéï ÁÃ, ôüôå ï ëüãïò ôïõò åßíáé ëü-

ãïò áêåñáßùí áñéèìþí, äçëáäÞ, }
A

A

B

Ã
} = }

á

â
}, üðïõ

ïé á, â äåí åßíáé êáé ïé äýï Üñôéïé. Ôüôå, áðü ôï
Ðõèáãüñåéï èåþñçìá Ý÷ïõìå ÁÃ2 = 2ÁÂ2.

ÅðïìÝíùò, }
Á

Á

Â

Ã2

2

} = }
á

â2

2

} = }
1

2
}, Þ â2=2á2.

188

ÊÅÖÁËÁÉÏ 9

ÐÑÏÂËÇÌÁ 3

Áí á åßíáé ãíùóôü ôìÞìá, íá êáôáóêåõáóèåß ôìÞìá ßóï ìå ÏÏ2w á , ÏÏ3w á , ÏÏ5w á, ¼ , ÏÏíw á
ìå í öõóéêü ìåãáëýôåñï Þ ßóï ôïõ äýï.
Ëýóç 
Áí x =Ï2w á, ôüôå x2 = 2á2 = á2 + á2 , ç ïðïßá óçìáßíåé üôé
ôï x ìðïñåß íá êáôáóêåõáóèåß (ó÷.9) ùò õðïôåßíïõóá ïñèï-
ãþíéïõ êáé éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ìå êÜèåôåò ðëåõñÝò ßóåò
ìå á. ¸ôóé ôï ÏÂ åßíáé ôï æçôïýìåíï ôìÞìá.

Áí y 5Ï3w á, ôüôå y2 5 3á2 5 á2 1 2á2 5 á2 1 x2 ðïõ óç-
ìáßíåé üôé ôï y åßíáé õðïôåßíïõóá ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ìå
êÜèåôåò ðëåõñÝò á êáé x . Áí ëïéðüí öÝñïõìå êÜèåôo óôçí
ÏÂ óôï Â êáé ðÜíù óå áõôÞ ðÜñïõìå óçìåßï Ã, þóôå ÂÃ=á,
ôüôå ÏÃ =Ï3w á, äçëáäÞ y = ÏÃ. Óõíå÷ßæïíôáò ìå áõôüí ôïí
ôñüðï êáôáóêåõÜæïõìå äéáäï÷éêÜ ôá ôìÞìáôá Ï2w á, Ï3w á, Ï5w á, ¼ , Ïíw á.

Ó÷Þìá 9
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Áõôü óçìáßíåé üôé ï â2 åßíáé Üñôéïò êáé åðïìÝ-
íùò êáé ï â åßíáé Üñôéïò (äçëáäÞ ôçò ìïñöÞò
â=2ë). Ôüôå ï á ðñÝðåé íá åßíáé ðåñéôôüò (áöïý
ïé á, â äåí åßíáé êáé ïé äýï Üñôéïé). ¼ìùò ôüôå
(2ë)2 = 2á2, Þ 4ë2=2á2, Þ 2ë2 = á2 êé åðïìÝíùò
ï á2 åßíáé Üñôéïò, ïðüôå êáé ï á åßíáé Üñôéïò,
ðïõ åßíáé Üôïðï.

ÐñÝðåé íá óçìåéþóïõìå üôé ç áðüäåéîç
áõôÞ Ý÷åé êáèáñÜ áñéèìçôéêü ÷áñáêôÞñá êáé
óôçñßæåôáé óôç èåùñßá ôïõ Üñôéïõ êáé ôïõ ðå-
ñéôôïý (äçëáäÞ ôç èåùñßá äéáéñåôüôçôáò äéá 2)
ðïõ åß÷áí áíáðôýîåé ïé Ðõèáãüñåéïé.

ÃñÞãïñá âñÝèçêáí êáé Üëëá áóýììåôñá
ôìÞìáôá. Åéäéêüôåñá, ï Èåüäùñïò ï Êõñçíáßïò
(ôÝëç ôïõ 5ïõ áé. ð.×.) áíáêÜëõøå üôé ïé ðëåõ-

ñÝò ôùí ôåôñáãþíùí ìå åìâáäüí 3, 5, 6, 7, 8,
10, 11, 12, 13, 14, 15 åßíáé áóýììåôñåò ìå ôç
äéáãþíéï ôïõ ôåôñáãþíïõ ìå ðëåõñÝò ôç
ìïíÜäá. Åðßóçò, ï Èåáßôçôïò áðÝäåéîå üôé áí ôï
åìâáäüí åíüò ôåôñáãþíïõ åêöñÜæåôáé ìå Ýíáí
áñéèìü Í ðïõ äåí åßíáé ôåôñÜãùíïò, ôüôå ç
ðëåõñÜ ôïõ åßíáé áóýììåôñç ìå ôç ìïíÜäá. Ìå

óýã÷ñïíç ïñïëïãßá, áí Í Þ á2, ôüôå ï ÏÍw äåí

åßíáé ñçôüò áñéèìüò. Ï Èåáßôçôïò ðñï÷þñçóå
ðáñáðÝñá ôéò ÝñåõíÝò ôïõ êáé áðÝäåéîå üôé êáé

üëïé ïé áñéèìïß ôçò ìïñöÞò Ï3
Íw, üðïõ Í öõóé-

êüò áñéèìüò äåí åßíáé ôÝëåéïé êýâïé. Åðßóçò
åîÝôáóå Üññçôïõò ôçò ìïñöÞò ÏÌw +w Íw, ÏÌw +

ÏÍw, ÏÏwÌww +w ÏwÍww.

9.4 Ãåíßêåõóç ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåùñÞìáôïò

Ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá åêöñÜæåé ôï ôåôñÜãùíï ìßáò ðëåõñÜò
ôñéãþíïõ ðïõ âñßóêåôáé áðÝíáíôé áðü ïñèÞ ãùíßá, ùò ðñïò ôéò
äýï Üëëåò ðëåõñÝò. Ðñïêýðôåé, ëïéðüí, ôï åñþôçìá: ôï ôåôñÜ-
ãùíï ìßáò ðëåõñÜò ôñéãþíïõ ðïõ âñßóêåôáé áðÝíáíôé óå ïîåßá
Þ áìâëåßá ãùíßá ìðïñåß íá åêöñáóèåß ùò óõíÜñôçóç ôùí
Üëëùí ðëåõñþí; ÁðÜíôçóç óôï åñþôçìá áõôü äßíïõí ôá áêü-
ëïõèá äýï èåùñÞìáôá.

Áí äçëáäÞ óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ (ó÷.10) åßíáé ð.÷. A
^

< 1z êáé

ÁÄ ç ðñïâïëÞ ôçò ðëåõñÜò ã ðÜíù óôç â, ôüôå éó÷ýåé üôé

.
Áðüäåéîç
Áðü ôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÄÂÃ, ÄÂÁ Ý÷ïõìå, ìå åöáñìïãÝò

á â ã â ÁÄ2 2 2 2= + - ×

Ôï ôåôñÜãùíï ðëåõñÜò ôñéãþíïõ, ðïõ âñßóêåôáé áðÝíá-
íôé áðü ïîåßá ãùíßá, åßíáé ßóï ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôå-
ôñáãþíùí ôùí äýï Üëëùí ðëåõñþí ôïõ, åëáôôùìÝíï
êáôÜ ôï äéðëÜóéï ãéíüìåíï ôçò ìßáò áðü áõôÝò åðß ôçí
ðñïâïëÞ ôçò Üëëçò ðÜíù óå áõôÞ.

Èåþñçìá É
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ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåùñÞìáôïò  áíôßóôïé÷á : 

êáé .

ÅðåéäÞ åßíáé z ôá Ä,Ã âñßóêïíôáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôïõ

Á êáé åéäéêüôåñá:

� áí z ôï Ä åßíáé ìåôáîý ôùí Á, Ã (ó÷.10á), ïðüôå
ÄÃ 5â 2 ÁÄ.

� áí z ôï Ã åßíáé ìåôáîý ôùí Á, Ä (ó÷.10â), ïðüôå

.

Áðü ôéò äýï ôåëåõôáßåò éóüôçôåò ðñïêýðôåé üôé 

.

Ìå áíôéêáôÜóôáóç áõôÞò ôçò ó÷Ýóçò êáé ôçò 
ÄÂ2 = ã2 � ÁÄ2 óôçí á2 = ÄÂ2 + ÄÃ2 ðñïêýðôåé üôé

,

äçëáäÞ ç æçôïýìåíç éóüôçôá.

� áí ôÝëïò =1z, ôï Ä óõìðßðôåé ìå ôï Ã êáé ôï ïñèïãþíéï

ôñßãùíï ÃÁÂ äßíåé ðïõ ãñÜöåôáé

, áöïý .

Áí äçëáäÞ óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ (ó÷.11) åßíáé ð.÷. A
^

> 1z êáé
ÁÄ ç ðñïâïëÞ ôçò ðëåõñÜò ã ðÜíù óôç â, ôüôå éó÷ýåé 

Áðüäåéîç 
Áðü ôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÄÂÃ êáé ÄÂÁ, ðáßñíïõìå áíôß-
óôïé÷á: 

êáé .
ÅðåéäÞ A

^
> 1z, ôï Ä âñßóêåôáé óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÃÁ ðñïò

ôï Á êáé åðïìÝíùò ïðüôå

ÄÃ2 = (â + ÁÄ)2 = â2 + ÁÄ2 + 2â ? ÁÄ.

ÄÃ â ÁÄ= +

ÄÂ ã ÁÄ2 2 2= -á ÄÂ ÄÃ2 2 2= +

á2 = â2 + ã2 + 2â ? ÁÄ.

ÁÄ â=á â ã â ÁÄ2 2 2 2= + - .

á ã â2 2 2= -

$Ã

á ã ÁÄ â ÁÄ â ÁÄ â ã â ÁÄ2 2 2 2 2 2 22 2= - + + - = + -. .

( )ÄÃ â ÁÄ â ÁÄ â ÁÄ2 2 2 2 2= - = + - .

ÄÃ ÁÄ â= -

$Ã >1

$Ã <1

$Á<1

ÄÂ ã ÁÄ2 2 2= -á ÄÂ ÄÃ2 2 2= +

Ôï ôåôñÜãùíï ðëåõñÜò ôñéãþíïõ ðïõ âñßóêåôáé áðÝ-
íáíôé áðü áìâëåßá ãùíßá åßíáé ßóï ìå ôï Üèñïéóìá ôùí
ôåôñáãþíùí ôùí äýï Üëëùí ðëåõñþí, áõîçìÝíï êáôÜ
ôï äéðëÜóéï ãéíüìåíï ôçò ìßáò áðü áõôÝò åðß ôçí
ðñïâïëÞ ôçò Üëëçò ðÜíù óå áõôÞ.

Èåþñçìá ÉÉ
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Ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí ó÷Ýóåùí êáé

óôç ó÷Ýóç á2 5 ÄÂ2 1 ÄÃ2, ðñïêýðôåé ç æçôïýìåíç éóüôçôá  

.

Áðü ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá êáé ôá ðñïçãïýìåíá èåùñÞìáôá
É êáé ÉÉ ðñïêýðôåé Üìåóá üôé óå êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷ïõìå :

(i) Aí Á
^

<1zz, ôüôå á2 < â2 + ã2,
(ii) Aí Á

^
=1zz, ôüôå á2 = â2 + ã2,

(iii) Aí Á
^

>1zz, ôüôå á2 > â2 + ã2.
Áðïäåéêíýåôáé üìùò, ìå áðáãùãÞ óå Üôïðï üôé éó÷ýåé êáé ôï áíôß-
óôñïöï ôùí (i), (ii), (iii). ÐñÜãìáôé, áí ð.÷. éó÷ýåé á2 < â2 + ã2 äåí
ìðïñåß íá éó÷ýåé Á

^
=1z Þ Á

^
>1z, ãéáôß ôüôå áðü ôéò (ii) êáé (iii) èá

åß÷áìå á2 = â2 + ã2 Þ á2 > â2 + ã2 áíôßóôïé÷á, ðïõ åßíáé Üôïðï, áöïý
á2 < â2 + ã2. ¢ñá Á

^
<1z. 

¼ìïéá áðïäåéêíýïíôáé êáé ïé Üëëåò ðåñéðôþóåéò. 

¸ôóé Ý÷ïõìå ôï áêüëïõèï ðüñéóìá:

Óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá áõôü êáé åðåéäÞ óå êÜèå ôñßãùíï ç
ìåãáëýôåñç ðëåõñÜ âñßóêåôáé áðÝíáíôé óôç ìåãáëýôåñç ãù-
íßá, óõãêñßíïíôáò ôï ôåôñÜãùíï ôçò ìåãáëýôåñçò ðëåõñÜò
åíüò ôñéãþíïõ ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí Üëëùí
ðëåõñþí ôïõ, äéáðéóôþíïõìå áí ôï ôñßãùíï åßíáé ïîõãþíéï,
ïñèïãþíéï Þ áìâëõãþíéï.

á ã ÁÄ â ÁÄ â ÁÄ â ã â ÁÄ2 2 2 2 2 2 22 2= - + + + = + +. .

( )ÄÃ â ÁÄ â ÁÄ â ÁÄ2 2 2 2 2= + = + + .

ÄÂ ã ÁÄ2 2 2= -

Ó×ÏËÉÏ
Åßíáé öáíåñü üôé ôá ðáñáðÜíù
èåùñÞìáôá É êáé ÉÉ áðïôåëïýí
ãåíßêåõóç ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåù-
ñÞìáôïò, áöïý óôçí ðåñßðôùóç
ðïõ åßíáé A

^
= 1z, ôá èåùñÞìáôá

áõôÜ äßíïõí ùò åéäéêÞ ðåñß-
ðôùóç ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá.

ÐÏÑIÓÌÁ

Óå êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýïõí ïé éóïäõíáìßåò:

(i) á2 > â2 + ã2, áí êáé ìüíï áí Á
^

>1zz,

(ii) á2 = â2 + ã2, áí êáé ìüíï áí Á
^

=1zz,

(iii) á2 < â2 + ã2, áí êáé ìüíï áí Á
^

<1zz.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ

Áí óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé á=8, â=10 êáé ã=7, èá Ý÷ïõìå
â2=100, á2 + ã2 = 64 + 49 =113 äçëáäÞ â2 < á2 + ã2, ïðüôå
Â
^

<1z êáé åðåéäÞ ç Â
^

åßíáé ç ìåãáëýôåñç ãùíßá ôïõ ôñé-
ãþíïõ, ôï ôñßãùíï èá åßíáé ïîõãþíéï.
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ÔÝëïò áðü ôá èåùñÞìáôá I êáé II åêöñÜæïíôáò ôçí ðñïâïëÞ
ÁÄ ùò ðñïò ôï óõíÁ ðñïêýðôåé ôï åðüìåíï ðüñéóìá:

ÍÏÌÏÓ ÔÙÍ ÓÕÍÇÌÉÔÏÍÙÍ

Óå êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé ç ó÷Ýóç 

á2 = â2 + ã2 � 2âã ? óõíÁ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

Áí ìåôáîý ôùí ðëåõñþí á, â, ã åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ

éó÷ýåé ã = ÏÏáw2w+w âw2w+w ÏÏw3wwáwâw, ôüôå :

(i) íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï åßíáé áìâëõãþíéï,
(ii) íá õðïëïãßóåôå ôç ãùíßá Ã

^
.

Ëýóç
(i) Áðü ôç äïóìÝíç éóüôçôá ðñïêýðôåé üôé ç ã åßíáé ç ìå-
ãáëýôåñç ðëåõñÜ êáé åðéðëÝïí üôé ã2 > á2 + â2 , ïðüôå ç
ãùíßá Ã

^
åßíáé áìâëåßá.

(ii) ÅðåéäÞ ç ãùíßá Ã
^

åßíáé áìâëåßá, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá áìâëåßáò ãùíßáò Ý÷ïõìå:
ã2 = á2 + â2 + 2á ? ÃÄ (1).

Áðü ôçí õðüèåóç üìùò Ý÷ïõìå 
ã2 = á2 + â2 + Ï3wáâ   (2).

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé ÃÄ = }
Ï
2

3w
} â. Åöáñìüæïíôáò ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá óôï

ôñßãùíï ÁÄÃ Ý÷ïõìå ÁÄ2 = â2 �ÃÄ2 = }
â

4

2

}, ïðüôå ÁÄ = }
â

2
} = }

Á

2

Ã
} ðïõ óçìáßíåé üôé Ã

^

åî = 30°

êáé åðïìÝíùò Ã
^

= 150°.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Ôï ýøïò õá åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

õá = }
á

2
} ÏÏô(wôw�w áw)(wôw�w âw)(wôw�w ãw)w,

üðïõ ô = }
1

2
} (á + â + ã) ç çìéðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþíïõ. ÁíÜëïãåò åêöñÜóåéò éó÷ýïõí

êáé ãéá ôá Üëëá ýøç õâ êáé õã.

Ó÷Þìá 12
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Áðüäåéîç

Åóôù Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ÁÄ ôï ýøïò ôïõ . Áðü ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÄÁÂ Ý÷ïõìå

(1).

ÐñÝðåé åðïìÝíùò íá õðïëïãßóïõìå ôçí
ðñïâïëÞ ÂÄ ôçò ã ðÜíù óôçí á.
� Áí Â

^
# 1z, áðü ôï ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷ïõìå

Þ

(2)

� Áí Â
^

$ 1z, áðü ôï ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷ïõìå

Þ   (3).

Áðü ôéò (2) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé

ìå áíôéêáôÜóôáóç ôçò ïðïßáò óôçí (1) ðáßñíïõìå:

= }
4

1

á2
} (2áã + á2 + ã2 � â2)(2áã � á2 � ã2 + â2) =

(4).

ÅðåéäÞ , èá åßíáé 

, êáé ,

ïðüôå ç (4) ãßíåôáé:

áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé ôï æçôïýìåíï.

( ) ( ) ( ) ( )( )( )õ
á

ô ô â ô ã ô á
á

ô ô á ô â ô ãá
2

2 2

1

4
2 2 2 2

4
= - - - = - - -. . .

( )â ã á ô á+ - = -2( )á â ã ô ã+ - = -2( )á ã â ô â â ô â+ - = - - = -2 2

á â ã ô+ + =2

( )( )( )( )= + + + - + - - +
1

4 2á
á â ã á ã â â á ã â á ã

( )[ ] ( )[ ]= + - - - =
1

4 2

2 2 2 2

á
á ã â â á ã

( ) ( )[ ]õ ã
á

á ã â
á

á ã á ã âá
2 2

2
2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 21

4

1

4
4= - + - = - + - =

( )ÂÄ
á

á ã â2
2

2 2 2 21

4
= + -

( )ÂÄ
á

á ã â= - + -
1

2
2 2 2â á ã á ÂÄ2 2 2 2= + + .

( )ÂÄ
á

á ã â= + -
1

2
2 2 2

â á ã á ÂÄ2 2 2 2= + - .

õ ã ÂÄá
2 2 2= -

õá

Ó÷Þìá 13
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9.5  ÈåùñÞìáôá äéáìÝóùí

Ïé åðüìåíåò ìåôñéêÝò ó÷Ýóåéò ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå áöïñïýí
ôïí õðïëïãéóìü ôùí äéáìÝóùí åíüò ôñéãþíïõ êáé ôùí ðñï-
âïëþí ôïõò óôéò ðëåõñÝò, ùò óõíÜñôçóç ôùí ðëåõñþí ôïõ ôñé-
ãþíïõ.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá íá óõìðëçñþóôå ôá êåíÜ:

i) ÂÃ2 = ¼ + ¼ + 2ÁÂ ¼
ii) ÂÃ2 = ¼ + ¼ + 2ÁÃ ¼
2. Íá âñåèåß ôï åßäïò ôùí ãùíéþí ôñéãþíïõ ÁÂÃ üôáí:
i) â2 = 3á2 + ã2,
ii) ã2 = á2 � â2,
iii) á2 � â2 = 2ã2.
3. Áí â ç ..................... ðëåõñÜ áìâëõãþíéïõ ôñéãþíïõ
ÁÂÃ ôüôå .... > á2 + .... (Íá óõìðëçñþóåôå ôá êåíÜ).
4. Áí óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé ÁÂ = ÁÃ êáé 
Á
^

= 120°, íá äéêáéïëïãÞóåôå ãéáôß á2 = 3â2.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá åîåôÜóåôå áí õðÜñ÷åé ôñßãùíï ÁÂÃ, ìå á=6ì,
â=5ì, ã=4ì, üðïõ ì èåôéêÞ ðáñÜìåôñïò. Íá åîåôáóèåß
ôï åßäïò ôïõ ôñéãþíïõ ùò ðñïò ôéò ãùíßåò ôïõ.
2. ÕðÜñ÷åé ôñßãùíï ìå ìÞêç ðëåõñþí á=6, â=5, ã=4;
Áí íáé, íá õðïëïãéóèïýí ôá ýøç ôïõ ôñéãþíïõ.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå a = Ï2w, â = 1+Ï3w, ã = 2.
Íá õðïëïãéóèåß ç ãùíßá Á

^
.

4. Äßíåôáé ïîõãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ = 4cm, ÁÃ =
5cm êáé ÁÂ

^
Ä = 30°, üðïõ ÂÄ ôï ýøïò ôïõ. Íá õðïëï-

ãéóèåß ç ðëåõñÜ ôïõ ÂÃ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Ïé ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ Ý÷ïõí ìÞêç
ÁÂ=9cm, ÂÃ=7cm êáé ÁÃ=12cm. Íá õðïëïãéóèåß ôï
ìÞêïò ôçò ðñïâïëÞò ôçò ÂÃ ðÜíù óôçí ÁÂ.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé óå êÜèå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå âÜóåéò
ÁÂ, ÃÄ éó÷ýåé üôé 

.
3. Áí ÂÂ´, ÃÃ´åßíáé ýøç åíüò ïîõãþíéïõ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé .

4. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ( 1z). Ðñï-
åêôåßíïõìå ôçí ðëåõñÜ ÁÃ êáôÜ ÃÄ=ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå
üôé ÂÄ2=2ÂÃ×ÁÄ.
5. Óå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) öÝñïõìå ðá-
ñÜëëçëï ôçò ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ óôá Ä êáé Å
áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ÂÅ2=ÅÃ2+ÂÃ×ÄÅ.

6. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 1z) ìå ðëåõ-
ñÝò á, â, ã. ÕðÜñ÷åé ôñßãùíï ìå ðëåõñÝò 5á, 4â, 3ã;

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ = ÁÃ êáé

Á
^

= 30°. Íá áðïäåßîåôå üôé .

2. Äßíåôáé êýêëïò äéáìÝôñïõ ÁÂ êáé ìßá ÷ïñäÞ ôïõ
ÃÄ//ÁÂ. Áí Ì åßíáé ôõ÷áßï óçìåßï ôçò ÁÂ, íá áðïäåß-
îåôå üôé ÌÃ2+ÌÄ2=ÌÁ2+ÌÂ2.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå á3=â3+ã3. Íá áðïäåßîåôå ü-
ôé ôï ôñßãùíï åßíáé ïîõãþíéï.

á â= -2 3

$A =

á â ÃÂ ã ÂÃ2 = ¢ + ¢. .

AÃ ÂÄ ÁÄ ÂÃ ÁÂ ÃÄ2 2 2 2 2+ = + + .
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Áðüäåéîç

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ, ç äéÜìåóïò êáé ôï ýøïò ÁÄ. Áí

ÁÃ>ÁÂ, ôüôå ôï ß÷íïò Ä ôïõ âñßóêåôáé ìåôáîý ôùí Â, Ì

(ó÷.14) êáé z, åíþ z. Åöáñìüæïõìå ôï

èåþñçìá áìâëåßáò ãùíßáò óôï ôñßãùíï ÁÌÃ êáé ôï èåþñçìá
ïîåßáò ãùíßáò óôï ôñßãùíï ÁÌÂ. Ôüôå èá Ý÷ïõìå üôé:

(i)  

(ii) 
ÐñïóèÝôïíôáò êáôÜ ìÝëç áõôÝò ôéò ó÷Ýóåéò êáé ëáìâÜíïíôáò
õðüøç üôé ÌÂ = ÌÃ Ý÷ïõìå:

Þ  .

ÁíÜëïãá Ý÷ïõìå êáé ôïõò áêüëïõèïõò ôýðïõò :

,  .

Áðü ôïõò ôýðïõò áõôïýò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôá ôå-
ôñÜãùíá ôùí äéáìÝóùí ùò óõíÜñôçóç ôùí ðëåõñþí ôïõ
ôñéãþíïõ:

, ,

.

Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí ðñïâïëþí ôùí äéáìÝóùí óôéò ðëåõ-
ñÝò ôïõ ôñéãþíïõ Ý÷ïõìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

ì
á â ã

ã
2

2 2 22 2
4

=
+ -

ì
á ã â

â
2

2 2 22 2
4

=
+ -

ì
â ã á

á
2

2 2 22 2
4

=
+ -

á ã ì
â

â
2 2 2

2

2
2

+ = +á â ì
ã

ã
2 2 2

2

2
2

+ = +

â ã ì
á

á
2 2 2

2

2
2

+ = += +2
2

2
2

ÁÌ
ÂÃ

ÁÃ ÁÂ ÁÌ ÌÂ ÁÌ
ÂÃ2 2 2 2 2

2

2 2 2 2
2

+ = + = + æ
èç

ö
ø÷

=

ÁÂ ÁÌ ÌÂ ÌÂ ÌÄ2 2 2 2= + - .

ÁÃ ÁÌ ÌÃ ÌÃ ÌÄ2 2 2 2= + + .

ÁÌÂ$ <1ÁÌÃ$ >1

õá

AM ìá=

Ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí äýï ðëåõñþí åíüò ôñéãþ-
íïõ éóïýôáé ìå ôï äéðëÜóéï ôïõ ôåôñáãþíïõ ôçò äéáìÝ-
óïõ ðïõ ðåñéÝ÷åôáé ìåôáîý ôùí ðëåõñþí áõôþí, áõîç-
ìÝíï êáôÜ ôï ìéóü ôïõ ôåôñáãþíïõ ôçò ôñßôçò ðëåõñÜò.

Èåþñçìá É (1o Èåþñçìá ÄéáìÝóùí)

Ó÷Þìá 14
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Áðüäåéîç
¸óôù üôé ÁÃ>ÁÂ. Áöáéñþíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò ó÷Ýóåéò (âë.
Áðüäåéîç èåùñÞìáôïò É):

(i) ÁÃ2 = ÁÌ2 + ÌÃ2 + 2ÌÃ ? ÌÄ
(ii) ÁÂ2 = ÁÌ2 + ÌÂ2 � 2ÌÂ ? ÌÄ

âñßóêïõìå üôé

Þ   .

9.6  Âáóéêïß ãåùìåôñéêïß ôüðïé 

×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ðñïçãïýìåíåò ìåôñéêÝò ó÷Ýóåéò èá
ìåëåôÞóïõìå ôá ðáñáêÜôù ðñïâëÞìáôá ãåùìåôñéêþí ôüðùí.

â ã á ÌÄ2 2 2- = .ÁÃ ÁÂ ÌÂ ÌÄ
ÂÃ

ÌÄ2 2 4 4
2

- = =. .

Ç äéáöïñÜ ôùí ôåôñáãþíùí äýï ðëåõñþí åíüò ôñéãþ-
íïõ éóïýôáé ìå ôï äéðëÜóéï ãéíüìåíï ôçò ôñßôçò ðëåõ-
ñÜò åðß ôçí ðñïâïëÞ ôçò áíôßóôïé÷çò äéáìÝóïõ ðÜíù
óôçí ðëåõñÜ áõôÞ.

Èåþñçìá ÉÉ (2o Èåþñçìá äéáìÝóùí)

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Áí ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóïóêå-
ëÝò (AÃ = ÁÂ) Þ éóüðëåõñï ôüôå,
ôï Ì ôáõôßæåôáé ìå ôï Ä êáé ôï
2ï èåþñçìá äéáìÝóùí éó÷ýåé
ôáõôïôéêÜ.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 1

¸óôù Á, Â äýï óôáèåñÜ óçìåßá êáé k Ýíá äïóìÝíï ôìÞìá.
Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôùí óçìåßùí, ôùí ïðïßùí
ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí áðïóôÜóåùí áðü ôá Á,

Â éóïýôáé ìå k2.
Ëýóç
¸óôù Ì Ýíá óçìåßï ôïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ. Óýìöùíá ìå ôï
ðñüâëçìá èá åßíáé :

(1). 

Áí Ï åßíáé ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ, ôüôå áðü ôï 1ï èåþñçìá ôùí äéáìÝóùí èá Ý÷ïõìå

(2).

Áðü ôçí éóüôçôá áõôÞ âëÝðïõìå üôé ôï ôìÞìá ÌÏ Ý÷åé óôáèåñü ìÞêïò. 

¸ôóé ôï Ì áðÝ÷åé áðü ôï óôáèåñü óçìåßï Ï óôáèåñÞ áðüóôáóç ßóç ìå , Üñá

âñßóêåôáé óôïí êýêëï .Ê O
k AB

,
2

2

2 2-æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2

2 2k AB-

k MO
AB

MO
k AB

2 2
2 2 2

2
2

2
2

= + Û =
-

AÌ BÌ MO
AB

2 2 2
2

2
2

+ = + Û

AM BM k2 2 2+ =
Ó÷Þìá 15
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Áíôßóôñïöá. Èá áðïäåßîïõìå üôé êÜèå óçìåßï Ì ôïõ êýêëïõ åßíáé êáé

óçìåßï ôïõ æçôïýìåíïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ, äçëáäÞ üôé éó÷ýåé AM2 + MB2 = k2. ÐñÜãìáôé,
áðü ôï 1ï èåþñçìá äéáìÝóùí Ý÷ïõìå

.

ÅðïìÝíùò ï æçôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò åßíáé ï êýêëïò ðïõ Ý÷åé êÝíôñï Ï ôï ìÝóï ôïõ

ôìÞìáôïò ÁÂ êáé áêôßíá ßóç ìå .

Äéåñåýíçóç. Áðáñáßôçôç ðñïûðüèåóç ãéá íá õðÜñ÷åé ãåùìåôñéêüò ôüðïò åßíáé 

¼ôáí Ý÷ïõìå éóüôçôá ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò áðïôåëåßôáé ìüíï áðü ôï óçìåßï Ï.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 2 

¸óôù Á, Â äýï óôáèåñÜ óçìåßá êáé k Ýíá óôáèåñü ôìÞìá. Íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü
ôüðï ôùí óçìåßùí, ãéá ôá ïðïßá ç äéáöïñÜ ôùí ôåôñáãþíùí ôùí áðïóôÜóåþí ôïõò
áðü ôá Á, Â éóïýôáé ìå k2.
Ëýóç
¸óôù Ì Ýíá óçìåßï ôïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ. Óýìöùíá
ìå ôï ðñüâëçìá (ãéá ÁÌ > ÂÌ) åßíáé

ÁÌ2 � ÂÌ2 = k2 (1).

¸óôù Ï ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ êáé å ç åõèåßá ÌÇ^ÁÂ üðïõ
Ç ç ðñïâïëÞ ôïõ Ì ðÜíù óôçí ÁÂ. Áðü ôï 2ï èåþñçìá
ôùí äéáìÝóùí Ý÷ïõìå üôé 

ÁÌ2 � ÂÌ2 = 2ÁÂ ? ÏÇ Û k2 = 2AB ? OH Û

OH = }
2A

k2

B
} (2).

Ç éóüôçôá áõôÞ äåß÷íåé üôé ôï ôìÞìá ÏÇ åßíáé óôáèåñü. Ðáñáôçñïýìå üôé ç ðñïâïëÞ ôïõ
Ì ðÜíù óôï ÁÂ åßíáé óôáèåñÞ, Üñá ôï Ì âñßóêåôáé óôçí åõèåßá å^ÁÂ óôï óçìåßï Ç, 

üðïõ OH = }
2A

k2

B
} êáé âñßóêåôáé ìåôáîý ôùí óçìåßùí Ï, Â.

Áíôßóôñïöá. ¸óôù óçìåßï Ç ìåôáîý ôùí Ï, Â ôÝôïéï, þóôå OH = }
2A

k2

B
} . 

Áðü ôï Ç öÝñïõìå ôçí êÜèåôç åõèåßá å óôçí ÁÂ êáé Ýóôù Ì ôõ÷áßï óçìåßï ôçò å. Èá áðï-
äåßîïõìå üôé ôï Ì åßíáé óçìåßï ôïõ æçôïýìåíïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ. ÐñÜãìáôé áðü ôï 2ï

2 0
2

2 2k AB k
AB

- ³ Û ³

2

2

2 2k AB-

MA MB MO
AB k AB AB

k2 2 2
2 2 2

2
2

22
2

2
2

2 2
+ = + =

-æ

è
ç

ö

ø
÷ + =

Ê O
k AB

,
2

2

2 2-æ

è
ç

ö

ø
÷
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 9

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ç ÁÌ åßíáé äéÜìåóïò êáé ÁÄ
ýøïò. Ðïéá ó÷Ýóç åßíáé óùóôÞ;

i) 

ii) 

iii)

iv) 

ÁéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
2. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá íá óõìðëçñþóåôå ôá êåíÜ

i) ÌÁ2 + ÌÂ2 = ....... + .......
ii) ÌÃ2 + ÌÄ2 = ....... + ........
Íá åîçãÞóåôå ãéáôß ÌÁ2 + ÌÂ2 = ÌÃ2 + ÌÄ2.
3. Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé â2 + ã2 = 5á2 ôüôå:

a. ìá = }
á

2
}             â. ìá = }

3

4

á
} ã. ìá = }

3

2

á
}       ä. ìá = }

2

3

á
}

Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óùóôÞ áðÜ-
íôçóç êáé áéôéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷ïõìå â=7, ã=6 êáé ìá=7/2. Íá

õðïëïãéóèïýí: i) ç ðëåõñÜ á, ii) ç ðñïâïëÞ ôçò äéáìÝ-
óïõ ìá óôç ÂÃ.

2. Íá áðïäåßîåôå üôé óå êÜèå ôñßãùíï éó÷ýåé

.

3. Äßíåôáé êýêëïò (O,R), ìéá äéÜìåôñüò ôïõ ÁÂ êáé
Ýóôù Ã, Ä ôá ìÝóá ôùí ÏÁ êáé ÏÂ áíôßóôïé÷á. 
Áí ÌÃ2 + ÌÄ2 = 5, üðïõ Ì ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ êýêëïõ,
íá õðïëïãéóèåß ç áêôßíá R.
4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ åããåãñáììÝíï óå êýêëï (Ï,R)
êáé Ýóôù È ôï âáñýêåíôñü ôïõ. 
Íá áðïäåßîåôå üôé:

i) ,

ii) .

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á

^
= 60°, â = 5, ã = 3. Íá

õðïëïãéóèåß ç äéÜìåóüò ôïõ ìá.

2. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) êáé ôõ÷áßï
óçìåßï Ä ôçò ÁÂ. Íá áðïäåßîåôå üôé

.

3. i) Áí ÁÂÃÄ ïñèïãþíéï êáé Ì ôõ÷áßï óçìåßï íá
áðïäåßîåôå üôé ÌÁ2+ÌÃ2=ÌÂ2+ÌÄ2.
ii) Áí ÁÂÃÄ ôåôñÜãùíï êáé óçìåßï Ì óôï åóùôåñéêü
ôïõ, þóôå ÌÁ = 1, ÌÂ= Ï2w êáé ÌÃ= Ï3w, íá âñåèåß
ç ðëåõñÜ ôïõ ôåôñáãþíïõ.
4. Áí Ì,Í åßíáé ìÝóá ôùí äéáãùíßùí ÁÃ,ÂÄ åíüò
ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ, íá áðïäåßîåôå üôé

ÁÂ2+ÂÃ 2+ÃÄ2+ÄÁ2=ÁÃ2+ÂÄ2+4ÌÍ2

(Èåþñçìá Euler).

ÄÃ ÄÂ
ÂÃ ÁÄ

ÁÂ
2 2

2

- =
.

( )ÈÁ ÈÂ ÈÃ á â ã2 2 2 2 2 21

3
+ + = + +

( )ì ì ì á â ãá â ã
2 2 2 2 2 23

4
+ + = + +

ì âã
á

á
2

2

4
+ >

AB AÃ ÁÌ BM2 2 2 22 2- = +

AB AÃ ÂÃ ÌÄ2 2 2+ = ×

AB AÃ ÁÌ ÁÄ2 2 2 22 2+ = +

AB ÁÃ ÁÌ ÂÌ2 2 2 22 2+ = +

èåþñçìá äéáìÝóùí Ý÷ïõìå ÁÌ2 � ÂÌ2 = 2ÁÂ ? ÏÇ = 2ÁÂ ? }
2A

k2

B
} = k2. ÅðïìÝíùò ï

æçôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò åßíáé ç å. 

Äéåñåýíçóç. Áí k = 0 åßíáé MA2 � MB2 = 0 Þ ÌÁ = ÌÂ, ïðüôå ôï Ì éóáðÝ÷åé áðü ôá
óçìåßá Á,Â. Ôüôå ï æçôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò åßíáé ç ìåóïêÜèåôïò ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ.
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5. Óôçí õðïôåßíïõóá ÂÃ ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ
èåùñïýìå ôá óçìåßá Ä êáé Å ôÝôïéá, þóôå ÂÄ=ÄÅ=ÅÃ.

Íá áðïäåßîåôå üôé ÁÄ2 + ÁÅ2 = }
5

9
}ÂÃ 2.

6. Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé â2+ã2=2áìá íá

õðïëïãéóèåß ç ãùíßá Á
^
.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Äýï áäÝëöéá êëçñïíüìçóáí áãñïôåìÜ÷éï ó÷Þìáôïò
ôñáðåæßïõ êáé áðïöÜóéóáí íá ôï ìïéñÜóïõí áíïßãï-
íôáò äñüìï ðïõ èá åíþíåé ôá ìÝóá ôùí ðáñÜëëçëùí
ðëåõñþí ôïõ. Áí ïé âÜóåéò åßíáé 8km êáé 6km, åíþ ïé
ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò 5km êáé 7km, ðüóï èá óôïé-
÷ßóåé ç äéÜíïéîç ôïõ äñüìïõ, áí 1 ÷éëéüìåôñï äñüìïõ
êïóôßæåé 50.000 äñ÷;

2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ, ìå ÁÃ>ÁÂ êáé Ì, Í ôá ìÝóá
ôùí ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á. Áí Ï ôï ìÝóï ôïõ
ÌÍ, íá áðïäåßîåôå üôé:

ÏÃ2 � ÏÂ2 = }
ÁÃ2 �

2
ÁÂ2

}

3. Óå çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ = 2á èåùñïýìå ôõ÷áßï
óçìåßï Ì. ×ùñßæïõìå ôç äéÜìåôñï ÁÂ óå ôñßá ßóá
ôìÞìáôá ÁÃ=ÃÄ=ÄÂ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï Üèñïéóìá
ÌÁ2+ÌÂ2+ÌÃ2+ÌÄ2 åßíáé óôáèåñü.
4. Äßíåôáé ñüìâïò ÁÂÃÄ ðëåõñÜò á, Ï ôï êÝíôñï ôïõ
êáé êýêëïò (Ï,ëá), ë>0. Áí ãéá ôõ÷áßï óçìåßï Ì ôïõ
êýêëïõ éó÷ýåé ÌÁ2+ÌÂ2+ÌÃ2+ÌÄ2=18á2, íá âñåèåß
ï ðñáãìáôéêüò áñéèìüò ë.
5. Äßíåôáé ñüìâïò ÁÂÃÄ ðëåõñÜò á, ìå äéáãþíéï 
ÂÄ = á. ¸óôù ôõ÷áßï óçìåßï Ñ. Íá áðïäåßîåôå üôé 

á2 = (ÑÁ2 � ÑÂ2) + (ÑÃ2 � ÑÄ2).

ÌåôñéêÝò ó÷Ýóåéò óå êýêëï

9.7 ÔÝìíïõóåò êýêëïõ

Áò èåùñÞóïõìå Ýíáí êýêëï (Ï,R) êáé Ýíá åîùôåñéêü Þ åóù-
ôåñéêü óçìåßï ôïõ Ñ. Áðü ôï Ñ öÝñïõìå äýï ôõ÷áßåò åõèåßåò
ðïõ ôÝìíïõí ôïí êýêëï óôá óçìåßá Á, Â êáé Ã, Ä áíôßóôïé÷á.
Ôï áêüëïõèï èåþñçìá åêöñÜæåé üôé ÑÁ ? ÑÂ = ÑÃ ? ÑÄ.

Áðüäåéîç
Ôá ôñßãùíá ÑÁÃ êáé ÑÂÄ åßíáé üìïéá, áöïý ÑÁ

^
Ã = ÑÄ

^
Â êáé

ÑÃ
^

Á = ÑÂ
^

Ä (Óôï ó÷.17á Ý÷ïõìå üôé ÑÁ
^

Ã = ÑÄ
^

Â ãéáôß ôï
ôåôñÜðëåõñï åßíáé åããñÜøéìï êáé ç ÑÁ

^
Ã åßíáé åîùôåñéêÞ ôïõ

ãùíßá. Óôï ó÷.17â ÑÁ
^

Ã = ÑÄ
^

Â ùò åããåãñáììÝíåò ãùíßåò ðïõ
âáßíïõí óôï ßäéï ôüîï). 

Áí äýï ÷ïñäÝò ÁÂ, ÃÄ Þ ïé ðñïåêôÜóåéò ôïõò ôÝìíïíôáé
óå Ýíá óçìåßï Ñ , ôüôå éó÷ýåé 

ÑÁ ? ÑÂ = ÑÃ ? ÑÄ.

Èåþñçìá É

Ó÷Þìá 17á
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ÅðïìÝíùò, éó÷ýåé üôé 

Þ   .

Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí üôé ôá ãéíüìåíá ôùí ôìçìÜôùí ðïõ ïñß-
æïõí ïé ôÝìíïõóåò åíüò êýêëïõ ÑÁ1 ? ÑÁ2, ÑÂ1 ? ÑÂ2, 

ÑÃ1 ? ÑÃ2, ... ðáñáìÝíïõí óôáèåñÜ. Ôï ãåãïíüò áõôü ìáò ïäç-

ãåß óôï óõìðÝñáóìá üôé ôá ãéíüìåíá áõôÜ åîáñôþíôáé ìüíï
áðü ôéò èÝóåéò ôïõ óçìåßïõ Ñ êáé ôïõ êýêëïõ (O,R).
Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò åöáðôïìÝíçò, üðïõ ôá äýï óçìåßá
ôïìÞò ôáõôßæïíôáé, ôï èåþñçìá éó÷ýåé.

Áðüäåéîç
ÖÝñïõìå ôçí åõèåßá ÑÏ ç ïðïßá ôÝìíåé ôïí êýêëï óôá óçìåßá
Ã êáé Ä. ÈÝôïõìå ÏÑ = ä, ïðüôå áðü ôï èåþñçìá É Ý÷ïõìå üôé:

.

Áðü ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá óôï ôñßãùíï ÑÏÅ ðñïêýðôåé üôé

¢ñá .ÑÅ2 = ÑÁ ? ÑÂ

PE2 = PO2 � OE2= ä2 � R2

( )( )= - + = -ä R ä R ä R2 2

ÑÁ ? ÑÂ = ÑÃ ? ÑÄ = 

ÑÁ ?? ÑÂ = ÑÃ ?? ÑÄ}}
Ñ
Ñ
Á
Ä
}} = }}

Ñ
Ñ

Â
Ã
}}

Ó÷Þìá 18

Ó÷Þìá 19

Áí áðü Ýíá åîùôåñéêü óçìåßï Ñ êýêëïõ (O,R) öÝñïõìå
ôï åöáðôüìåíï ôìÞìá ÑÅ êáé ìßá åõèåßá ðïõ ôÝìíåé
ôïí êýêëï óôá óçìåßá Á, Â, ôüôå éó÷ýåé üôé

ÑÅ2 = ÑÁ ? ÑÂ.

Èåþñçìá ÉÉ

Ó÷Þìá 17â
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Óôçí ðñïçãïýìåíç áðüäåéîç åßäáìå üôé áí ìéá åõèåßá äéÝñ÷å-
ôáé áðü Ýíá åîùôåñéêü óçìåßï Ñ êýêëïõ (Ï,R) êáé ôÝìíåé ôïí
êýêëï óå óçìåßá Á, Â ôüôå ÑÁ ? ÑÂ = ä2 � R2. ¼ìïéá áðïäåé-
êíýåôáé üôé ÑÁ ? ÑÂ = R2 � ä2, áí ôï Ñ åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï
ôïõ êýêëïõ.
Ç äéáöïñÜ ëÝãåôáé äýíáìç ôïõ óçìåßïõ Ñ ùò ðñïò
ôïí êýêëï (O,R) êáé óõìâïëßæåôáé

.

Áò åîåôÜóïõìå ôé óõìâáßíåé üôáí ôï Ñ åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï
ôïõ êýêëïõ Þ üôáí áíÞêåé óå áõôüí. Ôüôå ç äýíáìç ôïõ óç-
ìåßïõ P ùò ðñïò ôïí êýêëï (O,R) åßíáé áñíçôéêÞ Þ ßóç ìå ôï
ìçäÝí áíôßóôïé÷á.
Åðåêôåßíïíôáò, ëïéðüí, ôïí ïñéóìü ôçò äýíáìçò óçìåßïõ ùò
ðñïò êýêëï êáôáëáâáßíïõìå üôé ïõóéáóôéêÜ åêöñÜæåé ôç ó÷å-
ôéêÞ èÝóç ôïõ óçìåßïõ Ñ ùò ðñïò ôïí êýêëï (O,R), êáèþò
åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôï ä, äçëáäÞ ôçí áðüóôáóç ôïõ Ñ áðü ôï
êÝíôñï ôïõ êýêëïõ. ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå üôé:

� ôï Ñ åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ (O,R) áí êáé
ìüíï áí 

� ôï Ñ åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ (O,R) áí êáé
ìüíï áí 

� ôï Ñ åßíáé óçìåßï ôïõ êýêëïõ (O,R) áí êáé ìüíï áí

(( ))Ä
Ï R

P

,
== 0

(( ))Ä
Ï R

P

,
<< 0

( )Ä
Ï R

P

,
> 0

( )Ä ä R OP R
Ï R

P
,

= - = -2 2 2 2

ä R2 2-

Ó÷Þìá 20
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

Áí äýï ôìÞìáôá AB êáé ÃÄ Þ ïé ðñïåêôÜóåéò ôïõò ôÝìíïíôáé óå Ýíá óçìåßï Ñ Ýôóé þóôå
ÑÁ ?? ÑÂ = ÑÃ ?? ÑÄ , ôüôå ôï ôåôñÜðëåõñï ìå êïñõöÝò ôá óçìåßá A, Â, Ã, Ä åßíáé åã-

ãñÜøéìï.
Áðüäåéîç
Áò èåùñÞóïõìå ôï óçìåßï ôïìÞò Ñ ôùí ôìçìÜôùí AB, ÃÄ Þ ôùí ðñïåêôÜóåþí ôïõò (ó÷.17).

Ç äïóìÝíç ó÷Ýóç ÑÁ ? ÑÂ = ÑÃ ? ÑÄ ãñÜöåôáé }
Ñ
Ñ
Á
Ã
} = }

Ñ
Ñ

Â
Ä
} êáé áöïý ÁÑ

^
Ã = ÂÑ

^
Ä , ôá ôñßãùíá

ÁÑÃêáé ÂÑÄ èá åßíáé üìïéá.
ÅðïìÝíùò ÑÂ

^
Ä = ÑÃ

^
Á, ïðüôå ôï ôåôñÜðëåõñï åßíáé åããñÜøéìï.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Áò èåùñÞóïõìå åõèåßá å êáé ôñßá óçìåßá ôçò Ñ, A, Â, ìå ôï A ìåôáîý ôùí Ñ êáé Â.
¸óôù óçìåßï Å åêôüò ôçò åõèåßáò å ôÝôïéï, þóôå ÑÅ2 = ÑÁ ? ÑÂ. Tüôå ôï ôìÞìá ÑÅ
åßíáé åöáðôüìåíï óôïí êýêëï, ðïõ ïñßæïõí ôá óçìåßá Á, Â, Å. 
Áðüäåéîç
¸óôù (O,R) ï êýêëïò ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá óçìåßá Á, Â, Å (ó÷.19). Ôüôå ÑÅ2 = ÑÁ ? ÑÂ =
ÏÑ2 � R2 = OÑ2 � ÏÅ2 Þ   ÑÅ2 + ÏÅ2 = ÏÑ2, ïðüôå ôï ôñßãùíï ÏÅÑ åßíáé ïñèïãþíéï êáé
ç ÑÅ åöÜðôåôáé óôïí êýêëï (O,R).

ÅÖÁÑÌÏÃÇ  3ç  Äéáßñåóç ôìÞìáôïò óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï (XñõóÞ ÔïìÞ)

Íá äéáéñåèåß Ýíá ôìÞìá ÁÂ, óå äýï Üíéóá ôìÞìáôá ÁÃ, ÃÂ þóôå ôï ìåãáëýôåñï áðü
áõôÜ íá åßíáé ìÝóï áíÜëïãï ôïõ ìéêñüôåñïõ êáé ôïõ áñ÷éêïý åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò.
Áðüäåéîç
¸óôù ÁÂ = á êáé ÁÃ = x ôï ìåãáëýôåñï áðü ôá ôìÞìáôá óôá ïðïßá ÷ùñßæåôáé ôï ÁÂ áðü ôï Ã
(ó÷.21). Ôüôå ÃÂ = á � x êáé èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ç ó÷Ýóç: ÁÃ2 = ÁÂ ? ÃÂ Þ x2 = á(á�x)   (1).
Ç ó÷Ýóç (1) ãñÜöåôáé x2 + áx � á2 = 0 Þ x (x + á) = á2 (2).

¸ôóé, ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï x ãñÜöïõìå êýêëï 1Ï, }
á

2
}2 ðïõ åöÜðôåôáé óôï åõèýãñáììï

ôìÞìá ÁÂ óôï óçìåßï Â êáé öÝñïõìå ôçí ÁÏ, ç ïðïßá ôÝìíåé ôïí êýêëï óôá óçìåßá Ä, Å. Ôüôå

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Ç åöáñìïãÞ åêöñÜæåé ôï áíôßóôñïöï ôïõ èåùñÞìáôïò É.

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Ç åöáñìïãÞ áõôÞ åêöñÜæåé ôï áíôßóôñïöï ôïõ èåùñÞìáôïò ÉÉ.
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éó÷ýåé üôé ÁÂ2 = ÁÄ ? ÁÅ = ÁÄ(ÁÄ + ÄÅ) = 
= ÁÄ(ÁÄ + ÁÂ)   Þ   á2 = ÁÄ(ÁÄ + á) ïðüôå ôï ÁÄ Ý÷åé ôï
æçôïýìåíï ìÞêïò êáé ôï Ã åßíáé ç ôïìÞ ôïõ êýêëïõ (Á, ÁÄ)
êáé ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ.

Ó÷Þìá 21

Ó×ÏËÉÏ 
Ôï ðñüâëçìá ôçò äéáßñåóçò åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï åßíáé ãíùóôü óÞìåñá êáé ùò ðñüâëçìá
ôçò ×ñõóÞò ÔïìÞò. Ìå ôï ðñüâëçìá áõôü åðéëýåôáé ãåùìåôñéêÜ ç åîßóùóç x2 = a(a � x) Þ x2 + áx � a2 = 0.

Ç èåôéêÞ ñßæá ôçò åîßóùóçò x2 + áx � a2 = 0 åßíáé x = }
á(Ï5w

2

� 1)
}, áðü üðïõ ðñïêýðôåé üôé }

á

x
} = }

Ï5w
2

+ 1
} = }

á

x

� x
},

ðïõ åßíáé ç áíáëïãßá ôçò «÷ñõóÞò ôïìÞò».

Ï ðáñáðÜíù ëüãïò óõìâïëßæåôáé äéåèíþò ìå ôï ãñÜììá ö, äçëáäÞ ö = }
ÏÏ5w

2

+ 1
}.

Ï óõìâïëéóìüò ðñïÝñ÷åôáé áðü ôï üíïìá ôïõ ãëýðôç ôçò êëáóéêÞò áñ÷áéüôçôáò Öåéäßá ï ïðïßïò êáôáóêåýáóå ôïí
Ðáñèåíþíá. Ïé áñ÷áßïé ¸ëëçíåò öéëüóïöïé äéáðßóôùóáí üôé üðïõ åìöáíßæåôáé ï ëüãïò ö (áñ÷éôåêôïíéêÞ, ãëõðôéêÞ
êôë.), äçìéïõñãåß ôçí áßóèçóç ôçò áñìïíßáò.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé ôéìÝò ôùí x, y, óôá ðáñáêÜôù
ó÷Þìáôá:

2. Ðïéá ç äýíáìç óçìåßïõ Ñ ùò ðñïò êýêëï (Ï,R)
üôáí ÑºÏ;

3. Áí óôï äéðëáíü ó÷Þìá åßíáé 

Ä Ì
(Ï,R) = �3, íá õðïëïãßóåôå ôçí

áêôßíá R ôïõ êýêëïõ.

AóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Äßíåôáé êýêëïò (Ê,6) êáé óçìåßï Á, þóôå ÁÊ=14cm.
Áí áðü ôï óçìåßï Á öÝñïõìå ôÝìíïõóá ÁÂÃ ðïõ ôÝìíåé
ôïí êýêëï êáôÜ ÷ïñäÞ ÂÃ=6cm, íá õðïëïãßóåôå ôï ÁÂ.

2. Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ ï êýêëïò, ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï
Á êáé ôá ìÝóá Ì, Í ôùí ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á, åöÜ-
ðôåôáé ôçò ÂÃ óôï Ä, íá áðïäåßîåôå üôé

.
3. Èåùñïýìå êýêëï (Ï,R) êáé ôéò ÷ïñäÝò ôïõ ÁÂ, ÃÄ

ðïõ ôÝìíïíôáé óôï Ñ. Áí éó÷ýåé üôé }
Ñ

Ñ

Á

Â
} = }

Ñ

Ñ

Ä

Ã
} íá áðï-

äåßîåôå üôé ïé ÷ïñäÝò ÁÂ, ÃÄ åßíáé ßóåò.
4. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ðñïÝêôáóç ôçò êïéíÞò ÷ïñäÞò
äýï ôåìíüìåíùí êýêëùí äé÷ïôïìåß êÜèå êïéíü åîùôå-
ñéêü åöáðôüìåíï ôìÞìá ôïõò.

ÁðïäåéêôéêÝò AóêÞóåéò 
1. ÔåôñÜãùíï ÁÂÃÄ ðëåõñÜò á åßíáé åããåãñáììÝíï óå
êýêëï (Ï,R). Áí Å åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÁÄ êáé ç ÂÅ ðñï-
åêôåéíüìåíç ôÝìíåé ôïí êýêëï óôï Æ, íá áðïäåßîåôå üôé:

i) ,  ii) ÂÅ=5ÅÆ.BE =
á 5

2

AÄ ÄÂ ÄÃ2 = .
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2. Áðü óçìåßï Á åêôüò êýêëïõ (Ï,R) öÝñïõìå ôÝìíïõóá
ÁÂÃ êáé åöáðôüìåíï ôìÞìá ÁÄ. Áí ç äé÷ïôüìïò ôçò
ãùíßáò Á

^
ôÝìíåé ôéò ÂÄ,ÃÄ óôá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á, íá

áðïäåßîåôå üôé ÅÂ×ÆÃ = ÅÄ×ÆÄ.
3. Áí ç äéÜìåóïò ÁÌ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ôÝìíåé ôïí ðåñéã-
ãåãñáììÝíï êýêëï óôï Å ,íá áðïäåßîåôå üôé:

i) ÁÌ · ÌÅ = }
Â

4

Ã 2

} ,  ii) ÁÂ2+ÁÃ2=2ÁÌ×ÁÅ.

4. Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R) êáé åõèåßá å ðïõ äåí ôÝìíåé ôïí
êýêëï. Áðü óçìåßï Ì ôçò å öÝñïõìå ôá åöáðôüìåíá
ôìÞìáôá ÌÁ, ÌÂ êáé ÏÃ^å . Áí ç ÁÂ ôÝìíåé ôçí ÏÃ
óôï Í, íá áðïäåßîåôå üôé OÍ ? ÏÃ = R2.
5. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á

^
=1z), åããå-

ãñáììÝíï óå êýêëï (Ï,R) êáé ôï ýøïò ôïõ ÁÄ. Áí ìåôá-
âëçôÞ åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ã ôÝìíåé ôï ýøïò
óôï Ì êáé ôïí êýêëï óôï Ç, íá áðïäåßîåôå üôé 

ÃÌ ? ÃÇ = ÃÁ2
.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Áí ç äé÷ïôüìïò ÁÄ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ôÝìíåé ôïí ðåñé-
ãåãñáììÝíï êýêëï óôï Å êáé åßíáé ÁÄ2 = ÄÂ ? ÄÃ, íá
áðïäåßîåôå üôé ÁÅ2=2ÅÃ 2.
2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå â2+ã2=2á2 . Áí ç äéÜìåóïò
ÁÌ ôÝìíåé ôïí ðåñéãåãñáììÝíï êýêëï óôï Ä íá

áðïäåßîåôå üôé ÌÄ = }
áÏ

6

3w
} .

3. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ìã = }
Ï
2

3w
} â. Áí Ì ôï âáñý-

êåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé ï  ðåñéãå-
ãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÌ åöÜðôåôáé ôçò
ÂÃ óôï Â.
4.Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ, ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ, ç
äéÜìåóüò ôïõ ÁÌ êáé ï ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò (Ê)
ôïõ ôñéãþíïõ ÁÄÌ. Áí Å, Æ åßíáé ôá óçìåßá ôïìÞò ôùí
ÁÂ êáé ÁÃ ìå ôïí êýêëï (Ê) áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå
üôé ÂÅ=ÃÆ.

1. ¸óôù ÁÂ, ÃÄ äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá. ÉêáíÞ êáé
áíáãêáßá óõíèÞêç, þóôå ÁÂ^ÃÄ åßíáé íá éó÷ýåé üôé 
AÃ 2 � ÁÄ2 = ÂÃ2 � ÂÄ2.

2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ. Áí ÁÄ åßíáé ç äé÷ïôüìïò ôçò

ãùíßáò Á
^
, íá áðïäåßîåôå üôé

ÁÂ ? ÁÃ = ÁÄ2 + ÂÄ ? ÄÃ.
3. Áí Ì åßíáé ôï ìÝóï ôçò ðëåõñÜò ÂÃ ïîõãþíéïõ
ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ÂÄ ôï ýøïò ôïõ, íá áðïäåßîåôå üôé
ÁÌ2=ÂÌ2+ÁÄ×ÁÃ.

4. Èåþñçìá Stewart
i) ¸óôù Ä óçìåßï ôçò ðëåõñÜò ÂÃ, ôñéãþíïõ ÁÂÃ. Íá
áðïäåßîåôå üôé 

.

ii) Íá äéáôõðþóåôå ôï èåþñçìá Stewart üôáí ôï ÁÂÃ
åßíáé éóïóêåëÝò (ÁÂ=ÁÃ).

5. Äßíåôáé ïîõãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ìâ^ìã. Íá

áðïäåßîåôå üôé:
i) â2 + ã2 = 5á2,
ii) áí ÁÄ ýøïò êáé Ç ôï ïñèüêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ
ÁÂÃ, ôüôå ÁÇ ? ÁÄ = 2á2.
6. Óå ïîõãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôç äéÜìåóï ÁÌ.
Áí Ä ç ðñïâïëÞ ôïõ Ì ðÜíù óôçí ÁÂ íá áðïäåßîåôå
üôé ÂÃ2=3ÁÂ2+ÁÃ2 � 4ÁÂ×ÁÄ.
7. Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R) ìéá áêôßíá ÏÁ êáé ÷ïñäÞ ÂÃ
ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÏÁ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï
Üèñïéóìá ÁÂ2+ÁÃ2 åßíáé óôáèåñü.
8. Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R), ìßá äéÜìåôñïò ÁÂ êáé Ã, Ä ôá
ìÝóá ôùí ÏÁ, ÏÂ áíôßóôïé÷á. Áí ìßá ÷ïñäÞ ÅÇ ðïõ

äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ã åßíáé ÅÇ = }
Ï

2

1w3w
} R, íá áðïäåßîåôå

üôé ÅÄ
^
Ç =1z.

( )BÄ ÁÃ ÄÃ ÁÂ ÂÃ ÁÄ ÂÄ ÄÃ. . .2 2 2+ = +

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ
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Äñáóôçñéüôçôåò

1. Äßíåôáé ïñèïãþíéï êáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 1z) ìå ßóåò ðëåõñÝò
á . Óôï çìéåðßðåäï áêìÞò ÂÃ ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ôï Á èåùñïýìå ôï ïñèïãþíéï
ÂÃÄÅ ìå ÂÅ=á. ¸óôù Æ, Ç ïé ðñïâïëÝò ôùí Â, Ä áíôßóôïé÷á óôçí ÅÃ.
ÐñïóðáèÞóôå íá áíáêáëýøåôå åðïðôéêÜ ôç ó÷Ýóç ôùí ôìçìÜôùí ÃÇ, ÇÆ
êáé ÆÅ êáé óôç óõíÝ÷åéá íá áðïäåßîåôå ôïí éó÷õñéóìü óáò.

2. Ìå êáôÜëëçëç ãåùìåôñéêÞ êáôáóêåõÞ ðñïóäéïñßóôå ôçí �áêñéâÞ� èÝóç ôùí

áñéèìþí Ï3w, � Ï3w êáé Ï5w ðÜíù óôïí Üîïíá ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí.

Åñãáóßá (Ñéæéêüò Üîïíáò äýï êýêëùí)

Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ðïõ Ý÷ïõí ôçí ßäéá äýíáìç
ùò ðñïò äýï êýêëïõò (K, R) êáé (Ë,ñ) üôáí:

i) Ïé êýêëïé ôÝìíïíôáé (Õðüäåéîç: öÝñôå ôçí êïéíÞ ÷ïñäÞ ôïõò),
ii) Ïé êýêëïé åöÜðôïíôáé (Õðüäåéîç: öÝñôå ôçí êïéíÞ åöáðôïìÝíç),

iii) Ïé êýêëïé åßíáé ï Ýíáò åîùôåñéêüò ôïõ Üëëïõ (Õðüäåéîç: ÷ñçóéìï-
ðïéÞóôå ôï ðñüâëçìá 2 ôçò §9.6).
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ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ

Ôï ðñüâëçìá ôçò äéáßñåóçò óå ìÝóï êáé Üêñï
ëüãï

Ç ðñïÝëåõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò äéáßñåóçò
åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò óå äýï ìÝñç, Ýôóé, þóôå
ôï ìåãáëýôåñï ôìÞìá ôïõ íá åßíáé ìÝóç áíÜëïãïò
áíÜìåóá óå ïëüêëçñï ôï ôìÞìá êáé ôï ìéêñüôåñï
ôìÞìá ôïõ, äçëáäÞ á:x = x:(á � x), äåí åßíáé éóôïñéêÜ
åîáêñéâùìÝíç. ÏñéóìÝíïé éóôïñéêïß áíÜãïõí ôçí
ðñïÝëåõóÞ ôïõ óôçí Ðõèáãüñåéá ó÷ïëÞ, óõíäÝïíôÜò
ôï ìå ôçí ìåëÝôç ôçò ôåôñáãùíéêÞò åîßóùóçò
x2+áx=á2 , üðùò åìöáíßæåôáé óå ãåùìåôñéêÞ ãëþóóá
óôï Âéâëßï ÉÉ ôùí «Óôïé÷åßùí» ôïõ Åõêëåßäç Þ ìå ôçí
áíáêÜëõøç ôçò áóõììåôñßáò óôçí áñ÷áßá ÅëëÜäá,
êáé Üëëïé ìå ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ ðåíôáãþíïõ áðü ôï
Èåáßôçôï ðåñß ôï 386 ð.×.

Óôá «Óôïé÷åßá» ôïõ Åõêëåßäç ôï ðñüâëçìá áõôü
åìöáíßæåôáé óôá åîÞò Âéâëßá:
1. óôï Âéâëßï ÉÉ (ÐñïôÜóåéò 5, 6 êáé 11), ðïõ óõí-

äÝåôáé ìå ôçí «ðáñáâïëÞ ÷ùñßùí» êáé êáôÜ óõ-
íÝðåéá ìå ôçí åîßóùóç x2 + áx = á2,

2. óôï Âéâëßï IV (ÐñïôÜóåéò 10-11), êáôÜ ôçí êá-
ôáóêåõÞ ôïõ êáíïíéêïý ðåíôáãþíïõ,

3. óôï Âéâëßï VI (Ïñéóìüò 3 êáé ÐñïôÜóåéò 29-30),
üðïõ ï Åõêëåßäçò ÷ñçóéìïðïéåß Ýííïéåò áðü ôç
ãåíéêÞ èåùñßá ôùí áíáëïãéþí ôïõ Åõäüîïõ ðïõ
åêôßèåôáé óôï Âéâëßï V (âë. ÌÝôñçóç).

4. óôï Âéâëßï XIII (ÐñïôÜóåéò 16 êáé 17), êáôÜ ôçí
êáôáóêåõÞ ôïõ êáíïíéêïý åéêïóáÝäñïõ êáé äù-
äåêáÝäñïõ, óôçí ïðïßá åíÝ÷åôáé ôï ðåíôÜãùíï.
ÌåôÜ ôïí Åõêëåßäç ôï ðñüâëçìá ôçò äéáßñåóçò

óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï åìöáíßæåôáé óôï áðïêáëïý-
ìåíï «ÓõìðëÞñùìá» Þ Âéâëßï XIV ôùí «Óôïé÷åßùí»,
ðïõ áðïäßäåôáé óôïí ÕøéêëÞ (2ïò áé. ð.×.). Óôï Ýñãï
ôïõ ¹ñùíá åìöáíßæåôáé óå ó÷Ýóç ìå ôïí ðñïóäéï-
ñéóìü ôçò åðéöÜíåéáò ôïõ ðåíôáãþíïõ êáé ôïõ äåêá-
ãþíïõ, êáé óôç «ÓõíáãùãÞ» ôïõ ÐÜððïõ óôçí êáôá-
óêåõÞ ôïõ åéêïóáÝäñïõ êáé ôïõ äùäåêáÝäñïõ, êáèþò
êáé óôá èåùñÞìáôá óýãêñéóçò ôùí üãêùí ôïõò.

Óôçí ÁñáâéêÞ ðáñÜäïóç äåí õðÜñ÷ïõí åíäåß-
îåéò åéóáãùãÞò ôçò Ýííïéáò ôçò äéáßñåóçò åíüò ôìÞ-
ìáôïò óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï, áí êáé óôï Ýñãï ôïõ
áë-×ïõáñßæìé (ðåñßðïõ 780-850), ôïõ Áìðïý Êáìßë
(ðåñßðïõ 850-930), ôïõ Áìðïýë-ÏõÜöá (940-997/8)
ê.Ü. åîåôÜæïíôáé óõíáöÞ ðñïâëÞìáôá.

Óôçí ÅõñùðáúêÞ ðáñÜäïóç ïé áðáñ÷Ýò ôçò ìå-
ëÝôçò ôùí éäéïôÞôùí ôçò äéáßñåóçò óå ìÝóï êáé Üêñï
ëüãï áíÜãïíôáé óôïí ËåïíÜñäï ôçò Ðßæáò Þ Öéìðï-
íÜôóé (ðåñßðïõ 1180-1250), ðïõ åîåôÜæåé ìåôñéêÜ
ðñïâëÞìáôá ôïõ ðåíôáãþíïõ êáé ôïõ äåêáãþíïõ,
êáèþò êáé ðñïâëÞìáôá ðñïóäéïñéóìïý ôïõ üãêïõ
ôïõ åéêïóáÝäñïõ êáé ôïõ äùäåêáÝäñïõ. Ï ÖéìðïíÜ-

ôóé åßíáé ðåñéóóüôåñï ãíùóôüò áðü ôï «ðñüâëçìá
ôùí êïõíåëéþí», ðïõ åêôßèåôáé óôï «Âéâëßï ôïõ Üâá-
êá» (Liber abaci):
«Ðüóá æåýãç êïõíåëéþí ìðïñïýí íá ãåííçèïýí ìÝóá
óå Ýíá ÷ñüíï áðü Ýíá æåõãÜñé êïõíÝëéá; ... üôáí ç
öýóç ôùí êïõíåëéþí åßíáé ôÝôïéá ðïõ êÜèå ìÞíá ãåí-
íïýí Ýíá Üëëï æåõãÜñé êáé áñ÷ßæïõí ôçí áíáðá-
ñáãùãÞ ôï äåýôåñï ìÞíá ìåôÜ ôç ãÝííçóÞ ôïõò.»

Ï ÖéìðïíÜôóé äåß÷íåé üôé ôï ðñüâëçìá áõôü
ïäçãåß óôç ãÝíåóç ôçò áêïëïõèßáò
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, �

ðïõ ïíïìÜóôçêå áêïëïõèßá (áñéèìïß) ôïõ ÖéìðïíÜ-
ôóé áðü ôïí Ö.Å.Á. Ëïýêáò (François Edouard
Anatole Lucas, 1848-1891) êáé ó÷çìáôßæåôáé

óýìöùíá ìå ôïí êáíüíá: .

Ç ó÷Ýóç ôçò áêïëïõèßáò áõôÞò ìå ôï ðñüâëçìá
ôçò äéáßñåóçò óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï åßíáé üôé ôï
üñéï ôïõ ëüãïõ ôïõ åðüìåíïõ ðñïò ôïí ðñïçãïýìåíï
üñï ôçò áêïëïõèßáò éóïýôáé ìå ôçí ôéìÞ ôïõ ìÝóïõ
êáé Üêñïõ ëüãïõ, äçëáäÞ ìå ôç ñßæá ôçò åîßóùóçò 
x2 + áx = á2, êáé åßíáé Üññçôïò áñéèìüò. Äåí õðÜñ-
÷ïõí åíäåßîåéò üôé ï ÖéìðïíÜôóé ãíþñéæå ôç ó÷Ýóç
áõôÞ, ç ïðïßá áðáíôÜôáé áñãüôåñá óå ìáèçìáôéêïýò
ôïõ 16ïõ-17ïõ áé. (ÊÝðëåñ, ÆéñÜñ, Óßìðóïí). Ç
ãåíéêÞ ìïñöÞ ôïõ í-ïóôïý üñïõ ôçò áêïëïõèßáò

ÖéìðïíÜôóé uí = }
Ï

1

5w
} 31}1 +

2

Ï5w
}2

í+1
� 1}1 �

2

Ï5w
}2

í+1

4
äçìïóéåýôçêå ôï 1843 áðü ôïí Æ. ÌðéíÝ.

Ôï 13ï áé. ï ìåôáöñáóôÞò êáé ó÷ïëéáóôÞò ôïõ
Åõêëåßäç Êáìðáíüò ôçò ÍïâÜñá ðñïóèÝôåé óôï
Âéâëßï XIII ôùí «Óôïé÷åßùí» (1482) ìßá ðñüôáóç
ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá áñéèìçôéêÞ áðüäåéîç ôçò
áóõììåôñßáò åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò êáé ôùí
äýï ìåñþí ôïõ ðïõ ëáìâÜíïíôáé áðü ôç äéáßñåóÞ ôïõ
óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï.

Ôï 15ï-16ï áé. áíáæùïãïíåßôáé ôï åíäéáöÝñïí
ðñïò ôç äéáßñåóç óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï óå ó÷Ýóç ìå
ôéò åöáñìïãÝò ôçò óôçí Ãåùìåôñßá êáé ôçí áñ÷éôå-
êôïíéêÞ. Óôï ðëáßóéï áõôü åéóÜãåôáé ï üñïò «÷ñõóÞ
ôïìÞ» áðü ôïí ËåïíÜñíôï íôá Âßíôóé. Ôï 1509 åêäß-
äåôáé «Ç èåúêÞ áíáëïãßá» (Divina proportione) ôïõ
ËïõêÜ Ðáôóüëé (L. Pacioli, 1445-ðåñ. 1514), ðïõ áí
êáé åßíáé åéäéêÜ áöéåñùìÝíç óôï ðñüâëçìá ôçò
äéáßñåóçò óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï, ç ìáèçìáôéêÞ
äéáðñáãìÜôåõóç ôïõ èÝìáôïò åßíáé ìÜëëïí áäýíáôç.

u0 = 1,   u1 = 1,
uí = uí�1 + uí�2
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AÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

ÌåôñéêÝò ó÷Ýóåéò
óôï ôñßãùíï

Ðõèáãüñåéï èåþñçìá Èåþñçìá äéáìÝóùí

z 1ï È.Ä.: 

2ï È.Ä.: â2 � ã2 = 2áÌÄ

Ãåíßêåõóç Ðõèáãïñåßïõ Õðïëïãéóìüò ôùí äéáìÝóùí 

A
^

< 1z: ôñéãþíùí

z: 

Ðñïóäéïñéóìüò ôïõ Íüìïò óõíçìéôüíùí Õðïëïãéóìüò ôùí õøþí

åßäïõò ôñéãþíïõ ùò ðñïò   
ôéò ãùíßåò

ÌåôñéêÝò ó÷Ýóåéò óå êýêëï
cc Èåþñçìá ôåìíïõóþí: ÑÁ ?ÑÂ = ÑÃ ? ÑÄ

cc ÅéäéêÞ ðåñßðôùóç åöáðôïìÝíçò:  ÑÅ2 = ÑÁ ?ÑÂ

c Äýíáìç óçìåßïõ ùò ðñïò êýêëï: ÄÑ
(Ï,R) = OP2�R2

� Ôï Ñ åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ (O,R), áí êáé ìüíï áí .

� Ôï Ñ åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ (O,R), áí êáé ìüíï áí .

� Ôï Ñ åßíáé óçìåßï ôïõ êýêëïõ (O,R),  áí êáé ìüíï áí .(( ))Ä
Ï R

P

,
== 0

(( ))Ä
Ï R

P

,
<< 0

( )Ä
Ï R

P

,
> 0

õ
á

ô ô á ô â ô ãá = - - -
2

( )( )( )á â ã âã óõíÁ2 2 2 2= + - ×

á â ã â ÁÄ2 2 2 2= + + .$A > 1

á â ã â ÁÄ2 2 2 2= + - .

â ã ì
á

á
2 2 2

2

2
2

+ = +á â ã Á2 2 2 1= + Û =$
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 9
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