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Áíáëïãßåò
Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ìåëåôÞóïõìå áñ÷éêÜ ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá. Èá

åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ ëüãïõ åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí, áð� üðïõ èá ðñï-
êýøåé ç Ýííïéá ôçò ìÝôñçóçò êáé ôïõ ìÝôñïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò.

Óôç óõíÝ÷åéá èá áðïäåé÷èïýí ïé âáóéêÝò ðñïôÜóåéò ôïõ êåöáëáßïõ ðïõ
åßíáé ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ êáé ôï èåþñçìá ôùí Äé÷ïôüìùí åíüò ôñéãþíïõ.

77ÊÅÖÁËÁÉÏ
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Âáóßëç Êáíôßíóêõ, (Ñþóïò, 1866 - 1944), «ÌÝóá óôï ìáýñï ôåôñÜãùíï» 1923.
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7.1  ÅéóáãùãÞ

ÌÝãåèïò ãåíéêÜ ëÝãåôáé ïôéäÞðïôå åðéäÝ÷åôáé áýîçóç Þ åëÜô-
ôùóç. ÃåùìåôñéêÜ ìåãÝèç ëÝãïíôáé ôá ìåãÝèç ðïõ
åîåôÜæïíôáé áðü ôç Ãåùìåôñßá. ÔÝôïéá åßíáé ôá åõèýãñáììá
ôìÞìáôá, ïé ãùíßåò, ôá ôüîá, ïé åðéöÜíåéåò åðßðåäùí
ó÷çìÜôùí, ïé üãêïé ôùí óôåñåþí êôë.
Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôá áðëïýóôåñá
ãåùìåôñéêÜ ìåãÝèç, ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá.
Áñ÷éêÜ èá äéáéñÝóïõìå äïóìÝíï åõèýãñáììï ôìÞìá óå í ßóá
ìÝñç.

7.2  Äéáßñåóç åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò óå í ßóá
ìÝñç

¸óôù Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ, ôï ïðïßï èÝëïõìå íá äéáé-
ñÝóïõìå óå í ßóá ìÝñç (í $ 2).
ÖÝñïõìå ôõ÷áßá çìéåõèåßá Áx, äéáöïñåôéêÞ áðü ôçí ÁÂ êáé
ðáßñíïõìå ìå ôï äéáâÞôç ðÜíù óå áõôÞ í äéáäï÷éêÜ ßóá ôìÞ-
ìáôá ÁÌ1 = Ì1Ì2 = ... = Ìí�1Ìí.

¸ðåéôá öÝñïõìå ôï ôìÞìá ÌíÂ êáé áðü ôá óçìåßá Ì1, Ì2, ...,

Ìí�1 öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò ðñïò ôç ÌíÂ ðïõ ôÝìíïõí ôï ÁÂ

óôá óçìåßá Ñ1, Ñ2, ..., Ñí�1 áíôßóôïé÷á. Ïé ðáñÜëëçëåò áõôÝò,

óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ÉÉÉ, § 5.6, ïñßæïõí í ßóá ôìÞìáôá
ðÜíù óôçí ÁÂ. ÅðïìÝíùò ôá í ßóá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÑ1,

Ñ1Ñ2, ..., Ñí�1Â åßíáé ôá æçôïýìåíá.

Óôç óõíÝ÷åéá èá ïñßóïõìå, ãåíéêÜ, ôï ãéíüìåíï åõèýãñáììïõ
ôìÞìáôïò ìå ïðïéïäÞðïôå ñçôü áñéèìü êáé ôï ëüãï äýï åõèý-
ãñáììùí ôìçìÜôùí.

7.3 Ãéíüìåíï åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ìå áñéè-
ìü � Ëüãïò åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí.

� ¼ðùò åßäáìå óôçí §2.8, áí AB=á åõèýãñáììï ôìÞìá êáé í
öõóéêüò áñéèìüò, ïíïìÜæïõìå ãéíüìåíï ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ åðß
ôï öõóéêü áñéèìü í ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÃÄ, ôï ïðïßï åßíáé
ôï Üèñïéóìá í åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ßóùí ðñïò ôï ÁÂ=á.
ÃñÜöïõìå ÃÄ=í ? ÁÂ.
� Áí ÷ùñßóïõìå, üðùò ðáñáðÜíù, ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ=á
óå í ßóá ìÝñç êáèÝíá áðü ôá í ßóá ôìÞìáôá ôá ðáñéóôÜíïõìå

Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 2
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ìå }
Á

í

Â
} Þ }

1

í
} ?ÁÂ. ¸íá åõèýãñáììï ôìÞìá ÅÆ ëÝãåôáé õðïäé-

áßñåóç (Þ õðïðïëëáðëÜóéï) ôïõ ÁÂ áí õðÜñ÷åé Ýíáò öõóéêüò

áñéèìüò í þóôå ÅÆ = }
Á

í

Â
} .

� Áí ì åßíáé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò êáé ðñïóèÝóïõìå ì ôÝôïéá

ôìÞìáôá ðñïêýðôåé ôï ôìÞìá ÃÄ = ì1}
1

í
}ÁÂ2 = }

ì

í
}ÁÂ.

ÏíïìÜæïõìå ëïéðüí ãéíüìåíï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ åðß

ôï èåôéêü ñçôü áñéèìü q = }
ì

í
} ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÃÄ, ôï ïðïßï

åßíáé ôï Üèñïéóìá ì åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ßóùí ìå }
1

í
}ÁÂ.

ÃñÜöïõìå ÃÄ = q ? AB.
Ïñßæïõìå üôé ôï ãéíüìåíï åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò åðß ôïí
áñéèìü q = 0 åßíáé ôï ìçäåíéêü åõèýãñáììï ôìÞìá. 

Áðïäåéêíýåôáé üôé ãéá Ýíá äïóìÝíï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ
êáé Ýíá èåôéêü Üññçôï áñéèìü ñ õðÜñ÷åé ðÜíôïôå Ýíá
åõèýãñáììï ôìÞìá ÃÄ ôÝôïéï, þóôå ÃÄ = ñ ? ÁÂ. Ç
êáôáóêåõÞ üìùò, ôÝôïéùí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ìå ôïí
êáíüíá êáé ôï äéáâÞôç äåí åßíáé ðÜíôïôå äõíáôÞ.

� ¸óôù äýï ìç ìçäåíéêÜ åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ. Áí
õðÜñ÷åé åõèýãñáììï ôìÞìá ÊË êáé öõóéêïß áñéèìïß ì, í
ôÝôïéïé þóôå íá éó÷ýåé: ÁÂ = í ? ÊË êáé ÃÄ = ì ? ÊË ôá äýï
åõèýãñáììá ôìÞìáôá ëÝãïíôáé óýììåôñá. Ôï ÊË ëÝãåôáé
êïéíü ìÝôñï ôùí ÁÂ êáé ÃÄ.

Áðü ôá ðñïçãïýìåíá ðñïêýðôåé üôé áí ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ
åßíáé óýììåôñá, ôüôå èá õðÜñ÷åé Ýíáò èåôéêüò ñçôüò áñéèìüò

q = }
ì

í
} ôÝôïéïò, þóôå ÃÄ = q ? ÁÂ. Ï áñéèìüò q ëÝãåôáé ëüãïò

ôùí äýï ôìçìÜôùí êáé ãñÜöåôáé ìå ìïñöÞ êëÜóìáôïò,

äçëáäÞ q = }
Á

ÃÄ

Â
}. 

Ó÷Þìá 3

ÐÁÑÁÔÇÑHÓÇ
Ôï êïéíü ìÝôñï äåí åßíáé ìïíáäéêü ãéáôß êÜèå õðïäéáßñåóç ôïõ ÊË åßíáé
êïéíü õðïðïëëáðëÜóéï ôùí ÁÂ êáé ÃÄ. Åðßóçò åßíáé öáíåñü üôé äýï
óýììåôñá åõèýãñáììá ôìÞìáôá åßíáé (áêÝñáéá) ðïëëáðëÜóéá êÜèå
êïéíïý ôïõò ìÝôñïõ.

Ó×ÏËÉÏ

Ç ãñáöÞ }
Á

ÃÄ

Â
} äåí óçìáßíåé

äéáßñåóç åõèýãñáììùí ôìçìÜ-
ôùí áëëÜ åßíáé óõìâïëéêÞ
ãñáöÞ ôçò éóüôçôáò ÃÄ = q ? AB.
Óçìáßíåé äéáßñåóç üôáí ôá
èåùñÞóïõìå ðÜíù óôçí ßäéá
åõèåßá.
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Äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ðïõ äåí åßíáé óýììåôñá ëÝãïíôáé áóýì-
ìåôñá. Èá ëÝìå åðßóçò üôé ï ëüãïò ôïõò åßíáé Üññçôïò áñéèìüò.
ÔÝôïéåò ðåñéðôþóåéò äåí åßíáé óðÜíéåò. Èá äïýìå áñãüôåñá üôé ç
ðëåõñÜ êáé ç äéáãþíéïò åíüò ôåôñáãþíïõ äåí Ý÷ïõí êïéíü ìÝôñï.

7.4  ÁíÜëïãá åõèýãñáììá ôìÞìáôá - Áíáëïãßåò
Äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá á, ã ëÝãïíôáé áíÜëïãá ðñïò äýï
Üëëá åõèýãñáììá ôìÞìáôá â, ä üôáí ï ëüãïò ôïõ á ðñïò ôï â
éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôïõ ã ðñïò ôï ä, äçëáäÞ üôáí éó÷ýåé:

}
á
â

} = }
ä
ã

} (1). Áõôü óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé èåôéêüò áñéèìüò ë,

þóôå íá éó÷ýåé á = ë ?â êáé ã = ë ? ä. 
Ç ðáñáðÜíù éóüôçôá (1) ëÝãåôáé áíáëïãßá ìå üñïõò ôá åõèý-
ãñáììá ôìÞìáôá á, â, ã êáé ä. Ôá ôìÞìáôá á êáé â ëÝãïíôáé
ïìüëïãá Þ áíôßóôïé÷á. Ôï ßäéï êáé ôá ã êáé ä.
Ôá á, ä ëÝãïíôáé Üêñïé üñïé, åíþ ôá â, ã ìÝóïé üñïé ôçò

áíáëïãßáò. Ï ôÝôáñôïò üñïò ä ôçò áíáëïãßáò ëÝãåôáé êáé
ôÝôáñôç áíÜëïãïò ôùí á, â êáé ã.

Óôçí áíáëïãßá }
á

â
} = }

â

ã
} ïé ìÝóïé üñïé åßíáé ßóïé. ÁõôÞ ç áíáëï-

ãßá ëÝãåôáé óõíå÷Þò êáé ï â ëÝãåôáé ìÝóç áíÜëïãïò ôùí á êáé 
ã. Ôï â ëÝãåôáé åðßóçò ãåùìåôñéêüò ìÝóïò ôùí á êáé ã. Óõ÷íÜ
åßíáé ÷ñÞóéìï íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ìéá áíáëïãßá ìå ìéá
éóïäýíáìç Ýêöñáóç. Ãéá ôï óêïðü áõôü ÷ñçóéìïðïéïýìå ôéò
éäéüôçôåò ôùí áíáëïãéþí, ðïõ åßíáé ãíùóôÝò áðü ôï ÃõìíÜóéï,
ôéò ïðïßåò ðáßñíïõìå ÷ùñßò áðüäåéîç. Ïé óðïõäáéüôåñåò áðü
áõôÝò åßíáé ïé åîÞò:

ÉÄÉOÔÇÔÅÓ ÁÍÁËÏÃÉÙÍ

� ,

� 

� 

� 
á
â

ã
ä

ê
ë

á ã ê
â ä ë

= = = =
+ + +
+ + +L

L

L

á
â

ã
ä

á â
â

ã ä
ä

á
á â

ã
ã ä

= Û
±

=
±

= Û ± = ±,  
á
â

ã
ä

á
â

ã
ä

á
ã

â
ä

= Û =

á

â

â

ã
â áã= Û =2á

â
ã
ä

áä âã= Û = ÐÁÑÁÔÇÑHÓÇ
¼ôáí åöáñìüæïõìå éäéüôçôåò óå
áíáëïãßåò ìå üñïõò åõèýãñáììá
ôìÞìáôá, èåùñïýìå üôé Ýííïéåò
ðïõ äåí Ý÷ïõí ïñéóôåß ãéá åõèý-
ãñáììá ôìÞìáôá (ð.÷. "ðïëëá-
ðëáóéáóìüò åõèýãñáììùí ôìç-
ìÜôùí"), áíáöÝñïíôáé áðïêëåé-
óôéêÜ óôá ìÞêç ôïõò.
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Ó÷Þìá 4

7.5  ÌÞêïò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò

¼ôáí ëÝìå üôé èá ìåôñÞóïõìå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ óç-
ìáßíåé üôé èá ôï óõãêñßíïõìå ìå Ýíá Üëëï åõèýãñáììï ôìÞìá
ÃÄ, ôï ïðïßï ðáßñíïõìå ùò ìïíÜäá ìÝôñçóçò. Ç åðéëïãÞ ôçò
ìïíÜäáò ìÝôñçóçò åßíáé áõèáßñåôç.
Óôï 2ï êåöÜëáéï áíáöÝñáìå ôçí Ýííïéá ôïõ ìÞêïõò
åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò. Åäþ èá äéáôõðþóïõìå ôïí ïñéóìü ìå
ôç âïÞèåéá ôïõ ëüãïõ åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí.

Ïñéóìüò

ÌÝôñï Þ ìÞêïò åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò åßíáé ï
ëüãïò ôïõ ðñïò Ýíá Üëëï åõèýãñáììï ôìÞìá, ðïõ
ðáßñíïõìå ùò ìïíÜäá ìÝôñçóçò.

¢ìåóåò óõíÝðåéåò ôïõ ïñéóìïý ôïõ ìÝôñïõ ôìÞìáôïò åßíáé
ïé ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò:
�  Äýï ßóá ôìÞìáôá Ý÷ïõí ßóá ìÝôñá êáé áíôßóôñïöá, ùò ðñïò
ïðïéáäÞðïôå ìïíÜäá ìÝôñçóçò.
�  Ï ëüãïò ôùí ìÝôñùí äýï ôìçìÜôùí, ðïõ ìåôñþíôáé ìå ôçí
ßäéá ìïíÜäá ìÝôñçóçò, éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôùí äýï ôìçìÜôùí
êáé åßíáé áíåîÜñôçôïò áðü ôç ìïíÜäá ìÝôñçóçò.

7.6  Äéáßñåóç ôìçìÜôùí åóùôåñéêÜ êáé åîùôå-
ñéêÜ ùò ðñïò äïóìÝíï ëüãï

Åßäáìå óôçí § 7.2 ðþò äéáéñïýìå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá óå í
ßóá ìÝñç. Èá äïýìå óôç óõíÝ÷åéá ðüôå Ýíá óçìåßï Ì äéáéñåß
Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá óå äïóìÝíï ëüãï. Óå åõèåßá xy äßíï-
íôáé äýï ïñéóìÝíá óçìåßá Á êáé Â. ¸óôù óçìåßï Ì ôçò åõ-
èåßáò xy, äéáöïñåôéêü ôïõ Â. Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:
1) Áí ôï Ì åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìá-
ôïò ÁÂ ôüôå ï ëüãïò ôùí áðïóôÜóåþí ôïõ áðü ôá Á êáé Â

éóïýôáé ìå }
Ì

Ì

Á

Â
}. ËÝìå üôé ôï Ì äéáéñåß åóùôåñéêÜ ôï åõèý-

ãñáììï ôìÞìá ÁÂ óå ëüãï ë, áí êáé ìüíï áí }
Ì

Ì

Á

Â
} = ë. Ãéá

ôï óçìåßï Ì éó÷ýåé ç ðáñáêÜôù ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 

Ôï óçìåßï Ì åßíáé ìïíáäéêü.

ÐÁÑÁÔÇÑHÓÅÉÓ

� Ôï ìÝôñï ôïõ ôìÞìáôïò åßíáé
ìç áñíçôéêüò áñéèìüò êáé èá
óõìâïëßæåôáé üðùò êáé ôï ôìÞ-
ìá. ¸ôóé, ìå ôï óýìâïëï ÁÂ èá
åííïïýìå êáé ôï ìÝôñï ôïõ
ôìÞìáôïò ÁÂ.
� ¼óá áíáöÝñáìå ãéá ôï ëüãï
êáé ôï ìÝôñï ôìÞìáôïò éó÷ýïõí
ãåíéêÜ êáé ãéá Üëëá ãåùìåôñéêÜ
ìåãÝèç, üðùò ç ãùíßá, ôï ôüîï
êôë.
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Áðüäåéîç

ÐñÜãìáôé, áí Ì´ åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ ÁÂ þóôå }
Ì

Ì

¢
¢
Á

Â
} =ë,

ôüôå Ý÷ïõìå:

}
Ì

Ì

Á

Â
} = }

Ì

Ì

´

¢

Â
} Û }

ÌÁ

Ì

1

Á

ÌÂ
} 5 }

Ì¢

Ì

1

¢

Ì´Â
} Û

}
Ì

ÁÂ

Á
} 5 }

Ì

ÁÂ

¢
} Û ÌÁ 5 Ì¢,

ïðüôå ôï óçìåßï Ì ôáõôßæåôáé ìå ôï óçìåßï Ì¢.

Áí }
Ì

Ì

Á

Â
} =ë,   ôüôå 

}
Ì
Ì

Á
Â
} = }

1

ë
} Û }

ÌÁ

Ì

+

Á

ÌÂ
} = }

ë +

ë

1
} Û êáé

ÌÂ = ÁÂ � ÌÁ = ÁÂ � }
ë +

ë

1
} ÁÂ Û .

2) Áí Ì óçìåßï óôçí ðñïÝêôáóç ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò
ÁÂ, ôüôå ðÜëé ï ëüãïò ôùí áðïóôÜóåþí ôïõ áðü ôá Á êáé Â

éóïýôáé ìå }
Ì

Ì

Á

Â
}. ËÝìå üôé ôï Ì äéáéñåß åîùôåñéêÜ ôï åõèý-

ãñáììï ôìÞìá ÁÂ óå ëüãï ë, áí êáé ìüíï áí }
Ì

Ì

Á

Â
} = ë.

ÁíÜëïãá áðïäåéêíýåôáé üôé êáé óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ôï
óçìåßï Ì åßíáé ìïíáäéêü.

Äéåñåýíçóç
(i) Áí ë=1, ôüôå ðñïöáíþò äåí õðÜñ÷åé óçìåßï Ì ðïõ íá äéáéñåß
åîùôåñéêÜ ôï ÁÂ óå ëüãï ë=1, áöïý ÌÁ Þ ÌÂ. Óôçí ðåñß-
ðôùóç áõôÞ ôï Ì åßíáé ôï ìÝóï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò.

(ii) Áí ë>1, ôüôå }
Ì

Ì

Á

Â
} > 1 Û ÌÁ>ÌÂ, ïðüôå ôï Ì âñßóêåôáé

óôçí ðñïÝêôáóç ôïõ ÁÂ, ðñïò ôï ìÝñïò ôïõ Â (ó÷.5). Óôçí ðå-
ñßðôùóç áõôÞ Ý÷ïõìå: 

}
Ì

Ì

Á

Â
} = ëÛ}

Ì

Ì

Á

Â
} = }

1

ë
}Û}

ÌÁ

Ì

�

Á

ÌÂ
} = }

ë �

ë

1
} Û }

Ì

ÁÂ

Á
} = }

ë �

ë

1
} Û

êáé ÌÂ = ÌÁ � ÁÂ = }
ë �

ë

1
} ÁÂ � ÁÂ Û

.ÌÂ = }
ë �

1

1
} ÁÂ

ÌÁ = }
ë �

ë

1
} ÁÂ

ÌÂ = }
ë +

1

1
} ÁÂ

ÌÁ = }
ë +

ë

1
} ÁÂ

Ó÷Þìá 5
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(iii) Áí ë < 1 ôüôå }
Ì

Ì

Á

Â
} < 1 Û ÌÁ < ÌÂ, ïðüôå ôï Ì âñß-

óêåôáé óôçí ðñïÝêôáóç ôïõ ÁÂ, ðñïò ôï ìÝñïò ôïõ Á (ó÷.6).
¼ðùò ðáñáðÜíù âñßóêïõìå üôé  

êáé   .

(iv) ÏñéáêÝò èÝóåéò
á) ¼ôáí ôï óçìåßï Ì ôåßíåé óôï Á, ôï ôìÞìá ÌÁ ôåßíåé óôï ìç-
äåíéêü åõèýãñáììï ôìÞìá, ïðüôå ï ëüãïò ë ôåßíåé óôï ìçäÝí.
â) ¼ôáí ôï óçìåßï Ì ôåßíåé óôï Â, ôï ôìÞìá ÌÂ ôåßíåé óôï ìç-
äåíéêü åõèýãñáììï ôìÞìá, ïðüôå ï ëüãïò ë ôåßíåé óôï Üðåéñï.
ã) ¼ôáí ôï óçìåßï Ì áðïìáêñýíåôáé áðåñéüñéóôá, ôá ôìÞìáôá
ÌÁ êáé ÌÂ ôåßíïõí íá ôáõôéóôïýí, ïðüôå ï ëüãïò ë ôåßíåé óôç
ìïíÜäá.

ÌÂ = }
1

1

� ë
} ÁÂÌÁ = }

1 
ë
� ë
} ÁÂ

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Äå÷üìáóôå óõìâáôéêÜ ðùò, üôáí
ëÝìå üôé ôï óçìåßï Ì äéáéñåß ôï
åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ óå ëüãï ë,
åííïïýìå 

=ë êáé ü÷é .
MB

MA
ë=

MA

MB

ÓÇÌÅÉÙÓÇ 

� Áí Ï åßíáé ôï ìÝóï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ, ôüôå ôï óçìåßï Ì ôÝôïéï þóôå }
Ì

Ì

Á

Â
} =ë âñßóêåôáé ìåôáîý Ï

êáé Á üôáí ë<1 êáé ìåôáîý Ï êáé Â üôáí ë>1.

� Áí }
Ì
Ì

Â
Á
} = ë, ëÝìå üôé ôï Ì äéáéñåß ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÁ óå ëüãï ë. ÄçëáäÞ èåùñïýìå üôé ôá Üêñá Á êáé Â

ôïõ ôìÞìáôïò åßíáé äéáôåôáãìÝíá. ¸íá ôÝôïéï åõèýãñáììï ôìÞìá ëÝãåôáé ðñïóáíáôïëéóìÝíï.

Ó÷Þìá 6

Ó÷Þìá 7

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Íá ïñßóåôå ôïõò ðáñáêÜôù ëüãïõò:
i) ôçò õðïôåßíïõóáò ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ðñïò ôçí
áíôßóôïé÷ç äéÜìåóï,
ii) ìéáò åããåãñáììÝíçò ãùíßáò ðñïò ôçí áíôßóôïé÷ç åðß-
êåíôñç,
iii) ôçò äéáìÝôñïõ åíüò êýêëïõ, ðñïò ôçí áêôßíá ôïõ,
iv) ìéáò ïñèÞò ãùíßáò ðñïò ìéá ãùíßá éóüðëåõñïõ
ôñéãþíïõ.
2. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé ÁÂ = 10á êáé ÁÃ = 2á.
Íá âñåèïýí ïé ëüãïé: 

i) ÁÂ ðñïò ÁÃ, ii) ÁÃ ðñïò ÁÂ,
iii) ÂÃ ðñïò ÁÂ, iv) ÁÃ ðñïò ÂÃ.
3. Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé óçìåßï ôïõ Ã

Ýôóé þóôå }
Á

ÃÂ

Ã
} = }

1

2
}.

Ôüôå ï ëüãïò }
Á
Â

Â
Ã
} åßíáé: i) 2  ii) 3 iii) }

3

2
} iv) }

2

3
}

v) êáíÝíá áðü ôá ðáñáðÜíù.
(Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò).

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ
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4. Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá AB = 12 cm êáé ôï ìÝóï
ôïõ Ï. Íá âñåèåß óçìåßï Ì ôïõ ÁÏ, þóôå ôá óçìåßá Ì
êáé Â íá äéáéñïýí åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ áíôßóôïé÷á
ôï ôìÞìá ÁÏ óôïí ßäéï ëüãï.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Ïé ãùíßåò åíüò ôñéãþíïõ åßíáé áíÜëïãåò ðñïò ôïõò
áñéèìïýò 4, 3, 2. Íá âñåèïýí ïé ãùíßåò ôïõ ôñéãþíïõ
óå ìïßñåò.
2. Ï ëüãïò ìéáò ãùíßáò ù ðñïò ôçí ðáñáðëçñùìáôéêÞ

ôçò åßíáé }
1
3

} . Íá âñåèåß ç ãùíßá ù.

3. Ïé ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ åßíáé áíÜëïãåò ðñïò ôïõò
áñéèìïýò 6, 3, 4. Áí ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþíïõ åßíáé
65cm, íá âñåèïýí ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí ôïõ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò 

1. Ïé åîùôåñéêÝò ãùíßåò åíüò ôñéãþíïõ åßíáé áíÜëïãåò
ôùí áñéèìþí 2, 3 êáé 4. Íá õðïëïãéóèïýí ïé åóùôåñé-
êÝò ôïõ ãùíßåò.

2. Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå äéáäï÷éêÜ ôá óçìåßá Á, Â, Ã
êáé Ä, þóôå ÁÂ = 6cm, ÂÃ = 12cm, ÃÄ = 2cm. Íá âñå-
èåß óçìåßï Ì ôïõ ÂÃ, ôï ïðïßï äéáéñåß åóùôåñéêÜ ôá
ôìÞìáôá ÁÄ êáé ÂÃ óôïí ßäéï ëüãï.

3. Ìå ôç âïÞèåéá ôùí éäéïôÞôùí ôùí áíáëïãéþí, íá
äéáéñÝóåôå äïóìÝíï ôìÞìá AB = á óå äýï ôìÞìáôá, ôá

ïðïßá Ý÷ïõí ëüãï }
3
4

} .

7.7  Èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ

Åßäáìå óôçí § 5.6  üôé áí ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ôÝìíïõí äýï Üë-
ëåò åõèåßåò êáé ïñßæïõí ßóá ôìÞìáôá ðÜíù óôç ìßá, èá ïñßæïõí
ßóá ôìÞìáôá êáé ðÜíù óôçí Üëëç. Ôá ðáñáðÜíù ãåíéêåýïíôáé
ãéá ïðïéïíäÞðïôå ëüãï óôï åðüìåíï èåþñçìá ðïõ åßíáé ãíù-
óôü ùò èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ.

ÄçëáäÞ:

Áí å1//å2//å3 , ôüôå }
Á

ÅÆ

Â
} = }

Æ

Â

Ç

Ã
} = }

Å

Á

Ç

Ã
} (ó÷.8á).

Áí ä1//ä2//ä3, ôüôå }
Ê

ÅÆ

Ë
} = }

Ë

Æ

Ì

Ç
} = }

Ê

Å

Ì

Ç
} (ó÷.8â).

Áí ôñåéò ôïõëÜ÷éóôïí ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ôÝìíïõí äõï
Üëëåò åõèåßåò, ïñßæïõí óå áõôÝò ôìÞìáôá áíÜëïãá. 

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 8
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Ó÷Þìá 9

Áðüäåéîç
(i) Áí ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÂÃ (ó÷.9) åßíáé óýììåôñá, õðÜñ÷åé
åõèýãñáììï ôìÞìá ì ôÝôïéï, þóôå ÁÂ = êì êáé ÂÃ = ëì (1),
üðïõ ê, ë öõóéêïß áñéèìïß. Äéáéñïýìå ôï ôìÞìá ÁÂ óå ê ôìÞ-
ìáôá ßóá ìå ôï ì êáé ôï ÂÃ óå ë ôìÞìáôá ßóá ìå ôï ì. 
Áðü ôá óçìåßá ðïõ ïñßæïíôáé ìå ôïí ðáñáðÜíù ôñüðï öÝñïõ-
ìå åõèåßåò ðáñÜëëçëåò ðñïò ôçí å1, ïé ïðïßåò ôÝìíïõí ôç ä2.

ÅðåéäÞ ôá ôìÞìáôá ðïõ ïñßæïíôáé ðÜíù óôç ä1 åßíáé ßóá ìåôá-

îý ôïõò, ôüôå êáé ôá ôìÞìáôá ðïõ ïñßæïíôáé ðÜíù óôç ä2 èá åß-

íáé ßóá ôìÞìáôá, ðïõ ôï ìÞêïò ôïõ êáèåíüò áò åßíáé í. Ôüôå
èá Ý÷ïõìå ÅÆ = êí  êáé  ÆÇ = ëí   (2). 

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé: }
A
B

B
Ã
} = }

ê
ëì
ì
} = }

ê
ë

} êáé 

}
Æ
Å

Ç
Æ
} = }

ê
ëí
í
} = }

ê
ë

},   ïðüôå   }
Á
Â

Â
Ã
} = }

Æ
Å

Ç
Æ
} Þ    }

Á
ÅÆ

Â
} = }

Æ
Â

Ç
Ã
} (3).

Áðü ôçí áíáëïãßá (3) ðáßñíïõìå: 

}
Á
ÅÆ

Â
} = }

Æ
Â

Ç
Ã
} = }

Á
ÅÆ

Â
+
+
Æ
Â
Ç
Ã

} Þ     }
Á
ÅÆ

Â
} = }

Æ
Â

Ç
Ã
} = }

Á
ÅÆ

Ã
}.

(ii) Áí ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÂÃ åßíáé áóýììåôñá, ï ëüãïò }
Á
Â

Â
Ã
}

åßíáé áóýììåôñïò áñéèìüò. Áðïäåéêíýåôáé üôé êáé óå áõôÞ ôçí
ðåñßðôùóç éó÷ýåé ç ðñïçãïýìåíç áíáëïãßá.

Éó÷ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ ÈáëÞ. 

Èåùñïýìå äýï åõèåßåò ä1 êáé ä2 ðïõ ôÝìíïõí äýï ðá-

ñÜëëçëåò åõèåßåò å1 êáé å2 óôá óçìåßá Á, Â êáé Å, Æ

áíôßóôïé÷á. 
Áí Ã êáé Ç åßíáé óçìåßá ôùí åõèåéþí ä1 êáé ä2 áíôß-

óôïé÷á ôÝôïéá, þóôå }
Á

ÂÃ

Â
} = }

Æ

Å

Ç

Æ
} , ôüôå ç åõèåßá ÃÇ

åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôéò å1 êáé å2 (ó÷.9).

Èåþñçìá

ÐÏÑÉÓÌÁ

ÊÜèå åõèåßá ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëç ìå ìßá áðü ôéò ðëåõ-
ñÝò åíüò ôñéãþíïõ ÷ùñßæåé ôéò äýï Üëëåò ðëåõñÝò óå ìÝ-
ñç áíÜëïãá êáé áíôßóôñïöá.
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Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ÄÅ//ÂÃ (ó÷.10).
ÖÝñïõìå áðü ôçí êïñõöÞ Á åõèåßá å//ÂÃ//ÄÅ, ïðüôå áðü ôï
èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ ðñïêýðôåé üôé

}
Á
Á

Ä
Å
} = }

Ä
Å

Â
Ã
}.

Ìéá óçìáíôéêÞ åöáñìïãÞ ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ ÈáëÞ åßíáé ôï
åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ÄÅ//ÂÃ (ó÷.12). Èá áðïäåßîïõìå üôé:

}
Á

Á

Â

Ä
} = }

Á

Á

Å

Ã
} = }

Ä

Â

Å

Ã
} .

ÅðåéäÞ ÄÅ//ÂÃ, áðü ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ Ý÷ïõìå 

(1).

ÖÝñïõìå ôçí ÅÆ ðáñÜëëçëç ôçò ÁÂ, ïðüôå ôï ÄÅÆÂ åßíáé
ðáñáëëçëüãñáììï, Üñá ÄÅ=ÂÆ  (2).
ÅðåéäÞ ÅÆ//ÁÂ, áðü ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ Ý÷ïõìå 

Þ    (3).

Áðü ôéò (1) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé .

� Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ ÈáëÞ ãßíïíôáé ïñéóìÝ-
íåò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò. Äýï áðü ôéò óðïõäáéüôåñåò åßíáé
ôá ðáñáêÜôù ðñïâëÞìáôá.

ÁÄ
ÁÂ

ÁÅ
ÁÃ

ÄÅ
ÂÃ

= =

ÁÅ
ÁÃ

ÄÅ
ÂÃ

=
ÁÅ

ÁÃ

BZ

BÃ
=

ÁÄ
ÁÂ

ÁÅ
ÁÃ

=

Ó÷Þìá 10

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ 
Ôï ðáñáðÜíù ðüñéóìá éó÷ýåé
êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç ÄÅ
ôÝìíåé ôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí ðëåõ-
ñþí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. 

Ôï ôñßãùíï ðïõ ïñßæåôáé áðü ôéò åõèåßåò äýï ðëåõñþí
ôñéãþíïõ êáé ìßá ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ôñßôç ðëåõñÜ
ôïõ, Ý÷åé ðëåõñÝò áíÜëïãåò ðñïò ôéò ðëåõñÝò ôïõ áñ÷é-
êïý ôñéãþíïõ.

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 12

Ó÷Þìá 11
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ÐÑÏÂËÇÌÁ 1 (ÊáôáóêåõÞ ôÝôáñôçò áíáëüãïõ)

Áí äïèïýí ôñßá åõèýãñáììá ôìÞìáôá á, â êáé ã, íá êáôáóêåõáóèåß ôï ôìÞìá x, ðïõ

ïñßæåôáé áðü ôçí áíáëïãßá }
á

â
} =}

x

ã
} .

Ëýóç
¸óôù ìéá ãùíßá zO. ^y. ÐÜíù óôç ìßá ðëåõñÜ ôçò Ïz
ðáßñíïõìå äéáäï÷éêÜ ôá ôìÞìáôá ÏÁ = á, ÁÂ = â êáé
ðÜíù óôçí Ïy ôï ôìÞìá ÏÃ = ã. Áðü ôï Â öÝñïõìå ôçí
ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÁÃ, ðïõ ôÝìíåé ôçí Ïy óôï Ä. 
Ôüôå ÃÄ = x ãéáôß 

Þ   .

Åßíáé öáíåñü üôé ìå ôïí ßäéï ôñüðï êáôáóêåõÜæåôáé ôï

ôìÞìá x áí  }
á

x
} = }

â

ã
} Þ   }

á

x
} = }

â

ã
} Þ   }

á

â
} = }

x

ã
} ,

áñêåß êÜèå öïñÜ íá ãñÜöïõìå ôï x ùò ôÝôáñôï üñï ôçò 
áíáëïãßáò.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 2 (Äéáßñåóç åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò óå äïóìÝíï ëüãï)

Íá äéáéñåèåß åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ, åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ, óå äïóìÝíï ëüãï }
ì

í
} ,

üðïõ ì,í ãíùóôÜ ôìÞìáôá.

Ëýóç
Áðü ôï Á öÝñïõìå ìéá çìéåõèåßá Áx, ðÜíù óôçí ïðïßá
ðáßñíïõìå ôìÞìá ÁÅ=ì. Áðü ôï Â öÝñïõìå åõèåßá
ðáñÜëëçëç ôçò Áx êáé ðáßñíïõìå ðÜíù óå áõôÞ
åêáôÝñùèåí ôïõ Â ôìÞìáôá ÂÆ=ÂÇ=í. Ôá óçìåßá Ã
êáé Ä óôá ïðïßá ïé åõèåßåò ÅÇ êáé ÅÆ ôÝìíïõí ôçí
åõèåßá ÁÂ åßíáé ôá æçôïýìåíá. ÐñÜãìáôé, ôá ôñßãùíá
ÁÅÃ êáé ÃÇÂ Ý÷ïõí áíÜëïãåò ðëåõñÝò, ïðüôå:

}
Ã

Ã

Á

Â
} = }

Â

Á

Ç

Å
} = }

ì

í
} .

¼ìïéá ôá ôñßãùíá ÄÁÅ êáé ÄÂÆ Ý÷ïõí áíÜëïãåò
ðëåõñÝò, ïðüôå:

á
â

ã
x

=OA
AB

OÃ
ÃÄ

=
Ó÷Þìá 13

Ó÷Þìá 14
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.

� Áí ì=í, ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÆÅ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï,
ïðüôå ç ÅÆ äå äßíåé óçìåßï Ä ðÜíù óôçí ÁÂ, åíþ ôï Ã åßíáé
ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ.

ÄA
ÄÂ

ÁÅ
ÂÆ

ì
í

= =

Ó÷Þìá 15

Äýï óçìåßá Ã êáé Ä, ðïõ äéáéñïýí åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ
ôï ôìÞìá ÁÂ óôïí ßäéï ëüãï, ëÝãïíôáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí
Á êáé Â (ó÷.16).

ÄçëáäÞ ôá Ã êáé Ä åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á êáé Â, áí ôá
ôÝóóåñá óçìåßá åßíáé óõíåõèåéáêÜ êáé 

. 

Áðü ôç ó÷Ýóç áõôÞ ðáßñíïõìå ôçí áíáëïãßá

Þ , 

áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé üôé êáé ôá Á êáé Â åßíáé óõæõãÞ
áñìïíéêÜ ôùí Ã êáé Ä. Ôá ôÝóóåñá óçìåßá (Á,Â) êáé   (Ã,Ä)
ëÝìå üôé áðïôåëïýí áñìïíéêÞ ôåôñÜäá.

ÁÃ
ÁÄ

ÂÃ
ÂÄ

=
ÃÁ
ÄÁ

ÃÂ
ÄÂ

=

ÃÁ
ÃÂ

ÄÁ
ÄÂ

=

Óçìåßùóç 
Ôï Ä ëÝãåôáé áñìïíéêü óõæõãÝò ôïõ Ã ùò ðñïò ôá Á êáé Â. ¼ðùò åßäáìå
ðáñáðÜíù, áí ôï Ã åßíáé ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ, ôï Ä äåí õðÜñ÷åé. 

Ó÷Þìá 16
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 7

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá íá âñåßôå ôá x êáé y.

2. Íá äéêáéïëïãÞóåôå ãéáôß ÁÂ//ÃÄ êáé ÅÆ//ÊË//ÌÍ
óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá.

3. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá åßíáé:

i) Ó      Ë

ii) ÅÆ//ÃÄ Ó      Ë
Íá ÷áñáêôçñßóåôå ùò
óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë)
êáèåìßá áðü ôéò ðñïçãïý-
ìåíåò ó÷Ýóåéò êáé íá
äéêáéïëïãÞóåôå ôéò áðá-
íôÞóåéò óáò.

4. Äßíåôáé ôìÞìá ÁÂ êáé äõï óçìåßá Ã êáé Ä þóôå 

}
Ã

Ã

Á

Â
} = }

Ä

Ä

Á

Â
} . Áñêåß ç ðñïçãïýìåíç ó÷Ýóç þóôå ôá Ã êáé

Ä íá åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á êáé Â;
5. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé ÊË = 4, ËÅ = 2. Íá
âñåèåß óçìåßï Æ ôÝôïéï, þóôå ôá óçìåßá (Æ,Å) íá åßíáé
óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí (Ê,Ë).

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá åßíáé
ÄÅ//ÂÃ, ÅÆ//ÁÂ êáé ÆÇ//ÁÃ.
Íá áðïäåßîåôå üôé

}
Ä

Ä

Á

Â
} = }

Ç

Ç

Â

Á
} .

2. Áðü ôçí êïñõöÞ Á ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ öÝñïõ-
ìå åõèåßá å ç ïðïßá ôÝìíåé ôç äéáãþíéï ÂÄ óôï Å, ôçí
ðëåõñÜ ÂÃ óôï Æ êáé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÄÃ óôï Ç. Íá
áðïäåßîåôå üôé

i) }
Á

Á

Ç

Æ
} = }

Ä

Á

Ç

Â
} , ii) ÁÅ2 = ÅÁ ?ÅÇ.

3. Ïé ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ÁÄ, ÂÃ ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ
ôÝìíïíôáé óôï Ï. Ç ðáñÜëëçëç áðü ôï Â ðñïò ôçí ÁÃ
ôÝìíåé ôçí ÁÄ óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÏÁ åßíáé ìÝ-
óï áíÜëïãï ôùí ÏÄ êáé ÏÅ.
4. Áðü óçìåßï Ä ôçò ðëåõñÜò ÂÃ ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõ-
ìå ôçí ðáñÜëëçëç ðñïò ôç äéÜìåóü ôïõ ÁÌ, ðïõ ôÝìíåé
ôéò åõèåßåò ÁÂ êáé ÁÃ óôá óçìåßá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á.

Íá áðïäåßîåôå üôé .

5. Äßíåôáé ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé óçìåßï Å ôçò äéáãù-
íßïõ ÁÃ. Ïé ðáñÜëëçëåò áðü ôï Å ðñïò ôéò ÂÃ, ÃÄ ôÝ-
ìíïõí ôéò ÁÂ, ÁÄ óôá Æ êáé Ç áíôßóôïé÷á. Íá
áðïäåßîåôå üôé ÆÇ//ÄÂ.
6. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßá Ä, Å ôçò ðëåõñÜò

ÂÃ, þóôå . Ïé ðáñÜëëçëåò áðü ôá Ä

êáé Å ðñïò ôéò ÁÃ êáé ÁÂ áíôßóôïé÷á ôÝìíïõí ôçí ÁÂ
óôï Æ êáé ôçí ÁÃ óôï Ç. Íá áðïäåßîåôå üôé ÆÇ//ÂÃ.
7. Áðü ôõ÷áßï óçìåßï Ê ôçò äéáìÝóïõ ÁÌ ôñéãþíïõ

ÂÄ ÃÅ
ÂÃ

= <
2

ÁÅ

ÁÆ

ÁÂ

ÁÃ
=

ÁÅ

ÅÄ

ÂÆ

ÆÃ
=

å1//å2
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ÁÂÃ öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò ÁÂ êáé ÁÃ, ðïõ ôÝì-
íïõí ôç ÂÃ óôá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé
ÌÄ = ÌÅ .
8. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) êáé Å ôï ìÝóï ôçò
ìéêñÞò âÜóçò ÁÂ. Áí ç ÄÅ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Æ êáé ôçí
ðñïÝêôáóç ôçò ÃÂ óôï Ç, íá áðïäåßîåôå üôé ôá Æ, Ç åß-
íáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Ä, Å.
9. ÄåîáìåíÞ ýøïõò õ=12m ðåñéÝ÷åé íåñü ðïõ öôÜíåé
óå ýøïò h. ÑÜâäïò ìÞêïõò 15m ôïðïèåôåßôáé óôç äåîá-
ìåíÞ, üðùò óôï äéðëáíü ó÷Þìá. ÂãÜæïõìå ôç ñÜâäï êáé
ðáñáôçñïýìå üôé ôï ôìÞìá ðïõ âñÝ÷ôçêå Ý÷åé ìÞêïò
10m. Ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôï ýøïò h ôïõ íå-
ñïý;

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Áí ôá Ã, Ä åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á, Â êáé Ï åß-
íáé ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ, íá áðïäåßîåôå üôé ôá Ã êáé Ä âñß-
óêïíôáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôïõ Ï.
2. Íá äéáéñåèåß åõèýãñáììï ôìÞìá AB = a  óå ôìÞìáôá
x, y, ù ôÝôïéá, þóôå 4x = 6y = 3ù.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ åããåãñáììÝíï óå êýêëï (Ï,R)
êáé Ýóôù Ä ç ôïìÞ ôçò äéáìÝôñïõ ÁÅ ìå ôç ÂÃ. Áí Æ êáé
Ç åßíáé ïé ðñïâïëÝò ôïõ Ä óôéò ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á,
íá áðïäåßîåôå üôé ÆÇ//ÂÃ.
4. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé óçìåßï Å ôçò

ÄÂ ôÝôïéï, þóôå ÄÅ = }
1

5
} ÄÂ. Áí ç ÃÅ ôÝìíåé ôçí ÁÄ óôï

Æ, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÆ = 3ÄÆ.
5. Áðü ôçí êïñõöÞ Â ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ öÝ-
ñïõìå åõèåßá å, ðïõ ôÝìíåé ôçí ðëåõñÜ ÁÄ óôï Å êáé
ôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÃÄ óôï Æ. Íá áðïäåßîåôå üôé 

}
Ä

Ä

Á

Å
} 2 }

Ä

Ä

Ã

Æ
} = 1. 

6. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá óçìåßá Ä, Å ôçò ÂÃ
þóôå ÂÄ = ÄÅ = ÅÃ. Ç ðáñÜëëçëç áðü ôï Ä ðñïò ôçí
ÁÂ ôÝìíåé ôç äéÜìåóï ÁÌ óôï Ê. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) Ôï Ê åßíáé ôï âáñýêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.
ii) ÊÅ//ÁÃ.
7. Ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) ïé äéáãþíéåò ÁÃ, ÂÄ ôÝ-
ìíïíôáé óôï Ï. Áðü ôï Ï öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò
ÁÄ, ÂÃ ðïõ ôÝìíïõí ôç ÄÃ óôá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á. Íá
áðïäåßîåôå üôé ÄÅ = ÃÆ. 

Óýíèåôá èÝìáôá 
1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá óçìåßá Ä êáé Å ôùí

ðëåõñþí ôïõ ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á, þóôå }
Ä

Ä

Á

Â
} = }

Å

Å

Á

Ã
} .

Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ìÝóá Ê, Ë, Ì ôùí ÁÂ, ÁÃ êáé ÄÅ
áíôßóôïé÷á, åßíáé óõíåõèåéáêÜ óçìåßá.
2. Áðü ôï ìÝóï Ì ôçò ðëåõñÜò ÂÃ ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝ-
ñïõìå ôõ÷áßá åõèåßá, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ óôá Æ
êáé Ç áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé 
ÆÁ ? ÇÃ = ÇÁ ? ÆÂ.
3. Äßíåôáé åõèåßá å, ôÝóóåñá äéáäï÷éêÜ óçìåßá ôçò Á,
Ã, Â, Ä êáé óçìåßï Ï åêôüò áõôÞò. Áðü ôï Â öÝñïõìå
ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÏÁ, ç ïðïßá ôÝìíåé ôéò ÏÃ, ÏÄ óôá
Å êáé Æ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá Ã, Ä åßíáé
óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á, Â, áí êáé ìüíï áí ÂÅ = ÂÆ.
4. Áí Ýíá óçìåßï Ä ÷ùñßæåé åóùôåñéêÜ ôçí ðëåõñÜ ÂÃ
ôñéãþíïõ ÁÂÃ óå ëüãï ë êáé Ýíá óçìåßï Å ÷ùñßæåé åóù-
ôåñéêÜ ôï ÁÄ óå ëüãï ê, íá õðïëïãéóèåß ï ëüãïò óôïí ï-
ðïßï ÷ùñßæåé ç åõèåßá ÂÅ ôçí ðëåõñÜ ÁÃ.
5. Ç åöáðôïìÝíç åíüò êýêëïõ óå óçìåßï ôïõ Ì ôÝìíåé
ôéò åöáðôüìåíåò óôá Üêñá Á, Â ìéÜò äéáìÝôñïõ  ôïõ ÁÂ,
óôá óçìåßá Ã êáé Ä áíôßóôïé÷á. Áí Ê åßíáé ôï óçìåßï
ôïìÞò ôùí ÂÃ, ÁÄ, íá áðïäåßîåôå üôé ÌÊ^AB.
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7.8  ÈåùñÞìáôá ôùí äé÷ïôüìùí ôñéãþíïõ

Èá ìåëåôÞóïõìå åäþ, ùò åöáñìïãÝò ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Èá-
ëÞ, âáóéêÝò éäéüôçôåò ôçò åóùôåñéêÞò êáé åîùôåñéêÞò äé÷ï-
ôüìïõ ãùíßáò ôñéãþíïõ.

ÄçëáäÞ, áí ÁÄ äé÷ïôüìïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ, éó÷ýåé 

.

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ (ó÷.18). Áðü ôï
Â öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÁÄ, ðïõ ôÝìíåé ôçí ðñï-
Ýêôáóç ôçò ÁÃ óôï Å. Áðü ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ óôï ôñßãùíï

ÃÅÂ Ý÷ïõìå }
Ä

Ä

Â

Ã
} = }

Á

Á

Å

Ã
} (1).

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï æçôïýìåíï, áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé
ÁÅ = ÁÂ. ÐñÜãìáôé:

Á
^

1 = Â
^

1 (åíôüò åíáëëÜî ôùí ðáñáëëÞëùí ÁÄ êáé ÂÅ),

Á
^

2 = Å
^

(åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ôùí ðáñáëëÞëùí ÁÄ

êáé ÂÅ),

Á
^

1 = Á
^

2 (ÁÄ äé÷ïôüìïò),

ïðüôå  Â
^

1 = Å
^

Üñá  ÁÅ = ÁÂ (2). 

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé }
Ä

Ä

Â

Ã
} = }

Á

Á

Â

Ã
}.

ÅðåéäÞ ôï óçìåßï Ä ðïõ äéáéñåß ôçí ðëåõñÜ ÂÃ óå ëüãï }
Á

Á

Â

Ã
}

åßíáé ìïíáäéêü, ôï èåþñçìá éó÷ýåé êáé áíôßóôñïöá, äçëáäÞ:

Áí ôï Ä åßíáé óçìåßï ôçò ðëåõñÜò ÂÃ êáé éó÷ýåé }
Ä

Ä

Â

Ã
} = }

Á

Á

Â

Ã
}

ôüôå ç ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Á
^

.

ÄÂ

ÄÃ

ÁÂ

ÁÃ
=

158

ÊÅÖÁËÁÉÏ 7

Ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò ôñéãþíïõ äéáéñåß ôçí áðÝíá-
íôé ðëåõñÜ åóùôåñéêÜ óå ëüãï ßóï ìå ôï ëüãï ôùí ðñï-
óêåßìåíùí ðëåõñþí.

Èåþñçìá (åóùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ ôñéãþíïõ)

Ó÷Þìá 17

Ó÷Þìá 18
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� Õðïëïãéóìüò ôùí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí, óôá
ïðïßá äéáéñåß ç äé÷ïôüìïò ôçí áðÝíáíôé ðëåõñÜ ùò
óõíÜñôçóç ôùí á,â,ã.

Óôï ó÷.18 èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôéò áðïóôÜóåéò ôïõ Ä áðü
ôá Â êáé Ã.
Ç ðñïçãïýìåíç áíáëïãßá ãñÜöåôáé:

Þ Þ 

ïðüôå . ¼ìïéá âñßóêïõìå .

ÄçëáäÞ, áí ç ÁÅ åßíáé åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôïõ ôñéãþíïõ
ÁÂÃ, éó÷ýåé üôé: 

.

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÅ
(ó÷.20). Áðü ôï Â öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÁÅ, ðïõ
ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Æ. Áðü ôï èåþñçìá ôïõ ÈáëÞ óôï ôñßãùíï
ÃÁÅ Ý÷ïõìå 

}
Å

Å

Â

Ã
} = }

Á

Á

Æ

Ã
} (1).

Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôï æçôïýìåíï, áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé
ÁÆ = ÁÂ. ÐñÜãìáôé:

Á
^

1 = Â
^

1 (åíôüò åíáëëÜî ôùí ðáñáëëÞëùí ÁÅ êáé ÂÆ),

Á
^

2 = Æ
^

1(åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ôùí ðáñáëëÞëùí

ÁÅ êáé ÂÆ),
Á
^

1 = Á
^

2 (ÁÅ åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò),

ïðüôå  Â
^

1 = Æ
^

1 Üñá  ÁÅ = ÁÂ   (2).

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé }
Å

Å

Â

Ã
} = }

Á

Á

Â

Ã
} .

EB

ÅÃ

ÁÂ

ÁÃ
=

ÄÃ = }
â

á

+

â

ã
}ÄÂ = }

â

á

+

ã

ã
}

ÄÂ
á

ã
â ã

= +
ÄÂ

ÄÂ ÄÃ
ã

â ã+ = +
ÄÂ
ÄÃ

ã
â

=

Ó÷Þìá 19

Ó÷Þìá 20

Ç äé÷ïôüìïò ìéáò åîùôåñéêÞò ãùíßáò ôñéãþíïõ ôÝìíåé
ôçí ðñïÝêôáóç ôçò áðÝíáíôé ðëåõñÜò óå Ýíá óçìåßï,
ôï ïðïßï äéáéñåß åîùôåñéêÜ ôçí ðëåõñÜ áõôÞ óå ëüãï
ßóï ìå ôï ëüãï ôùí ðñïóêåßìåíùí ðëåõñþí.

Èåþñçìá (åîùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ ôñéãþíïõ)
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Ôï èåþñçìá éó÷ýåé êáé áíôßóôñïöá, äçëáäÞ:
Áí ôï Å åßíáé óçìåßï ôçò ðñïÝêôáóçò ôçò ðëåõñÜò ÂÃ êáé

éó÷ýåé }
Â

Å

Å

Ã
} = }

Á

Á

Â

Ã
}, ôüôå ç ÁÅ åßíáé ç åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò

ôçò ãùíßáò Á
^

.

� Õðïëïãéóìüò ôùí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí óôá
ïðïßá äéáéñåß ç åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôçí áðÝíáíôé
ðëåõñÜ ùò óõíÜñôçóç ôùí á,â,ã.

Óôï ó÷.20 èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå ôéò áðïóôÜóåéò ôïõ Å
áðü ôá Â êáé Ã.
Ç ðñïçãïýìåíç áíáëïãßá ãñÜöåôáé:

Þ   Þ   ,

ïðüôå . ¼ìïéá âñßóêïõìå üôé .ÅÃ = }
â

á

2

â

ã
}ÅÂ = }

â

á

2

ã

ã
}

EB
á

ã
â ã

= -
ÅÂ

ÅÃ ÅÂ
ã

â ã- = -
EB
ÅÃ

ã
â

=

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Ôï óçìåßï Å âñßóêåôáé ðñïò ôï ìÝñïò ôçò ìéêñüôåñçò ðëåõñÜò.
ÐñÜãìáôé áí â>ã ôüôå Â^ >Ã^ ïðüôå Ã^ = ö>0 . 

Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé . 

¸÷ïõìå , ïðüôå 

Á̂1 + Â̂2 = 180° � Â̂ + }
Â
2

^
} + }

Ã
2

^
} = 180° � 1}Â̂ 2

� Ã̂
}2 = 180° � }

ö
2

} < 180°.

Áí ÁÂ = ÁÃ, ôüôå ôï Å äåí õðÜñ÷åé. (ÅöáñìïãÞ 1 � § 4.8)

$
$ $ $

$ $A
A Â Ã

Â
åî ï

1 2 2
180= =

+
= - êáé Â2

$ $A B o
1 2 180+ <

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Áí Ä êáé Å åßíáé ôá ß÷íç ôçò åóùôåñéêÞò êáé åîùôåñéêÞò äé÷ï-
ôüìïõ ôçò ãùíßáò Á^, ôñéãþíïõ ÁÂÃ, óôçí áðÝíáíôé ðëåõñÜ, èá

åßíáé }
Ä

Ä

Â

Ã
} = }

Á

Á

Â

Ã
} êáé }

Å

Å

Â

Ã
} = }

Á

Á

Â

Ã
} , ïðüôå }

Ä

Ä

Â

Ã
} = }

Å

Å

Â

Ã
} .

ÄçëáäÞ ôá ß÷íç Ä êáé Å ôùí äýï äé÷ïôüìùí åßíáé óçìåßá óõæõ-
ãÞ áñìïíéêÜ ùò ðñïò ôéò êïñõöÝò Â êáé Ã ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. Ó÷Þìá 21
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ÁÍÁËÏÃÉÅÓ

7.9  Áðïëëþíéïò Êýêëïò

ÐÑÏÂËÇÌÁ

Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ðïõ ïé áðïóôÜóåéò ôïõò áðü äýï ïñéóìÝ-

íá óçìåßá Á êáé Â ôïõ åðéðÝäïõ Ý÷ïõí ãíùóôü ëüãï }
ì

í
} Þ 1.

Ëýóç
¸óôù äýï äåäïìÝíá óçìåßá Á, Â êáé Ì ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ôü-

ðïõ ìå ôçí éäéüôçôá }
Ì

Ì

Á

Â
} = }

ì

í
} (1).

ÖÝñïõìå ôçí åóùôåñéêÞ äé÷ïôüìï ÌÃ êáé ôçí åîùôåñéêÞ äé-
÷ïôüìï ÌÄ ôïõ ôñéãþíïõ ÌÁÂ. Ôüôå 

}
Ã

Ã

Á

Â
} = }

Ì

Ì

Á

Â
} = }

ì

í
} (2) êáé }

Ä

Ä

Á

Â
} = }

Ì

Ì

Á

Â
} = }

ì

í
} (3).

ÄçëáäÞ, ôá óçìåßá Ã êáé Ä åßíáé ïñéóìÝíá, áöïý ÷ùñßæïõí ôï

ÁÂ åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ óå ëüãï ¾ì
í

¾. Áêüìá åßíáé ÃÌ
^

Ä = 90°, åðåéäÞ ïé ÌÃ êáé ÌÄ

åßíáé äé÷ïôüìïé ôùí äýï åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêþí ãùíéþí ÁÌ
^

Â êáé ÂÌ
^

Ç. 

¢ñá ôï Ì áíÞêåé óå êýêëï ìå äéÜìåôñï ôï ôìÞìá ÃÄ.

Áíôßóôñïöá: ¸óôù Í Ýíá óçìåßï ôïõ êýêëïõ ìå äéÜìåôñï ôï ôìÞìá ÃÄ. Ôüôå .

Èá áðïäåßîïõìå üôé .

Áðü ôï Â öÝñïõìå ÂÅ//ÃÍ, ïðüôå óôï ôñßãùíï ÁÂÅ åßíáé

}
Í

Í

Á

Å
} = }

Ã

Ã

Á

Â
} Þ ëüãù ôçò (2) }

Í

Í

Á

Å
} = }

ì

í
} (4).

Åðßóçò öÝñïõìå ÂÆ//ÄÍ, ïðüôå óôï ôñßãùíï ÁÄÍ åßíáé 

}
Í

Í

Á

Æ
} = }

Ä

Ä

Á

Â
} Þ ëüãù ôçò (3) }

Í

Í

Á

Æ
} = }

ì

í
} (5).

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (4) êáé (5) ðñïêýðôåé üôé , ïðüôå ÍÅ=ÍÆ, äçëáäÞ ôï Í åßíáé

ìÝóï ôïõ ÅÆ.

ÅðåéäÞ êáé ÂÅ//ÃÍ, ÂÆ//ÄÍ,  èá åßíáé êáé , äçëáäÞ ôï ôñßãùíï ÅÂÆ

åßíáé ïñèïãþíéï óôï ìå äéÜìåóï ÂÍ, ïðüôå ÍÂ = ÍÅ = ÍÆ (6).$B

EBZ ï$ =90ÃÍÄ ï$ =90

NA
NE

NÁ
NZ

=

NA
NB

ì
í

=

ÃÍÄ ï$ =90

Ó÷Þìá 22
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 7

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (4) êáé (6) Ý÷ïõìå .

¢ñá ï æçôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò åßíáé ï êýêëïò ìå äéÜìåôñï ÃÄ.

ÊáôáóêåõÞ 

Áí äïèïýí ôá óçìåßá Á êáé Â êáé ï ëüãïò , äéáéñïýìå ôï ôìÞìá ÁÂ åóùôåñéêÜ êáé åîù-

ôåñéêÜ óå ëüãï , üðùò óôï ðñüâëçìá 2, § 7.7 êáé âñßóêïõìå ôá Ã êáé Ä. Óôç óõíÝ÷åéá

ãñÜöïõìå ôïí êýêëï ìå äéÜìåôñï ÃÄ.

Äéåñåýíçóç 

Áí åßíáé }
ì

í
} = 1, ôüôå }

Ì

Ì

Á

Â
} = 1 Þ ÌÁ = ÌÂ. ¢ñá ôï Ì éóáðÝ÷åé áðü ôá Á êáé Â, ïðüôå ï æç-

ôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò åßíáé ç ìåóïêÜèåôïò ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ.

ì
í

ì
í

NA
NB

ì
í

=

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Ï ðñïçãïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò ëÝãåôáé Aðïëëþíéïò êýêëïò, áðü ôï üíïìá ôïõ ¸ëëçíá ìáèçìáôéêïý Áðïë-
ëùíßïõ ðïõ ðñþôïò ìåëÝôçóå ôï èÝìá.
ÃåíéêÜ õðÜñ÷ïõí Üðåéñïé áðïëëþíéïé êýêëïé ùò ðñïò äýï óçìåßá Á êáé Â. Ãéá íá ïñéóèåß êÜðïéïò áðü áõôïýò,

üôáí äïèïýí ôá Á êáé Â, ÷ñåéÜæåôáé íá äïèåß ï ëüãïò }
ì

í
} Þ Ýíá áðü ôá óçìåßá Ã, Ä, Þ éóïäýíáìá, Ýíá ôõ÷áßï óç-

ìåßï ôïõ áðïëëþíéïõ êýêëïõ, þóôå ï ëüãïò íá åßíáé ðñïóäéïñéóìÝíïò.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Íá åîçãÞóåôå ãéáôß ôá ß÷íç Ä, Å ôçò åóùôåñéêÞò êáé

åîùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ ôçò ãùíßáò Á
^
, ôñéãþíïõ ÁÂÃ,

åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Â êáé Ã.

2. Áí ÁÄ åßíáé ç äé÷ïôüìïò ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ÄÂ = }
2

ã
},

íá äéêáéïëïãÞóåôå ãéáôß â + ã = 2á.
3. Ôé ïíïìÜæåôáé Áðïëëþíéïò êýêëïò ùò ðñïò äõï óç-
ìåßá Á êáé Â; Ðüóïé ôÝôïéïé Áðïëëþíéïé êýêëïé õðÜñ-
÷ïõí; Ìå ðïéïõò ôñüðïõò ìðïñåß íá ïñéóèåß êÜðïéïò
áðü áõôïýò;

4. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá åßíáé ÁÄ ç
äé÷ïôüìïò, É ôï Ýãêåíôñï êáé Éá ôï
ðáñÜêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.
Ôá óçìåßá (Á,Ä) êáé (É,Éá) áðïôå-
ëïýí áñìïíéêÞ ôåôñÜäá;
Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ
óáò.

5. Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ
ðïõ ïé áðïóôÜóåéò ôïõò áðü äýï ïñéóìÝíá óçìåßá Á êáé
Â Ý÷ïõí ëüãï ë=1 åßíáé:
i) Êýêëïò äéáìÝôñïõ ÁÂ ii) Ç ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÁÂ
iii) Ôï ìÝóï Ì ôïõ ÁÂ iv) ÊáíÝíá áðü ôá ðáñá-

ðÜíù.
(Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò).
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ÁÍÁËÏÃÉÅÓ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Ç äéÜìåóïò ÁÌ êáé ç äé÷ïôüìïò ÂÄ ôñéãþíïõ ÁÂÃ

ôÝìíïíôáé óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé }
E

A

M

E
} = 2 }

A

ÄÃ

Ä
} .

2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=6, ÂÃ=10, ÁÃ=9. Áí
ÁÄ, ÁÅ ç åóùôåñéêÞ êáé åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôçò ãù-
íßáò Á

^
, íá õðïëïãéóèåß ôï ÄÅ.

3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á
^

= 90° êáé ç äéÜìåóüò ôïõ

ÁÌ. Áí ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò AM
^
B ôÝìíåé ôçí ÁÂ óôï

Ä êáé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÃÁ óôï Å, íá áðïäåßîåôå üôé
ÅÁ ? ÄÂ = ÅÃ ? ÁÄ.
4. Áí Ì åßíáé ôï ìÝóï ôçò ðëåõñÜò ÂÃ åíüò ôñéãþíïõ

ÁÂÃ êáé ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí AM
^
B êáé AM

^
Ã

ôÝìíïõí ôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ óôá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á,
íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ//ÂÃ.
5. Áí ÁÄ, ÂÅ êáé ÃÆ åßíáé ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí
åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé : 

}
Ä

Ä

Â

Ã
} ? }

Å

Å

Á

Ã
} ? }

Æ

Æ

Á

Â
} = 1.

Äéáôõðþóôå êáé áðïäåßîôå áíÜëïãç ðñüôáóç ãéá ôéò
åîùôåñéêÝò äé÷ïôüìïõò.
6. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) åããå-
ãñáììÝíï óå êýêëï (Ï,R). Áí Ä ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ôü-
îïõ ÂÃ êáé ç ÁÄ ôÝìíåé ôçí ðëåõñÜ ÂÃ óôï Å, íá áðï-
äåßîåôå üôé ÅÄ ? ÄÃ = ÅÃ ? ÄÂ.
7. Óå Ýíá çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ öÝñïõìå ôéò åöáðôü-
ìåíåò óôá Üêñá ôçò äéáìÝôñïõ, êáèþò êáé ìßá åöáðôïìÝíç
óå ôõ÷áßï óçìåßï  ôïõ Å, ðïõ ôÝìíåé ôçí åõèåßá ÁÂ óôï Æ
êáé ôéò Üëëåò äýï åöáðôüìåíåò óôá Ã êáé Ä. Íá áðïäåßîåôå
üôé ôá óçìåßá Ã, Ä åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Å, Æ.
8. Äýï ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ åßíáé 20m êáé 36m. Ç
äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò, ç ïðïßá ðåñéÝ÷åôáé ìåôáîý ôùí
äýï áõôþí ðëåõñþí, äéáéñåß ôçí ôñßôç ðëåõñÜ óå äýï
ìÝñç, ôá ïðïßá äéáöÝñïõí êáôÜ 12m. Íá õðïëïãéóèåß ç
ôñßôç ðëåõñÜ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò 
1. Äßíïíôáé ïé äéáäï÷éêÝò ãùíßåò xO^y = yO^z = zO^t =
45° êáé ôá óçìåßá Á, Ä ôùí Ïx, Ït áíôßóôïé÷á, ôÝôïéá
þóôå OA = OÄ. Áí Â, Ã åßíáé ôá óçìåßá ôïìÞò ôçò ÁÄ
ìå ôéò Ïy, Ïz áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÂ2 =
ÂÃ ?ÁÄ.
2. Áðü ôï ìÝóï Ì ôçò ðëåõñÜò ÂÃ åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ
öÝñïõìå ôçí ðáñÜëëçëç óôç äé÷ïôüìï ôïõ ÁÄ, ðïõ

ôÝìíåé ôéò ÁÂ, ÁÃ óôá Å, Æ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå
üôé ÂÅ = ÃÆ.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ, ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ êáé ôï
Ýãêåíôñü ôïõ É. 

i) Íá õðïëïãéóèåß ï ëüãïò }
Á

ÉÄ

É
} , ùò óõíÜñôçóç ôùí

ðëåõñþí á, â, ã ôïõ ôñéãþíïõ.
ii) Áí â + ã = 2á êáé Ê ôï âáñýêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ,

ôüôå:

á) ÉÊ//ÂÃ â) ÆÅ = }
â +

3

ã
} , üðïõ Æ, Å ôá óçìåßá

ôïìÞò ôùí ÁÂ, ÁÃ áíôßóôïé÷á ìå ôçí åõèåßá ÉÊ.
4. Áí ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí Â

^
êáé Ã

^
åíüò ôñéãþíïõ

ÁÂÃ, ôÝìíïõí ôç äéÜìåóü ôïõ ÁÌ óôá Ä êáé Å áíôß-

óôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé }
Ä

Á

Ì

Ä
} + }

Å

Á

Ì

Å
} > 2.

5. Ïé ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ)

ôÝìíïíôáé óôï Ï. Áí ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò 

ôÝìíåé ôéò ÁÂ, ÃÄ óôá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå
üôé:

i) ,

ii) .

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ åããåãñáììÝíï óå êýêëï (Ï,R).
Áí ç êÜèåôç äéÜìåôñïò ÊË óôç ÂÃ ôÝìíåé ôéò ÁÂ, ÁÃ
óôá Å, Æ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ôá Å, Æ åßíáé óõ-
æõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Ê, Ë.
2. Áí ïé äé÷ïôüìïé äýï áðÝíáíôé ãùíéþí ôåôñáðëåýñïõ
ÁÂÃÄ ôÝìíïíôáé ðÜíù óôç äéáãþíéï ðïõ åíþíåé ôéò äýï
Üëëåò êïñõöÝò ôïõ, ôüôå åßíáé ÁÂ ? ÃÄ = ÁÄ ? ÂÃ. Íá
åîåôáóèåß áí éó÷ýåé ç áíôßóôñïöç ðñüôáóç.

3. Äßíåôáé ôüîï Á
C
B êýêëïõ (Ï,R). Íá ïñßóåôå óçìåßï Ì

ôïõ ôüîïõ Á
C
B, ôÝôïéï þóôå }

M

M

A

B
} = }

ì

í
}, üðïõ ì, í äïóìÝíá

ôìÞìáôá.
4. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé ôá óçìåßá Å, Æ
ôùí ðëåõñþí ôïõ ÁÄ, ÁÂ áíôßóôïé÷á, þóôå ÄÅ = ÂÆ.
Áí Ç åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí ÂÅ êáé ÄÆ, íá áðïäåß-
îåôå üôé ç ÃÇ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ÂÃ

^
Ä.

5. Íá êáôáóêåõÜóåôå ôñßãùíï ÁÂÃ ìå âÜóç ÂÃ=á,

ýøïò ÁÇ=õ êáé }
Á

Á

Â

Ã
} = }

ì

í
} , üðïõ ì,í äïóìÝíá ôìÞìáôá.

ÅÁ ÂÃ ÅÂ ÁÄ× = ×

ÆÄ ÂÃ ÆÃ ÁÄ× = ×

ÁÏÂ$
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1. Äßíïíôáé äýï êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ðïõ åöÜðôï-
íôáé åîùôåñéêÜ óôï Á. ÖÝñïõìå ôï êïéíü åöáðôüìåíï
ôìÞìá ôïõò ÄÅ êáé ôçí ÁÂ êÜèåôç óôç ÄÅ . Íá áðï-
äåßîåôå üôé

ÁÂ = }
R

2R

+

ñ

ñ
} .

2. Ìéá ìåôáâëçôÞ åõèåßá å, äéÝñ÷åôáé áðü ôï âáñý-
êåíôñï È åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò
ÁÂ, ÁÃ óôá Ä, Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé

}
Ä

Ä

Â

Á
} + }

Å

Å

Á

Ã
} = 1 .

3. i) Èåþñçìá ÌåíåëÜïõ. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé
åõèåßá å ðïõ ôÝìíåé ôéò åõèåßåò ÁÂ, ÂÃ, ÃÁ óôá Ä, Å, Æ
áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé 

}
Ä

Ä

Á

Â
} ?}

Å

Å

Â

Ã
} ? }

Æ

Æ

Á

Ã
} = 1.

ii) Èåþñçìá Ceva. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá óç-
ìåßá Ä, Å, Æ ôùí åõèåéþí ÂÃ, ÃÁ, ÁÂ, áíôßóôïé÷á. Áí
ïé åõèåßåò ÁÄ, ÂÅ êáé ÃÆ óõíôñÝ÷ïõí, ôüôå éó÷ýåé:

}
Ä

Ä

Â

Ã
} ? }

Å

Å

Á

Ã
} ? }

Æ

Æ

Á

Â
} = 1.

Íá åîåôáóèåß êáé ãéá ôá äýï èåùñÞìáôá, áí éó÷ýåé ôï
áíôßóôñïöï.
4. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ. Áí ç äé÷ïôüìïò
ôçò ãùíßáò ÂÁ̂Ã ôÝìíåé ôç ÂÄ óôï Å êáé ôç ÂÃ óôï Æ,

íá áðïäåßîåôå üôé }
Å

Å

Á

Æ
} � }

Á

Á

Â

Ã
} = 1.

5. Äßíåôáé êýêëïò äéáìÝôñïõ ÁÂ êáé ÷ïñäÞ ÃÄ êÜèåôç
óôçí ÁÂ. Áí Ì åßíáé óçìåßï ôçò ÷ïñäÞò êáé ïé åõèåßåò
ÌÁ êáé ÌÂ ôÝìíïõí ôïí êýêëï óôá Å êáé Æ áíôßóôïé-
÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ÅÆ ?ÆÄ = ÅÄ ? ÆÃ .

6. Áí ôá óçìåßá (Á,Â) êáé (Ã,Ä) áðïôåëïýí áñìïíéêÞ ôå-
ôñÜäá êáé ôï Â åßíáé ìåôáîý ôùí Ã, Ä, íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÏÁ2 = ÏÃ ? ÏÄ, üðïõ Ï ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ.

ii) }
Á

2

Â
} = }

Á

1

Ã
} + }

Á

1

Ä
}.

7. Íá êáôáóêåõáóôåß åóùôåñéêÞ çìéåõèåßá Áx ôçò ãù-

íßáò Á
^

ôñéãþíïõ ÁÂÃ ôÝôïéá, þóôå áí Ä, Å åßíáé ïé

ðñïâïëÝò ôùí Â, Ã óôçí Áx áíôßóôïé÷á, íá åßíáé }
Á

Á

Å

Ä
} =

}
ì

í
}, üðïõ ì, í åßíáé ãíùóôÜ ôìÞìáôá.

8. Äßíåôáé ãùíßá xO
^

y êáé óôáèåñü óçìåßï Á óôï åóù-
ôåñéêü ôçò ãùíßáò. Íá êáôáóêåõáóèåß åõèåßá, ðïõ íá
äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á êáé íá ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ôçò
ãùíßáò óôá óçìåßá Â êáé Ã, þóôå:
i) ôï Á íá åßíáé ìÝóï ôïõ ÂÃ,

ii) íá åßíáé AB = }
2

3
} ÂÃ êáé 

iii) íá åßíáé }
Á

Á

Â

Ã
} = }

ì

í
}, üðïõ ì, í åßíáé ãíùóôÜ ôìÞìáôá.

9. Äýï êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ôÝìíïíôáé óôá óçìåßá Á
êáé Á´. Íá êáôáóêåõáóèåß åõèåßá, ðïõ íá äéÝñ÷åôáé
áðü ôï Á êáé íá ôÝìíåé ôïõò êýêëïõò óôá óçìåßá Â êáé
Ã, þóôå íá åßíáé:

i) ÁÂ = ÁÃ, ii) }
Á

Á

Â

Ã
} = }

3

4
} .

10. Áí ÁÄ, ÂÅ, ÃÆ åßíáé ïé äé÷ïôüìïé åíüò ôñéãþíïõ
ÁÂÃ êáé É åßíáé ôï Ýãêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ, íá
áðïäåßîåôå üôé

}
É

É

Á

Ä
} + }

É

É

Â

Å
} + }

É

É

Ã

Æ
} $ 6.

Äñáóôçñéüôçôåò

1. Íá áðïäåßîåôå ôï áíôßóôñïöï ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ ÈáëÞ.

2. Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÂÃ êáé ôõ÷áßï óçìåßï Á ôïõ åðéðÝäïõ, äéáöïñåôéêü ôùí
Â êáé Ã. Íá êáôáóêåõÜóåôå ôïí Áðïëëþíéï êýêëï ùò ðñïò ôá Â êáé Ã, ï ïðïßïò
äéÝñ÷åôáé  áðü ôï Á.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ. Íá åîåôÜóåôå áí ôá Â êáé Ã
áíÞêïõí óôïí ßäéï Áðïëëþíéï êýêëï ùò ðñïò ôá Ä êáé Á. Íá êáôáóêåõÜóåôå ôïí

ðáñáðÜíù êýêëï êáé íá âñåßôå ôï ëüãï }
Ì

Ì

Á

Ä
} ùò óõíÜñôçóç ôùí ðëåõñþí á, â, ã ôïõ

ôñéãþíïõ, üðïõ Ì ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ êýêëïõ.

Åñãáóßá

Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé óçìåßï Ã ôçò åõèåßáò ÁÂ. Íá âñåèåß ôï áñìïíéêü óõæõãÝò ôïõ Ã ùò ðñïò ôá
Á êáé Â (äýï ðåñéðôþóåéò).
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ÌÝôñçóç
Óôá ðñþôá óôÜäéá áíÜðôõîçò ôçò êïéíùíßáò ç ìÝôñç-
óç ãéíüôáí «ìå ôï ìÜôé», áöïý ôï ìÝôñï äåí åß÷å äéá-
êñéèåß ùò áíåîÜñôçôç éäéüôçôá åíüò áíôéêåéìÝíïõ.
Óôçí ðïñåßá áíÜðôõîçò ôçò êïéíùíßáò, üôáí ôÝôïéïõ
åßäïõò «ðïéïôéêÜ» ìÝôñá êñßèçêáí áíåðáñêÞ, åìöá-
íßóèçêáí êÜðïéá öõóéêÜ ìÝôñá, ðïõ Þôáí óõíÞèùò
ìÝñç ôïõ áíèñþðéíïõ óþìáôïò, üðùò ôï ìÞêïò ôïõ
ðïäéïý, ôï ðëÜôïò ôçò ðáëÜìçò ê.Ü. Ãéá ôçí ýðáñîç
ôÝôïéùí ìÝôñùí ìáñôõñïýí êáé ïé ïíïìáóßåò ôùí ìÝ-
ôñùí ìÞêïõò ðïõ äéáôçñÞèçêáí ìÝ÷ñé óÞìåñá, üðùò
«ðüäé», «äÜêôõëïò», «ðáëÜìç» ê.á. Ôá ìÝôñá áõôÜ
÷ñçóéìïðïéïýíôáí áñ÷éêÜ ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò
éóüôçôáò ôùí ìåôñïýìåíùí ìåãåèþí Þ ôçò éóïäõ-
íáìßáò ôùí ó÷çìÜôùí. Ôï ìÝôñï åíüò ìåãÝèïõò Á
Þôáí ôï ðëçóéÝóôåñï áêÝñáéï ðïëëáðëÜóéï ôçò ìï-
íÜäáò Å. 
Ç áíÜãêç ãéá ðéï áêñéâåßò ìåôñÞóåéò ïäÞãçóå óôç
÷ñÞóç õðïäéáéñÝóåùí ôçò ìïíÜäáò ìÝôñïõ. ¸ôóé
åìöáíßóôçêáí ôá ðñþôá «óõãêåêñéìÝíá êëÜóìáôá»,
ùò ìÝñç ôùí óõãêåêñéìÝíùí ìÝôñùí áðü üðïõ
ðñïÞëèáí. Ç éóôïñéêÞ äéáäéêáóßá ãÝíåóçò ôùí
óõãêåêñéìÝíùí êëáóìÜôùí ùò áðïôÝëåóìá ôçò áíÜ-
ãêçò ìÝôñçóçò åðéâåâáéþíåôáé áðü ôçí áíïìïéï-
ìïñößá ôïõ óõìâïëéóìïý ôùí êëáóìÜôùí áõôïý ôïõ
ôýðïõ. Óôç Âáâõëþíá ôá óýìâïëá ãéá ôï 1/2, ôï 1/3
êáé ôï 2/3 åßíáé ôáõôü÷ñïíá êáé óýìâïëá äï÷åßùí,
äçëáäÞ óõãêåêñéìÝíùí ìÝôñùí üãêïõ. Óôçí áñ÷áßá
Áßãõðôï äéáêñßíïíôáé ôá öõóéêÜ êëÜóìáôá (1/2, 1/3,
1/4 êáé 2/3), ðïõ äéáìïñöþèçêáí áðü Üìåóåò
ðñáêôéêÝò áíÜãêåò êáé Ý÷ïõí éäéÜæïõóá ïíïìáôï-
ëïãßá êáé éåñïãëõöéêü óõìâïëéóìü, êáé ôá áëãïñéè-
ìéêÜ êëÜóìáôá, ðïõ Þôáí ôçò ìïñöÞò 1/í, êáé åìöá-
íßóèçêáí ùò ðñïúüí ìáèçìáôéêÞò åðåîåñãáóßáò.
Ç áíåîáñôçôïðïßçóç ôïõ êëÜóìáôïò áðü ôï óõíõöá-
óìÝíï ðåäßï ìåãåèþí Þôáí ðïëý ðéï áñãÞ áðü ôç äéá-
ìüñöùóç ôçò Ýííïéáò ôïõ öõóéêïý áñéèìïý. Äåí Ýãé-
íå ãñÞãïñá áíôéëçðôü üôé ïé áñéèìçôéêÝò éäéüôçôåò
ôùí êëáóìÜôùí äåí åîáñôþíôáé áðü ôéò éäéüôçôåò ôïõ
ðåäßïõ ìåãåèþí, óôï ïðïßï áíÞêïõí.
Ç ðñþôç ÅëëçíéêÞ èåùñßá ìÝôñçóçò. Ìßá áðü
ôéò óçìáíôéêÝò äéáöïñÝò ôçò ÅëëçíéêÞò ìáèçìáôéêÞò
ðáñÜäïóçò áðü ôçí ÁéãõðôéáêÞ êáé ôç ÂáâõëùíéáêÞ
åßíáé üôé ôá ðñïâëÞìáôá ôçò ìÝôñçóçò óõíå÷þí
ìåãåèþí ôßèåíôáé óå íÝá èåùñçôéêÞ âÜóç. Ïé
ìáèçìáôéêïß áñ÷ßæïõí íá áíáæçôïýí ìåèüäïõò ìÝ-

ôñçóçò ìå âÜóç êÜðïéá áöçñçìÝíç ìïíÜäá ìÝôñïõ
ìÞêïõò, åðéöáíåßáò Þ üãêïõ. Êáé åäþ äåí åííïïýìå
åìðåéñéêÝò ìåèüäïõò (ðñïóåããéóôéêïý) ðñïóäéïñé-
óìïý ôïõ ìÝôñïõ ðïõ íá éêáíïðïéïýí ðñáêôéêÝò áíÜ-
ãêåò. Áðáéôåßôáé ç áðüäåéîç ôçò ýðáñîçò åíüò ôÝôïéïõ
ìÝôñïõ. Ç íÝá áõôÞ ðñïóÝããéóç áðáéôïýóå ôçí åéóá-
ãùãÞ íÝùí èåùñçôéêþí åííïéþí êáé íÝùí ôñüðùí
óõëëïãéóìïý. ÊÜèå óõãêåêñéìÝíï åßäïò ìåãåèþí
åßíáé óõíõöáóìÝíï ìå ïñéóìÝíï ôñüðï óýãêñéóçò
ôùí öõóéêþí áíôéêåéìÝíùí Þ óùìÜôùí. Ôá
åõèýãñáììá ôìÞìáôá, ð.÷. ìðïñïýí íá óõãêñéèïýí
ìå ôç âïÞèåéá ôçò Ýííïéáò ôçò «åöáñìïãÞò» ôïõ åíüò
åðß ôïõ Üëëïõ, ç ïðïßá ïäçãåß óôçí Ýííïéá ôïõ
ìÞêïõò: äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá Ý÷ïõí ôï ßäéï
ìÞêïò áí ìå ôç ìåôáöïñÜ ôïõ åíüò åðß ôïõ Üëëïõ
«åöáñìüæïõí», åíþ ôï Ýíá õðïëåßðåôáé ôïõ Üëëïõ
ôüôå ôï ðñþôï åßíáé ìéêñüôåñï ôïõ äåýôåñïõ. Ôá
âÜñç åßíáé ìåãÝèç Üëëïõ åßäïõò. Äåí Ý÷åé íüçìá ôï
åñþôçìá áí ôï âÜñïò ôïõ óþìáôïò åßíáé ìåãáëýôåñï,
ßóï, Þ ìéêñüôåñï áðü ôï ìÞêïò åíüò åõèýãñáììïõ
ôìÞìáôïò. ¸ôóé, ôá ìÞêç, ôá åìâáäÜ, ïé üãêïé, åßíáé
äéáöïñåôéêÜ åßäç ìåãåèþí. Ôï ðñüâëçìá ôçò
ìÝôñçóçò åíüò ìåãÝèïõò Á ìå ôç âïÞèåéá ôçò
ìïíÜäáò Å óõíßóôáôáé áñ÷éêÜ, óôçí áñ÷áßá ÅëëÜäá
óôï íá âñåèåß ðüóåò öïñÝò ðåñéÝ÷åôáé ç ìïíÜäá óôï
Á, äçëáäÞ æçôåßôáé ï áñéèìüò á ôÝôïéïò, þóôå A = áE,
üðïõ Á êáé Å åßíáé ìåãÝèç ôïõ áõôïý åßäïõò. ¸íá
ìÝãåèïò × åßíáé êïéíü ìÝôñï äýï ìåãåèþí Á êáé Â,
üôáí ðåñéÝ÷åôáé áêÝñáéï áñéèìü öïñþí óôá ìåãÝèç
áõôÜ, äçë. Á = á×, B = â×. Ôüôå ôá ìåãÝèç ëÝãïíôáé
óýììåôñá.
Ïé áñ÷áßïé ¸ëëçíåò ãåùìÝôñåò åß÷áí âñåé ìéá áðïôå-
ëåóìáôéêÞ äéáäéêáóßá ìå ôçí ïðïßá ìðïñïýóáí íá
âñïõí ôï êïéíü ìÝôñï äýï ìåãåèþí Á êáé Â, áí
õðÜñ÷åé. Ðñüêåéôáé ãéá ôç äéáäéêáóßá ôçò áíèõöáß-
ñåóçò Þ áíôáíáßñåóçò (ãíùóôÞò óÞìåñá ùò áëãüñéè-
ìïò ôïõ Åõêëåßäç), ç ïðïßá åêôßèåôáé óôéò äýï ðñþôåò
ðñïôÜóåéò ôïõ Âéâëßïõ VII ôùí «Óôïé÷åßùí» ôïõ
Åõêëåßäç. Áí õðïèÝóïõìå üôé Á>Â, ôüôå áöáéñïýìå
ôï Â áðü ôï Á üóåò öïñÝò ãßíåôáé. Áí äåí ðåñéóóåýåé
õðüëïéðï, ôüôå ôï Â ìåôñÜ áêñéâþò ôï Á êáé åßíáé ôï
êïéíü ìÝôñï. ÅéäåìÞ Ý÷ïõìå õðüëïéðï Â1, ìå Â>Â1.

Åöáñìüæïõìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá óôá Â, Â1. Áí äåí

ðñïêýðôåé õðüëïéðï, ôï Â1 åßíáé ôï êïéíü ìÝôñï, åéäå-

ìÞ Ý÷ïõìå Ýíá íÝï õðüëïéðï Â2. Áí ç åðáíÜëçøç

ÁÍÁËÏÃÉÅÓ
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áõôÞò ôçò äéáäéêáóßáò ôåñìáôéóôåß óå êÜðïéï Âí ðïõ

ìåôñÜ áêñéâþò ôï Áí ôüôå ôï Âí åßíáé ôï æçôïýìåíï

êïéíü ìÝôñï. Áí ï áëãüñéèìïò äåí ôåñìáôßæåôáé ôá
äýï ìåãÝèç åßíáé áóýììåôñá. Ðéèáíüôáôá óôï Èåáß-
ôçôï íá áíÞêåé ç éäÝá íá åöáñìïóôåß ç áíèõöáßñåóç
ùò êñéôÞñéï áóõììåôñßáò äýï ôìçìÜôùí. Ôï êñéôÞñéï
áõôü áðïäåéêíýåôáé óôçí Ðñüôáóç 2 ôïõ Âéâëßïõ ×
ôùí «Óôïé÷åßùí». 
Ç áíáêÜëõøç üôé äåí õðÜñ÷åé êïéíü ìÝôñï ôçò äéáãù-
íßïõ êáé ôçò ðëåõñÜò ôïõ ôåôñáãþíïõ áðïäßäåôáé óôïí
Ðõèáãüñá. Ôï ðþò áêñéâþò Ýãéíå áõôÞ ç áíáêÜëõøç
ðáñáìÝíåé èÝìá áíïéêôü ãéá ôï ïðïßï Ý÷ïõí ðñïôáèåß
ðïéêßëåò åñìçíåßåò. ¼ìùò ç áíáêÜëõøç áõôÞ, êáèþò
êáé ïé äõóêïëßá ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôïõ ôåôñá-
ãùíéóìïý ôïõ êýêëïõ (âë. Ôá ìç åðéëýóéìá ãåù-
ìåôñéêÜ ðñïâëÞìáôá ôçò áñ÷áéüôçôáò) Ýäùóáí íÝá
þèçóç óôá ìáèçìáôéêÜ ôùí ìåôñïýìåíùí ìåãåèþí.

Ç ãåíéêÞ èåùñßá ôùí áíáëïãéþí ôïõ Åõäüîïõ. Ç
ýðáñîç áóýììåôñùí ìåãåèþí ïäÞãçóå óôç äéáôý-
ðùóç ìéáò íÝáò èåùñßáò áðü ôïí Åýäïîï ôïí Êíßäéï
ðïõ åêôßèåôáé óôï Âéâëßï V ôùí «Óôïé÷åßùí» ôïõ Åõ-
êëåßäç. Ç íÝá èåùñßá ôùí áíáëïãéþí óôçñßæåôáé óôç
ãåíéêÞ Ýííïéá ôïõ ìåãÝèïõò, ðåñéëáìâÜíïíôáò Ýôóé
êáé ôïõò áñéèìïýò êáé ôá Üëëá óõíå÷Þ ìåãÝèç (ìÞêç,
åðéöÜíåéåò, üãêïé). Ç Ýííïéá áõôÞ åéóÜãåôáé áîéùìá-
ôéêÜ ìå ôç âïÞèåéá ôùí Êïéíþí Åííïéþí óôï Âéâëßï
É ðïõ ïñßæïõí ôéò ó÷Ýóåéò éóüôçôáò êáé áíéóüôçôáò.

Ï Åýäïîïò ïñßæåé ðüôå äýï æåýãç Áñ÷éìÞäåéùí
ìåãåèþí á,â êáé ã,ä Ý÷ïõí ôïí ßäéï ëüãï ìå ôç âïÞèåéá
ôùí ðïëëáðëáóßùí áõôþí ôùí ìåãåèþí, äçëáäÞ
üôáí: 1) ìá > íâ êáé ìã > íä Þ 2) ìá = íâ êáé ìã = íä,
Þ 3) ìá < íâ êáé ìã < íä. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôá
ìåãÝèç á, â, ã, ä ëÝãïíôáé áíÜëïãá. Ç ó÷Ýóç ôçò áíá-
ëïãßáò åßíáé ó÷Ýóç ôýðïõ éóüôçôáò, äçëáäÞ óõììå-
ôñéêÞ êáé ìåôáâáôéêÞ, êáé Ýôóé ôá æåýãç ìåãåèþí äéá-
ìåñßæïíôáé óå êëÜóåéò éóïäõíáìßáò æåõãþí ðïõ Ý÷ïõí
ôïí ßäéï ëüãï. ̧ ôóé, ï ëüãïò ìðïñåß íá åéóá÷èåß ùò ôï
êïéíü ÷áñáêôçñéóôéêü ðïõ Ý÷ïõí ôá æåýãç ìåãåèþí
ìéáò êëÜóçò. 
Ç ãåíéêÞ èåùñßá ôùí áíáëïãéþí áðïôåëåß ôç âÜóç ôçò
ìåèüäïõ ôçò åîÜíôëçóçò, ç ïðïßá åöáñìüóôçêå áðü
ôïõò áñ÷áßïõò ¸ëëçíåò óôç ìÝôñçóç (ìç óôïé÷åéù-
äþí) åðéöáíåéþí êáé üãêùí. Óôçñßæåôáé óôçí éäÝá üôé
áí áðü êÜðïéï ìÝãåèïò áöáéñÝóïõìå ðåñéóóüôåñï
áðü ôï ìéóü, áðü ôï õðüëïéðï åðßóçò ê.ï.ê., ôüôå ìåôÜ

áðü ðåðåñáóìÝíï áñéèìü âçìÜôùí ðáßñíïõìå
õðüëïéðï ìéêñüôåñï áðü ïðïéïäÞðïôå äåäïìÝíï
ìÝãåèïò («Óôïé÷åßá», Âéâëßï ×, Ðñüôáóç 1). Ìå Üëëá
ëüãéá, ç äéáöïñÜ áíÜìåóá óå ìéÜ ìåôáâëçôÞ ðïóü-
ôçôá ðïõ ôåßíåé óå Ýíá üñéï, êáé óôï üñéï áõôü, ìðïñåß
íá ãßíåé üóï ìéêñÞ èÝëïõìå ìå õðïäéðëáóéáóìü ôçò.
Ìå ôç âïÞèåéá ôçò ìåèüäïõ ôçò åîÜíôëçóçò ï
Åýäïîïò áðÝäåéîå ôá ðáñáêÜôù èåùñÞìáôá:
1.Ôá åìâáäÜ äýï êýêëùí Ý÷ïõí ëüãï ßóï ðñïò

ôï ëüãï ôùí ôåôñáãþíùí ôùí äéáìÝôñùí ôïõò.
2. Ï üãêïò ðõñáìßäáò éóïýôáé ìå ôï 1/3 ôïõ üãêïõ

ôïõ ðñßóìáôïò ìå ôçí ßäéá âÜóç êáé ýøïò.
3. Ï üãêïò ôïõ êþíïõ éóïýôáé ìå ôï 1/3 ôïõ üãêïõ

ôïõ êõëßíäñïõ ìå ôçí ßäéá âÜóç êáé ýøïò.
Ìå ôçí ßäéá ìÝèïäï ï Áñ÷éìÞäçò âñÞêå Ýíá
ðëÞèïò íÝùí åìâáäþí êáé üãêùí, üðùò ôï åì-
âáäüí ôçò ðáñÜðëåõñçò åðéöÜíåéáò êõëßíäñïõ
êáé êþíïõ, ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò óöáßñáò,
ôïí üãêï ôçò óöáßñáò ê.Ü.

Áñ÷éìÞäåéá êáé ìç Áñ÷éìÞäåéá ìåãÝèç. Ãéá íá
éó÷ýåé ç èåùñßá ôùí áíáëïãéþí ðñÝðåé íá ïñßæåôáé
ï ëüãïò áíÜìåóá óôá óõãêñéíüìåíá ìåãÝèç á,â.
Áõôü åîáóöáëßæåôáé áí õðÜñ÷ïõí áêÝñáéïé ì êáé
í ôÝôïéïé, þóôå ìá>â êáé íâ>á («Óôïé÷åßá»,
Âéâëßï V, Ïñéóìüò 4). Ç óõíèÞêç áõôÞ ïíïìÜ-
æåôáé óÞìåñá áîßùìá ôïõ Åõäüîïõ (Þ, óõ÷íüôåñá,
áîßùìá Áñ÷éìÞäç � Åõäüîïõ). Ôá ìåãÝèç ãéá ôá ï-
ðïßá éêáíïðïéåßôáé ôï áîßùìá áõôü ëÝãïíôáé
óÞìåñá Áñ÷éìÞäåéá. 

Áò óçìåéùèåß ðùò ìç Áñ÷éìÞäåéá ìåãÝèç Þôáí
ãíùóôÜ óôçí ÅëëçíéêÞ áñ÷áéüôçôá, üðùò ïé ëåãü-
ìåíåò êåñáôïåéäåßò ãùíßåò. Ðñüêåéôáé ãéá ôç ãùíßá
ðïõ ó÷çìáôßæåôáé ð.÷. áðü ôï ôüîï ðåñéöÝñåéáò êáé
ôçí åöáðôïìÝíç óôï Ýíá Üêñï ôçò, äçëáäÞ ôï ìÝ-
ñïò ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ ðåñéÝ÷åôáé ìåôáîý ôïõ ôüîïõ
êáé ôçò åöáðôïìÝíçò óôï óçìåßï åðáöÞò. ÏóïäÞ-
ðïôå êáé áí ìåãáëþóåé ìéá ôÝôïéá ãùíßá äåí ìðï-
ñåß ðïôÝ íá õðåñâåß ôç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåôáé
áðü ôçí åöáðôïìÝíç êáé ïðïéáäÞðïôå ôÝìíïõóá
ôïõ ôüîïõ óôï óçìåßï ôïìÞò. ¸íá ôÝôïéï ìÝãåèïò
a, ôï ïðïßï ðïëëáðëáóéáæüìåíï åðß ïðïéïíäÞðïôå
ðåðåñáóìÝíï áñéèìü í ðáñáìÝíåé ìéêñüôåñï ôïõ
ìåãÝèïõò â, ïíïìÜæåôáé åíåñãåßá áðåéñïóôü ùò
ðñïò ôï â, Þ áíôßèåôá, ôï â ëÝãåôáé åíåñãåßá Üðåéñï
ìÝãåèïò ùò ðñïò ôï á.
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ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

� ÌÝãåèïò ëÝãåôáé ïôéäÞðïôå  åðéäÝ÷åôáé áýîçóç Þ åëÜôôùóç. Óôç Ãåùìåôñßá Ý÷ïõìå ôá ãåùìå-
ôñéêÜ ìåãÝèç.
� ¸íá åõèýãñáììï ôìÞìá ÃÄ ëÝãåôáé õðïäéáßñåóç ôïõ ÁÂ, áí õðÜñ÷åé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò í,

þóôå ÃÄ = }
Á

í

Â
}.

� ¸íá åõèýãñáììï ôìÞìá ÃÄ ëÝãåôáé ãéíüìåíï ôïõ ÁÂ åðß ôï èåôéêü ñçôü áñéèìü q = }
ì

í
} (ì>0,

í>0), áí åßíáé Üèñïéóìá ì åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí ßóùí ìå }
Á

í

Â
}.

� Áí ãéá äõï ìç ìçäåíéêÜ åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ õðÜñ÷åé ñçôüò q = }
ì

í
} ôÝôïéïò, þóôå

ÃÄ = qÁÂ, ôá äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ëÝãïíôáé óýììåôñá êáé ï áñéèìüò q = }
Á

ÃÄ

Â
} ëÝãåôáé ëüãïò

ôùí äýï ôìçìÜôùí.

� Ìéá êïéíÞ õðïäéáßñåóç ÊË = }
Á

í

Â
} = }

Ã

ì

Ä
} ëÝãåôáé êáé êïéíü ìÝôñï ôùí ÁÂ êáé ÃÄ. Äýï óýììåôñá

åõèýãñáììá ôìÞìáôá åßíáé áêÝñáéá ðïëëáðëÜóéá êÜèå êïéíïý ôïõò ìÝôñïõ.

� Äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ðïõ äåí åßíáé óýììåôñá ëÝãïíôáé áóýììåôñá êáé ï ëüãïò ôïõò åßíáé
Ýíáò Üññçôïò áñéèìüò.

Ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá á, ã, ëÝãïíôáé áíÜëïãá ðñïò ôá ôìÞìáôá â, ä üôáí åßíáé }
á
â

} = }
ä
ã

}

� Áíáëïãßá ôìçìÜôùí ëÝãåôáé êÜèå éóüôçôá ôçò ìïñöÞò }
á

â
} = }

ä

ã
}, üðïõ á, â, ã, ä åßíáé åõèýãñáììá

ôìÞìáôá.
� ÌÝôñï åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò á åßíáé ï ëüãïò ôïõ á ðñïò Ýíá Üëëï ôìÞìá ðïõ ðáßñíïõìå
áõèáßñåôá ùò ìïíÜäá ìÝôñçóçò. ¸ôóé:
- Äýï ßóá ôìÞìáôá Ý÷ïõí ßóá ìÝôñá êáé áíôßóôñïöá.
- Ï ëüãïò ôùí ìÝôñùí äýï ôìçìÜôùí, ðïõ ìåôñþíôáé ìå ôçí ßäéá ìïíÜäá ìÝôñçóçò, éóïýôáé ìå ôï
ëüãï ôùí äýï ôìçìÜôùí.

� Áí ãéá ôá äéáöïñåôéêÜ óõíåõèåéáêÜ óçìåßá Á, Â, Ì éó÷ýåé }
Ì

Ì

Á

Â
} = ë, ôüôå ëÝìå üôé ôï Ì äéáéñåß

ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ óå ëüãï ë.
- Ôï Ì äéáéñåß åóùôåñéêÜ Þ åîùôåñéêÜ ôï ôìÞìá ÁÂ óå ëüãï ë, áí ôï Ì åßíáé áíôßóôïé÷á ìåôáîý
ôùí Á êáé Â Þ óôçí ðñïÝêôáóç ôïõ ÁÂ.
- Ôï óçìåßï Ì ðïõ äéáéñåß Þ åóùôåñéêÜ Þ åîùôåñéêÜ ôï ôìÞìá ÁÂ óå ëüãï ë åßíáé ìïíáäéêü.

� Èåþñçìá ÈáëÞ
- Ôñåéò ôïõëÜ÷éóôïí ðáñÜëëçëåò åõèåßåò:

Áí å1//å2//å3 ,ôüôå }
Á

ÅÆ

Â
} = }

Æ

Â

Ç

Ã
} = }

Å

Á

Ç

Ã
} .

Áíôßóôñïöï: Áí å1//å2 êáé }
Á

Â

Â

Ã
} = }

Æ

Å

Ç

Æ
} , ôüôå ÃÇ//å1//å2.

ÁÍÁËÏÃÉÅÓ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 7

- Óôï ôñßãùíï

Áí ÄÅ//ÂÃ, ôüôå }
A

Á

Ä

Å
} = }

Ä

Å

Â

Ã
} êáé }

Á

A

Â

Ä
} = }

Á

Á

Å

Ã
} = }

Ä

Â

Å

Ã
} .

Áíôßóôñïöï: Áí }
A

Á

Ä

Å
} = }

Ä

Å

Â

Ã
} , ôüôå ÄÅ//ÂÃ.

� ÃåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò
� ÊáôáóêåõÞ ôåôÜñôçò áíáëüãïõ
� Äéáßñåóç åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ óå äïóìÝíï ëüãï

� ÓõæõãÞ áñìïíéêÜ
Äýï óçìåßá Ã êáé Ä ðïõ äéáéñïýí åóùôåñéêÜ êáé åîùôåñéêÜ ôï ôìÞìá ÁÂ óôïí ßäéï ëüãï, ëÝãïíôáé
óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á êáé Â.

� ÈåùñÞìáôá äé÷ïôüìùí
ÅóùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ                                         ÅîùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ

� Ôá ß÷íç Ä êáé Å ôçò åóùôåñéêÞò êáé åîùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ ôçò ãùíßáò A^, ôñéãþíïõ ÁÂÃ, åßíáé
óçìåßá óõæõãÞ áñìïíéêÜ ùò ðñïò ôá Â êáé Ã.

� Áðïëëþíéïò êýêëïò ùò ðñïò ôá óçìåßá Á êáé Â ëÝãåôáé êÜèå êýêëïò äéáìÝôñïõ ÃÄ, üðïõ ôá Ã
êáé Ä åßíáé óõæõãÞ áñìïíéêÜ ôùí Á êáé Â.

ÁÅ åîùô. äé÷ïôüìïò Û }
Å
Å

Â
Ã
} = }

Á
Á

Â
Ã
}

ÅÂ = }
â

á
�
ã

ã
}, ÅÃ = }

â
á
�
â

ã
}

ÁÄ äé÷ïôüìïò Û }
Ä

Ä

Â

Ã
} = }

Á

Á

Â

Ã
}

ÄÂ = }
â

á

+

ã

ã
}, ÄÃ = }

â

á

+

â

ã
}
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