
ÌÝôñçóç Êýêëïõ
Ç ìÝôñçóç ôïõ ìÞêïõò ôïõ êýêëïõ êáé ôïõ åìâáäïý ôïõ êõêëéêïý äßóêïõ
áðïôÝëåóå Ýíá óçìáíôéêü èÝìá ìå ôï ïðïßï áó÷ïëÞèçêáí óðïõäáßïé ìáèçìá-
ôéêïß ôçò áñ÷áéüôçôáò (ÉððïêñÜôçò ï ×ßïò, Áñ÷éìÞäçò). Ãéá ôï óêïðü áõôü
÷ñçóéìïðïéÞèçêáí ôá êáíïíéêÜ ðïëýãùíá, ôá ïðïßá ìå ôç óåéñÜ ôïõò áðá-
ó÷üëçóáí ôïõò ìáèçìáôéêïýò ãéá ðåñßïäï ðÜíù áðü 2.000 ÷ñüíéá (Áñ÷áéüôç-
ôá - K.F. Gauss).

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôùí êáíïíéêþí ðïëõãþíùí êáé
ìåëåôÜìå âáóéêÝò éäéüôçôÝò ôïõò. EîåôÜæïõìå ôçí åããñáöÞ ïñéóìÝíùí âáóé-
êþí êáíïíéêþí ðïëõãþíùí óå êýêëï êáé õðïëïãßæïõìå ôá óôïé÷åßá ôïõò.
Óôç óõíÝ÷åéá «ðñïóåããßæïíôáò» ôïí êýêëï ìå êáíïíéêÜ ðïëýãùíá åããåãñáì-
ìÝíá Þ ðåñéãåãñáììÝíá óå áõôüí êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ïñéóìü ôïõ áñéè-
ìïý ð, âñßóêïõìå ôýðïõò ãéá ôï ìÞêïò êýêëïõ êáé ôüîïõ êáé ãéá ôï åìâáäüí
êõêëéêïý äßóêïõ êáé ôïìÝá.
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ÊáíïíéêÜ ðïëýãùíá

11.1 Ïñéóìüò êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ

¼ðùò åßíáé ãíùóôü, Ýíá ôåôñÜãùíï Ý÷åé üëåò ôéò ðëåõñÝò ôïõ
ßóåò êáé üëåò ôéò ãùíßåò ôïõ ßóåò. Ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá Ýíá éóü-
ðëåõñï ôñßãùíï. ÔÝôïéá ðïëýãùíá ëÝãïíôáé êáíïíéêÜ. 

Ïñéóìüò

¸íá ðïëýãùíï ëÝãåôáé êáíïíéêü, üôáí Ý÷åé üëåò ôéò
ðëåõñÝò ôïõ ßóåò êáé üëåò ôéò ãùíßåò ôïõ ßóåò. 

� Ãùíßá êáíïíéêïý í-ãþíïõ
¸óôù Á1Á2...Áí Ýíá êáíïíéêü ðïëýãùíï ìå í ðëåõñÝò êáé

Ýóôù Á^1 = Á^ 2 = ¼ = Á^ í = öí (ó÷.1). ÅðåéäÞ ôï Üèñïéóìá ôùí

ãùíéþí êÜèå êõñôïý í-ãþíïõ åßíáé (í � 2)180ï, èá Ý÷ïõìå 
íöí = (í � 2) ? 180° êáé åðïìÝíùò 

.

� Ïìïéüôçôá êáíïíéêþí ðïëõãþíùí

Áò èåùñÞóïõìå ôþñá äýï êáíïíéêÜ ðïëýãùíá ÁÂÃ...Ô,
Á´Â´Ã´...Ô´ (ó÷.2) ìå ôïí ßäéï áñéèìü ðëåõñþí í. Ôüôå ç ãùíßá

êáèåíüò åßíáé  180° � }
36

í

0°
}, ïðüôå Ý÷ïõìå: 

Á^ = Á^¢ , Â^ = Â^ ¢ , ¼ , Ô^ = Ô^ ¢ (1).

Åðßóçò, áöïý ÁÂ=ÂÃ=...= ÔÁ êáé Á´Â´=Â´Ã´=...=Ô´Á´ èá
Ý÷ïõìå 

}
Á

Á

¢
Â

Â¢
} = }

Â

Â

¢
Ã

Ã¢
} = ¼ = }

Ô

Ô

¢
Á

Á¢
} (2).

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé ôá ðïëýãùíá ÁÂÃ...Ô êáé
Á´Â´Ã´...Ô´ åßíáé üìïéá. ¸ôóé, Ý÷ïõìå ôï åðüìåíï óõìðÝñá-
óìá:
Äýï êáíïíéêÜ ðïëýãùíá ìå ôïí ßäéï áñéèìü ðëåõñþí
åßíáé üìïéá.

öí = 180° � }}
36

í

0°
}}
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11.2  Éäéüôçôåò êáé óôïé÷åßá êáíïíéêþí
ðïëõãþíùí

Ìéá óçìáíôéêÞ éäéüôçôá ôùí êáíïíéêþí ðïëõãþíùí åêöñÜæå-
ôáé áðü ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
¸óôù ÁÂÃÄ ...Ô Ýíá êáíïíéêü ðïëýãùíï (ó÷. 3). Èåùñïýìå
ôïí êýêëï (Ï, R) ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôéò êïñõöÝò Á, Â, Ã ôïõ
ðïëõãþíïõ. Èá áðïäåßîïõìå üôé ï êýêëïò áõôüò äéÝñ÷åôáé êáé
áðü ôçí êïñõöÞ Ä, äçëáäÞ üôé OÄ=R. ÅðåéäÞ OB=OÃ=R, ôï
ôñßãùíï ÏÂÃ åßíáé éóïóêåëÝò êáé åðïìÝíùò Â^1 = Ã^1 = ó, ïðüôå

ôá ôñßãùíá ÏÁÂ êáé ÏÃÄ åßíáé ßóá, ãéáôß Ý÷ïõí:
OB=OÃ, ÁÂ=ÃÄ (áöïý ÁÂÃÄ... T êáíïíéêü) êáé

Â^2 = Â^ � ó = Ã^ � ó = Ã^2.

Áðü ôçí éóüôçôá áõôÞ ðñïêýðôåé üôé OÄ = OA = R. ¼ìïéá
áðïäåéêíýåôáé üôé ï êýêëïò (O,R)  äéÝñ÷åôáé êáé áðü ôéò õðü-
ëïéðåò êïñõöÝò Å, Æ, ... Ô êáé åðïìÝíùò ôï ðïëýãùíï åßíáé åã-
ãñÜøéìï. Ïé ðëåõñÝò ôïõ ðïëõãþíïõ åßíáé ßóåò ÷ïñäÝò ôïõ
êýêëïõ (O,R), åðïìÝíùò êáé ôá áðïóôÞìáôÜ ôïõò èá åßíáé
ßóá, Ýóôù ìå á. ÅðïìÝíùò, ï êýêëïò (O,á) åöÜðôåôáé óôéò
ðëåõñÝò ôïõ ÁÂÃÄ...Ô, Üñá ôï ðïëýãùíï åßíáé ðåñéãñÜøéìï
óå êýêëï. Åßíáé öáíåñü, áðü ôá ðáñáðÜíù, üôé ï ðåñéãåãñáì-
ìÝíïò êýêëïò (O,R) êáé ï åããåãñáììÝíïò (O,á) ôïõ ðïëõãþ-
íïõ åßíáé ïìüêåíôñïé.

� Óôïé÷åßá êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ
Áðïäåßîáìå ðáñáðÜíù üôé êÜèå êáíïíéêü ðïëýãùíï Ý÷åé Ýíáí
ðåñéãåãñáììÝíï êáé Ýíáí åããåãñáììÝíï êýêëï ðïõ Ý÷ïõí
êïéíü êÝíôñï.
Ôï êïéíü êÝíôñï ôùí äýï áõôþí êýêëùí ëÝãåôáé êÝíôñï ôïõ
ðïëõãþíïõ. Ç áêôßíá R ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ êýêëïõ ëÝãåôáé
áêôßíá ôïõ ðïëõãþíïõ, åíþ ç áðüóôáóç ôïõ êÝíôñïõ áðü ìéá
ðëåõñÜ ôïõ, äçëáäÞ ç áêôßíá ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ
ëÝãåôáé áðüóôçìá ôïõ ðïëõãþíïõ.
ÅðåéäÞ ôá ôüîá Á

C
Â, Â

C
Ã, ¼ , Ô

C
Á (ó÷.3) åßíáé ßóá, ïé åðßêåíôñåò 

ÊÜèå êáíïíéêü ðïëýãùíï åããñÜöåôáé óå Ýíáí êýêëï
êáé ðåñéãñÜöåôáé óå Ýíáí Üëëïí. Ïé äýï áõôïß êýêëïé
åßíáé ïìüêåíôñïé.
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ãùíßåò ÁÏ^ Â, ÂÏ^ Ã, ¼, ÔÏ^ Á åßíáé ßóåò. Êáèåìßá áðü ôéò ãùíßåò
áõôÝò, äçëáäÞ ç ãùíßá õðü ôçí ïðïßá öáßíåôáé êÜèå ðëåõñÜ
ôïõ ðïëõãþíïõ áðü ôï êÝíôñï ôïõ, ëÝãåôáé êåíôñéêÞ ãùíßá
ôïõ ðïëõãþíïõ.
Óôá åðüìåíá, óå Ýíá êáíïíéêü í-ãùíï èá óõìâïëßæïõìå ìå
R ôçí áêôßíá ôïõ, ìå ëí ôçí ðëåõñÜ ôïõ, ìå áí ôï áðüóôçìÜ

ôïõ, ìå ùí ôçí êåíôñéêÞ ôïõ ãùíßá, ìå Ñí ôçí ðåñßìåôñü ôïõ

êáé Åí ôï åìâáäüí ôïõ.

Ãéá ôá óôïé÷åßá ôùí êáíïíéêþí ðïëõãþíùí éó÷ýåé ôï åîÞò
èåþñçìá.

Áðüäåéîç
¸óôù ÁÂÃÄ...Ô Ýíá êáíïíéêü í-ãùíï, R ç áêôßíá ôïõ, 
ÁÂ = ëí ç ðëåõñÜ ôïõ êáé OH = áí ôï áðüóôçìÜ ôïõ (ó÷.4).

(i) Áðü ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÇÏÁ, ìå åöáñìïãÞ ôïõ Ðõèá-
ãüñåéïõ èåùñÞìáôïò ðñïêýðôåé OH2+HA2=OA2, äçëáäÞ 

á2
í + 1}

ë

2
í}2

2
= R2.

(ii) ÅðåéäÞ ÁÂ = ÂÃ = ¼ = ÔÁ = ëí, èá åßíáé Ñí = íëí. 

(iii) ÅðåéäÞ Á
C

Â = Â
C

Ã = ¼ = Ô
C

Á èá åßíáé

ÁÏ^ Â = ÂÏ^ Ã = ¼ = ÔÏ^ Á = ùí

êáé áöïý ïé ãùíßåò ÁÏ^ Â, ÂÏ^ Ã, ¼ êáé ÔÏ^ Á Ý÷ïõí Üèñïéóìá

360ï, Ý÷ïõìå íùí = 360°, äçëáäÞ ùí = }
36

í

0°
}.

(iv) Ôá ôñßãùíá ÏÁÂ, ÏÂÃ, ... , ÏÔÁ åßíáé ßóá (ÐÐÐ), Üñá
êáé éóåìâáäéêÜ êáé åðïìÝíùò Ý÷ïõìå:

Åí = í(ÏÁÂ) = í }
1

2
} ÁÂ ? ÏÇ = }

1

2
} íëíáí = }

1

2
} Ñíáí

áöïý Ñí = íëí .

Óå êÜèå êáíïíéêü í�ãùíï áêôßíáò R éó÷ýïõí ïé åîÞò
ó÷Ýóåéò:

(i) á2
í + }

ë

4

2
í} = R2 (ii) Ñí = íëí

(iii) ùí = }
36

í

0°
} (iv) Eí = }

1

2
}Ñíáí
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Áðüäåéîç

Èåùñïýìå äýï êáíïíéêÜ ðïëýãùíá ÁÂÃ...Ô êáé Á´Â´Ã´...Ô´
(ó÷.5) ìå ôï ßäéï ðëÞèïò ðëåõñþí, Ýóôù í (í $3). Áí Ï,Ï´ ôá
êÝíôñá ôùí ðïëõãþíùí, ôá ôñßãùíá ÏÁÂ êáé Ï´Á´Â´ åßíáé

üìïéá ãéáôß åßíáé éóïóêåëÞ êáé Ý÷ïõí ÁÏ^ Â = Á¢Ï^ ¢Â¢ = }
36

í

0°
}

êáé åðïìÝíùò }
Á

Á

¢
Â

Â¢
} = }

Ï

Ï

¢
Á

Á¢
} = }

Ï

Ï

¢
Ç

Ç¢
}, üðïõ ÏÇ, Ï¢Ç¢ ôá ýøç

ôùí ôñéãþíùí. Áðü ôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá ðñïêýðôåé üôé:

,

üðïõ ëí , R, áí ôá óõíÞèç óôïé÷åßá ôïõ ÁÂÃ...Ô êáé ë¢í , R¢,
á¢í ôá óôïé÷åßá ôïõ Á´Â´Ã´...Ô´.

}}
ë

ë

¢¢
í

í

}} = }}
R

R

¢¢
}} = }}

á

á

¢¢
í

í

}}
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Ó×ÏËÉÏ
Ç äéáßñåóç åíüò êýêëïõ óå í ßóá ôüîá ìå ôïí êáíüíá êáé ôï äéáâÞôç äåí åßíáé äõíáôÞ ãéá ïðïéáäÞðïôå ôéìÞ ôïõ
öõóéêïý áñéèìïý í. Ãéá ðáñÜäåéãìá, äåí åßíáé äõíáôÞ ç äéáßñåóç åíüò êýêëïõ óå åðôÜ ßóá ôüîá, ôï ïðïßï óçìáß-
íåé üôé äåí êáôáóêåõÜæåôáé êáíïíéêü 7-ãùíï. Áðü ôïí ôñüðï êáôáóêåõÞò ôùí êáíïíéêþí ðïëõãþíùí (ìå êáíüíá
êáé äéáâÞôç) ðïõ áíáðôýóóåôáé óôá óôïé÷åßá ôïõ Åõêëåßäç, ðñïêýðôåé üôé ïé áñ÷áßïé ¸ëëçíåò Ìáèçìáôéêïß êáôá-

óêåýáæáí êáíïíéêÜ ðïëýãùíá ìå ðëÞèïò ðëåõñþí 2í, í $2, 2í ?3, 2í ? 5, 2í ? 3 ? 5, üðïõ í = 0, 1, 2, ...
Ï Áñ÷éìÞäçò (287ð.×. ðåñßðïõ - 212ð.×.) áó÷ïëÞèçêå ìå ôï ðñüâëçìá ôçò êáôáóêåõÞò êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ êáé
ðáñïõóßáóå Ýíá èáõìÜóéï Ýñãï ìå èÝìá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ êáíïíéêïý 7-ãþíïõ. ÁñêåôÜ áñãüôåñá, ôï 1796, ï
Gauss (1777 - 1855) ìå áöïñìÞ ôçí êáôáóêåõÞ êáíïíéêïý 17-ãþíïõ áðÝäåéîå üôé Ýíá êáíïíéêü ðïëýãùíï ìðïñåß
íá êáôáóêåõáóôåß, üôáí ôï ðëÞèïò í ôùí ðëåõñþí ôïõ åßíáé ôçò ìïñöÞò í = 2áÑ1 ?Ñ2 ? ¼ ? Ñê , üðïõ á öõóéêüò

áñéèìüò êáé Ñ1, Ñ2, ¼, Ñê ðñþôïé áñéèìïß ôïõ Fermat, äçëáäÞ ôçò ìïñöÞò Ñë = 22ë
+ 1, ë = 1, 2, ¼ ,ê. 

Ó÷Þìá 5

ÐÏÑIÓÌÁ

Óå äýï êáíïíéêÜ í�ãùíá ï ëüãïò ôùí ðëåõñþí ôïõò
éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôùí áêôßíùí ôïõò êáé ôï ëüãï ôùí
áðïóôçìÜôùí ôïõò.

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Áðïäåéêíýåôáé üôé, áí ôá óçìåßá Á1,Á2,...Áí äéáéñïýí

Ýíáí êýêëï óå í ßóá ôüîá, ôüôå ôï ðïëýãùíï
Á1Á2...Áí (ó÷.6á) êáèþò êáé ôï ðïëýãùíï

Â1,Â2,...Âí, ðïõ ó÷çìáôßæïõí ïé åöáðôüìåíåò ôïõ

êýêëïõ óôá óçìåßá áõôÜ (ó÷.6â) åßíáé êáíïíéêÜ.
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AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. ÕðÜñ÷ïõí êáíïíéêÜ ðïëýãùíá ôùí ïðïßùí ïé åîù-
ôåñéêÝò ãùíßåò åßíáé áìâëåßåò;
2. Ðïéï åßíáé ôï áðüóôçìá êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ ðå-
ñéãåãñáììÝíïõ óå êýêëï;
3. ¸íá êõñôü ðïëýãùíï åßíáé êáíïíéêü üôáí:
á. Ý÷åé ìüíïí ôéò ðëåõñÝò ôïõ ßóåò,
â. Ý÷åé ìüíïí ôéò ãùíßåò ôïõ ßóåò,
ã. åßíáé åããñÜøéìï óå êýêëï êáé Ý÷åé ôéò ðëåõñÝò ôïõ ßóåò.
4. Ìåôáîý ôùí ëí, áí êáé R éó÷ýåé:

á. ë2
í + }

á

4
í
2

} = R2 â.  ë2
í + áí

2 = 4R2

ã.  ë2
í = 4(R2 � áí

2) ä.  ë2
í + áí

2 = }
R

4

2

}

5. Ìåôáîý ôùí ùí êáé öí éó÷ýåé:

á. ùí+öí=1z â. ùí+öí=2z

ã. ùí+öí=270° ä. ùí+öí=3z

(Óôéò åñùôÞóåéò 3, 4, êáé 5 êõêëþóôå ôï ãñÜììá ðïõ
áíôéóôïé÷åß óôçí óùóôÞ áðÜíôçóç êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí

áðÜíôçóÞ óáò).

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá âñåèïýí ç ãùíßá êáé ç êåíôñéêÞ ãùíßá åíüò êá-
íïíéêïý: ðåíôáãþíïõ, åîáãþíïõ, äåêáãþíïõ êáé äù-
äåêáãþíïõ.
2. Áí ç ãùíßá åíüò êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ åßíáé 108°,
ôüôå ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôïõ åßíáé:
á. 15 â. 12 ã. 10
ä. 5 å. 8
Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-

ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

3. Óå äýï êáíïíéêÜ ðåíôÜãùíá ï ëüãïò ôùí ðëåõñþí
ôïõò åßíáé ë = 2. Ðïéïò åßíáé ï ëüãïò ôùí áðïóôçìÜ-
ôùí, ôùí áêôßíùí ôïõò, ôùí ðåñéìÝôñùí ôïõò êáé ôùí
åìâáäþí ôïõò;
4. Ôá ðëÞèç í1, í2 ôùí ðëåõñþí äýï êáíïíéêþí ðïëõ-

ãþíùí åßíáé áíôßóôïé÷á ñßæåò ôùí åîéóþóåùí:

í3 � 3í2 � 7í � 15 = 0, 2í � 9 = Ïíw�w 4w.
Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ðïëýãùíá åßíáé üìïéá.

5. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ìüíï êáíïíéêü ðïëýãùíï ìå
ãùíßá ïîåßá åßíáé ôï éóüðëåõñï ôñßãùíï.
6. Áí Ýíá êáíïíéêü í-ãùíï êáé Ýíá êáíïíéêü ì-ãùíï
(ì>í) åßíáé åããåãñáììÝíá óôïí ßäéï êýêëï, íá áðïäåß-

îåôå üôé

i) ë2
í � ë2

ì = 4(á2
ì � á2

í),

ii) ëí > ëì Û áí < áì .

7. Èåùñïýìå Ýíá êáíïíéêü ðåíôÜãùíï ÁÂÃÄÅ
åããåãñáììÝíï óå êýêëï (Ï, R). Íá áðïäåßîåôå üôé

i) êÜèå äéáãþíéïò ÷ùñßæåé ôï ðåíôÜãùíï óå Ýíá éóï-
óêåëÝò ôñáðÝæéï êáé óå Ýíá éóïóêåëÝò ôñßãùíï,

ii) ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò BA^Ã åßíáé êÜèåôç óôçí
ðëåõñÜ ÁÅ,

iii) äýï äéáãþíïé ðïõ äåí Ý÷ïõí êïéíü Üêñï ó÷çìáôß-
æïõí ìå äýï ðëåõñÝò ôïõ ðåíôáãþíïõ ñüìâï êáé

iv) áí Ç åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò ÁÃ ìå ôç ÂÄ, ôüôå

ÁÇ2=ÁÃ ? ÇÃ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Ôï äÜðåäï åíüò äùìáôßïõ óôñþèçêå ìå ðëáêßäéá
ó÷Þìáôïò êáíïíéêþí ðïëõãþíùí ìå ðëÞèïò ðëåõñþí
ë, ì, í, üðïõ ë ¹ ì ¹ í ¹ ë. Íá áðïäåßîåôå üôé 

}
1

ë
} + }

ì

1
} + }

1

í
} = }

1

2
} .

2. Áí Ýíá ðïëýãùíï åßíáé åããñÜøéìï êáé ðåñéãñÜøéìï
óå äýï ïìüêåíôñïõò êýêëïõò, íá áðïäåßîåôå üôé åßíáé
êáíïíéêü.

3. Áí Á, Â, Ã, Ä åßíáé äéáäï÷éêÝò êïñõöÝò åíüò êáíïíé-
êïý í� ãþíïõ (í³4), íá áðïäåßîåôå üôé

ÁÃ2 � ÁÂ2=ÁÂ ? ÁÄ.

4. Áí Å2í åßíáé ôï åìâáäüí åíüò êáíïíéêïý 2í� ãþíïõ

(í>4), åããåãñáììÝíïõ óå êýêëï (Ï, R), íá áðïäåßîåôå

üôé Å2í = }
1

2
} ÑíR, üðïõ Pí ç ðåñßìåôñïò ôïõ êáíïíéêïý

í�ãþíïõ áêôßíáò R.

5. Áí ëí´ åßíáé ðëåõñÜ êáíïíéêïý í � ãþíïõ ðåñéãå-

ãñáììÝíïõ óå êýêëï êáé ëí , áí ç ðëåõñÜ êáé ôï áðüóôç-

ìá áíôßóôïé÷á, êáíïíéêïý í-ãþíïõ åããåãñáììÝíïõ óôïí
ßäéï êýêëï, íá áðïäåßîåôå üôé R ?ëí = áí ? ë¢í .

6. Áí Ea, Eâ, Eã åßíáé ôá åìâáäÜ êáíïíéêþí í-ãþíùí

ðïõ Ý÷ïõí ðëåõñÝò ßóåò áíôßóôïé÷á ìå ôéò ðëåõñÝò á, â,

ã ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ (Á^ = 1z), íá áðïäåßîåôå
üôé Åâ +Åã = Åá .

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Ïé Ðõèáãüñåéïé éó÷õñßæïíôáí üôé õðÜñ÷ïõí ôñßá ìü-
íï êáíïíéêÜ ðïëýãùíá ôùí ïðïßùí ïé ãùíßåò ìðïñïýí
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11.3  ÅããñáöÞ âáóéêþí êáíïíéêþí ðïëõãþ-
íùí óå êýêëï êáé óôïé÷åßá ôïõò

Áðü ôçí ðáñáôÞñçóç ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ ðñïêý-
ðôåé üôé ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá êáíïíéêü ðïëýãùíï ìå í
(í $ 3) ðëåõñÝò, áñêåß íá ÷ùñßóïõìå Ýíá êýêëï óå í ßóá ôüîá.
Ç êáôáóêåõÞ ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç äåí åßíáé äõíáôÞ ãéá êÜèå
í. (ó÷üëéï §11.2). Óôç óõíÝ÷åéá, èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí
åããñáöÞ ìåñéêþí âáóéêþí êáíïíéêþí ðïëõãþíùí óå êýêëï
êáé èá õðïëïãßóïõìå ôá óôïé÷åßá ôïõò.

� ÔåôñÜãùíï

¸óôù Ýíáò êýêëïò (Ï,R) (ó÷.7). Áí öÝñïõìå äýï êÜèåôåò äéá-
ìÝôñïõò ÁÃ êáé ÂÄ, èá åßíáé ÁÏ^ Â = ÂÏ^ Ã = ÃÏ^ Ä = ÄÏ^ Á = 90°,
ïðüôå Á

C
Â = Â

C
Ã = Ã

C
Ä = Ä

C
Á êáé åðïìÝíùò ôï ÁÂÃÄ åßíáé

ôåôñÜãùíï. Áðü ôï ïñèïãþíéï êáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÏÁÂ ìå
åöáñìïãÞ ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåùñÞìáôïò Ý÷ïõìå 

ë2
4 = ÁÂ2 = ÏÁ2 + ÏÂ2 = R2 + R2 = 2R2,

áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé üôé: 

.

Áðü ôç âáóéêÞ ó÷Ýóç á2
í + }

ë

4

2
í} = R2 ìå í = 4 ðñïêýðôåé üôé

á2
4 = R2 � }

(RÏ
4

2w)2

} = }
R

2

2

} ,

äçëáäÞ .

� Êáíïíéêü åîÜãùíï

¸óôù êýêëïò (Ï,R) êáé ÁÂ ç ðëåõñÜ ôïõ êáíïíéêïý åîáãþíïõ
ðïõ èÝëïõìå íá åããñÜøïõìå óôïí (Ï,R) (ó÷.8). 
Ôüôå ÁÏ^ Â = ù6 = 60° êáé åðåéäÞ OA = OB (=R) ôï ôñßãùíï

ÏÁÂ åßíáé éóüðëåõñï. ¢ñá AB = OA = R, äçëáäÞ

á4 = }}
RÏÏ

2

2ww
}}

ë4 = RÏÏ2ww
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 11

íá êáëýøïõí ôï åðßðåäï ãýñù áðü Ýíá óçìåßï. Ôá êá-
íïíéêÜ áõôÜ ðïëýãùíá åßíáé ôá éóüðëåõñá ôñßãùíá, ôá
ôåôñÜãùíá êáé ôá êáíïíéêÜ åîÜãùíá. Íá áðïäåßîåôå
ôçí áëÞèåéá ôïõ éó÷õñéóìïý áõôïý ôùí Ðõèáãïñåßùí.
2. ¸óôù êáíïíéêü í-ãùíï êáé óçìåßï Ó óôï åóùôåñéêü
ôïõ. Áí d1, d2, ¼, dv åßíáé ïé áðïóôÜóåéò ôïõ Ó áðü ôéò

ðëåõñÝò ôïõ í-ãþíïõ, íá áðïäåßîåôå üôé
d1 + d2 + ... + dv = íáí , 

üðïõ áí ôï áðüóôçìá ôïõ í-ãþíïõ.

3. Óå êáíïíéêü äåêÜãùíï ÁÂÃÄ...Ê ç ðëåõñÜ ÁÂ ðñï-
åêôåéíüìåíç ôÝìíåé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò áêôßíáò ÏÃ óôï
óçìåßï Ì. Íá áðïäåßîåôå üôé ÁÌ=ÁÄ.

Ó÷Þìá 7

Ó÷Þìá 8
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.

¸ôóé ãéá ôçí åããñáöÞ êáíïíéêïý åîáãþíïõ óå êýêëï, ðáßñíïõ-
ìå ðÜíù óôïí êýêëï Ýîé äéáäï÷éêÜ ôüîá Á

C
Â, Â

C
Ã, Ã

C
Ä, Ä

C
Å,  Å

C
Æ

êáé Z
C

A ìå áíôßóôïé÷ç ÷ïñäÞ R, ôï êáèÝíá, ïðüôå ôï ÁÂÃÄÅÆ
åßíáé êáíïíéêü åîÜãùíï. ÅðåéäÞ ë6= R, áðü ôç âáóéêÞ ó÷Ýóç

á6
2 + }

ë

4

2
6} = R2 ìå áíôéêáôÜóôáóç ôïõ ë6 ðñïêýðôåé üôé:

á6
2 = R2 � }

R

4

2

} = }
3R

4

2

}, Þ .

� Éóüðëåõñï ôñßãùíï

Áí ôá óçìåßá Á, Â, Ã, Ä, Å êáé Æ (ó÷.9) äéáéñïýí ôïí êýêëï óå
Ýîé ßóá ôüîá, ôüôå ôá óçìåßá Á, Ã, Å åßíáé êïñõöÝò éóüðëåõñïõ
ôñéãþíïõ, áöïý Á

C
Ã = Ã

C
Å = Å

C
Á = 120°.

ÅðåéäÞ Á
C
ÃÄ = 180°, ç ÁÄ åßíáé äéÜìåôñïò êáé åðïìÝíùò ôï

ôñßãùíï ÁÃÄ åßíáé ïñèïãþíéï, ïðüôå

ë2
3 = ÁÃ2 = ÁÄ2 � ÄÃ2 = (2R)2 � R2 = 3R2, 

äçëáäÞ . 

Åöáñìüæïíôáò ôþñá ôç ó÷Ýóç á2
3 + }

ë

4

2
3} = R2, ðñïêýðôåé üôé 

.

Ôá óôïé÷åßá ôùí ðáñáðÜíù ðïëõãþíùí óõãêåíôñþíïíôáé óôïí
åðüìåíï ðßíáêá:

ÔåôñÜãùíï Êáíïíéêü Éóüðëåõñï
åîÜãùíï ôñßãùíï

ÐëåõñÜ ëí ë4 = RÏ2w ë6 = R ë3 = RÏ3w

Áðüóôçìá áí á4 = }
RÏ

2

2w
} á6 = }

RÏ
2

3w
} á2 = }

R

2
}

á3 = }}
R

2
}}

ë3 = RÏÏ3ww

á6 = }}
RÏÏ

2

3ww
}}

ë6 = R
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Ó÷Þìá 9

EÖÁÑÌÏÃÇ 1ç
Óå äïóìÝíï êýêëï íá åããñáöåß êáíïíéêü äåêÜãùíï.

Ëýóç

¸óôù ÁÂ=ë10 (ó÷.10) ç ðëåõñÜ ôïõ êáíïíéêïý äåêáãþíïõ ðïõ

èÝëïõìå íá åããñÜøïõìå óôïí êýêëï (Ï,R). Ç êåíôñéêÞ ãùíßá

Ó÷Þìá 10
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Äñáóôçñéüôçôá

Íá áðïäåé÷èåß üôé êáé íá õðïëïãéóèåß ôï á10 .ë10 = }}
R

2
}} (ÏÏ5ww � 1)

EÖÁÑÌÏÃÇ 2ç
Óå äïóìÝíï êýêëï, íá åããñáöåß êáíïíéêü ïêôÜãùíï êáé íá
õðïëïãéóèïýí ç ðëåõñÜ ôïõ êáé ôï áðüóôçìÜ ôïõ.

Ëýóç

ÅããñÜöïõìå óôïí êýêëï (ó÷.11) ôï ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ êáé óôç
óõíÝ÷åéá ðáßñíïõìå ôá ìÝóá Å, Æ, Ç, È ôùí ôüîùí ðïõ áíôéóôïé-
÷ïýí óôéò ðëåõñÝò ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÄÁ. Ôüôå ôï ÁÅÂ...È åßíáé ôï
æçôïýìåíï ïêôÜãùíï. Áí èåùñÞóïõìå ôç äéÜìåôñï ÅÇ ðïõ áíôé-
óôïé÷åß óôï Å, åðåéäÞ ôï ôñßãùíï ÁÇÅ åßíáé ïñèïãþíéï êáé ç ÁÂ
êÜèåôç óôçí ÅÇ, Ý÷ïõìå
ÁÅ2 = ÅÇ ?ÅÉ = 2R (R � OI) êáé ôåëéêÜ, áöïý ÁÅ = ë8 êáé ÏÉ = á4 , Ý÷ïõìå:

ë2
8 = 2R (R � á4) = 2R 1R � }

RÏ
2

2w
}2 = R2 (2 � Ï2w) êáé åðïìÝíùò  ë8 = RÏÏ2w �w ÏÏw2www . 

ÔÝëïò, áðü ôç ó÷Ýóç á2
8 + }

ë

4

2
8}= R2 ðñïêýðôåé üôé á8 = }}

R

2
}} ÏÏ2w +w ÏÏw2www .

AO^B åßíáé }
3
1
6
0
0°
} = 36° êáé êáèåìßá áðü ôéò ãùíßåò ôçò âÜóçò ôïõ éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ

ÏÁÂ åßíáé Á^ = Â^ = 72°.
¸ôóé, áí öÝñïõìå ôç äé÷ïôüìï ÁÄ ôçò ãùíßáò ÏÁ^ B ôá ôñßãùíá ÄÏÁ êáé ÁÂÄ åßíáé éóïóêå-
ëÞ, áöïý åßíáé 

ÄÁ^Ï = 36° = AO^B   êáé   ÁÄ^Â = Á^1 + O^ = 36° + 36° = 72° = Â^ .

ÅðïìÝíùò, ÏÄ = ÁÄ = ÁÂ = ë10 êáé ÂÄ = R � ë10.

Ìå åöáñìïãÞ ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò äé÷ïôüìïõ óôï ôñßãùíï ÏÁÂ ðñïêýðôåé üôé:

}
Á

Á

Ï

Â
} = }

Ä

Ä

Ï

Â
} Û }

ë

R
10} = }

R

ë

�

1

ë

0

10} Û ë2
10 = R(R � ë10)

êáé åðåéäÞ ë10 = ÁÂ > ÄÂ = R � ë10 (áöïý ÁÄ^Â > ÂÁ^ Ä), ç ôåëåõôáßá éóüôçôá åêöñÜæåé üôé

ôï ë10 åßíáé ôï ìåãáëýôåñï áðü ôá ôìÞìáôá ðïõ ðñïêýðôïõí áí äéáéñÝóïõìå ôçí áêôßíá R

óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï. Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ êáíïíéêïý äåêáãþíïõ ôïõ åããåãñáììÝíïõ
óå êýêëï , äéáéñïýìå ôçí áêôßíá ôïõ êýêëïõ óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï êáé óôç óõíÝ÷åéá ïñß-
æïõìå ôá äéáäï÷éêÜ ôüîá Á

C
Â, Â

C
Ã, ¼, ðïõ Ý÷ïõí ôï êáèÝíá ÷ïñäÞ ßóç ìå ôï ìåãáëýôåñï

ôìÞìá óôá ïðïßá ÷ùñßæåôáé ç áêôßíá ìå ôç äéáßñåóÞ ôçò óå ìÝóï êáé Üêñï ëüãï.

Ó÷Þìá 11
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EÖÁÑÌÏÃÇ 3ç   Ôýðïò ôïõ Áñ÷éìÞäç

¸íá êáíïíéêü í�ãùíï åßíáé åããåãñáììÝíï óå êýêëï (Ï, R).
Íá åããñáöåß óôïí ßäéï êýêëï êáíïíéêü 2í � ãùíï êáé íá
áðïäåé÷èåß üôé ë2

2í = 2R (R � áí).

Ëýóç
Áí ðÜñïõìå ôá ìÝóá ôùí ôüîùí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò ðëåõñÝò
ôïõ êáíïíéêïý í�ãþíïõ, ï êýêëïò äéáéñåßôáé óå 2í ßóá ôüîá.
¸ôóé ðñïêýðôåé ôï åããåãñáììÝíï êáíïíéêü ðïëýãùíï ìå 2í
ðëåõñÝò.
¸óôù ÁÂ = ëí (ó÷. 12) êáé Ì ôï ìÝóï ôïõ ôüîïõ Á

C
Â. Ôüôå 

ÁÌ = ë2í êáé ÏÌ^ÁÂ. ÅðïìÝíùò, áðü ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá óôï ôñßãùíï ÁÇÌ Ý÷ïõìå

AM2 = AH2 + HM2 Þ ë2
2í = 1}

ë

2
í}2

2
+ (R � áí)

2 = }
ë

4

2
í} + R2 + á2

í � 2Ráí Þ ë2
2í = 2R2 � 2Ráí

(áöïý }
ë

4

2
í} + á2

í = R2) Þ ë2
2í = 2R(R � áí) . 

Ó×ÏËÉÏ

Áðü ôç ó÷Ýóç á2
2í + }

ë

4

2
2í} = R2 ðñïêýðôåé üôé á2

2í = }
4R2

4

� ë2
2í} = = 

Þ   á2
2í = }}

R

2
}} (R + aí)  .

2R2 + 2Ráí}}
4

4R2 � (2R2 � 2Ráí)
}}

4

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÝò (Ó) Þ ëáíèáóìÝíåò (Ë) ôéò
ðáñáêÜôù éóüôçôåò, äéêáéïëïãþíôáò ôéò áðáíôÞóåéò óáò.

i) ë2
6 + ë2

3 = ë2
4 Ó     Ë

ii) ë3 + ë4 + ë6 = 3R(1 + Ï2w + Ï3w) Ó     Ë

iii) a3 + a4 + a6 = }
R

2
} (1 + Ï2w + Ï3w) Ó     Ë

2. Aí A, B, Ã, Ä äéáäï÷éêÜ óçìåßá êýêëïõ (Ï, R), þóôå

ÁÂ = RÏ2w , ÂÃ = ë12 êáé ÃÄ = R, íá åîçãÞóåôå ãéáôß ç

ÁÄ åßíáé äéÜìåôñïò ôïõ êýêëïõ.
3. Aí A, B, Ã äéáäï÷éêÜ óçìåßá êýêëïõ (Ï, R), þóôå 

Á
C

Â = 120° êáé Â
C

Ã = 60°, ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþíïõ
ÁÂÃ åßíáé:
á. (3 + Ï3w)R,  â. 4R,  ã. (Ï2w + Ï3w)R,   ä. (3 + Ï2w)R.
ÄéêáéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

4. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ç ãùíßá Ì åßíáé: 
á. 30° â. 45° ã. 50° ä. 60° å. 75°
ÄéêáéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá õðïëïãßóåôå ùò óõíÜñôçóç ôïõ R ôï åìâáäüí
åíüò éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ, åíüò ôåôñáãþíïõ êáé åíüò

Ó÷Þìá 12
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êáíïíéêïý åîáãþíïõ, ðïõ åßíáé åããåãñáììÝíá óå êýêëï
(Ï,R).
2. Êáíïíéêü ðïëýãùíï Ý÷åé áêôßíá R = 10cm êáé áðü-

óôçìá á
í

5 5Ï3wcm. Íá âñåèåß ç ðëåõñÜ ôïõ ëí êáé ôï

åìâáäüí ôïõ Åí.

3. Êáíïíéêü ðïëýãùíï Ý÷åé áêôßíá R = 8cm êáé ðëåõ-

ñÜ ëí 5 8Ï2wcm. Íá âñåèåß ôï áðüóôçìÜ ôïõ áí êáé ôï

åìâáäüí ôïõ.
4. Óå êýêëï (Ï,R) ðáßñíïõìå äéáäï÷éêÜ ôá ôüîá

Á
C

Â = 60°, Â
C

Ã = 90° êáé Ã
C

Ä = 120°. Íá õðïëïãéóèïýí
ùò óõíÜñôçóç ôïõ R ïé ðëåõñÝò êáé ôï åìâáäüí ôïõ
ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí åíüò êáíïíéêïý ðïëõãþ-

íïõ åßíáé 8 ïñèÝò êáé ôï åìâáäüí ôïõ 6Ï3wcm2. Íá
âñåèåß ç áêôßíá ôïõ.
2. Óå êýêëï (O,R) êáé åêáôÝñùèåí ôïõ êÝíôñïõ ôïõ,
èåùñïýìå äýï ðáñÜëëçëåò ÷ïñäÝò ôïõ ÁÂ êáé ÃÄ, þóôå
ÁÂ = R êáé ÃÄ 5 RÏ3w. Íá õðïëïãéóèïýí ïé ìç ðá-
ñÜëëçëåò ðëåõñÝò ÁÃ êáé ÂÄ ôïõ ôñáðåæßïõ ÁÂÄÃ, ôï
ýøïò ôïõ êáé ôï åìâáäüí ôïõ, ùò óõíÜñôçóç ôïõ R.

3. Íá õðïëïãéóôïýí ùò óõíÜñôçóç ôïõ R ç ðëåõñÜ ë12

êáé ôï áðüóôçìá á12 åíüò êáíïíéêïý 12-ãþíïõ åããå-

ãñáììÝíïõ óå êýêëï (O,R).
4. Íá õðïëïãßóåôå ùò óõíÜñôçóç ôïõ R ôï åìâáäüí
åíüò êáíïíéêïý äùäåêáãþíïõ, ÷ùñßò íá õðïëïãßóåôå
ðñïçãïõìÝíùò ôçí ðëåõñÜ êáé ôï áðüóôçìÜ ôïõ.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Äßíåôáé êýêëïò (O,R) êáé ÷ïñäÞ ôïõ ÃÄ = ë6. ÐÜíù

óå ôõ÷áßá åõèåßá å ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï êÝíôñï êáé
åêáôÝñùèåí ôïõ Ï ðáßñíïõìå óçìåßá Á, Â, þóôå ÏÁ =
ÏÂ = á3. Áí Ì ôï ìÝóï ôçò ÃÄ, íá áðïäåßîåôå üôé

ÌÁ2+ÌÂ2 = ë2
4.

2. Áðü ôï óçìåßï Á åêôüò êýêëïõ (Ï,R) öÝñïõìå

ôÝìíïõóá ÁÂÃ, þóôå ÁÂ = ÂÃ. Áí ÏÁ=RÏ7w íá áðï-
äåßîåôå üôé ÂÃ = ë3 êáé óôç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãßóåôå ôï

åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÏÃ.
3. Óå êýêëï (Ï,R) èåùñïýìå ôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá Á,
Â, Ã, þóôå ÁÂ = ë6 êáé ÂÃ = ë3. Áí Ì ôï ìÝóï ôçò ÂÃ

êáé Ä ôï óçìåßï ðïõ ôÝìíåé ç ðñïÝêôáóç ôçò ÁÌ ôïí
êýêëï, íá õðïëïãßóåôå, ùò óõíÜñôçóç ôïõ R, ôï ôìÞìá
ÌÄ.

Äñáóôçñéüôçôåò

1. Åñìçíåýïíôáò óå �ãåùìåôñéêÞ ãëþóóá� ôçí áñéèìçôéêÞ éóüôçôá

}
1

6
} � }

1

1

0
} = }

1

1

5
}, äþóôå Ýíá ôñüðï êáôáóêåõÞò ôçò ðëåõñÜò êáíïíéêïý 

15-ãþíïõ åããåãñáììÝíïõ óå êýêëï .

2. ÊÜíïíôáò ôï ßäéï ãéá ôçí áñéèìçôéêÞ éóüôçôá }
1

3
} � }

1

4
} = }

1

1

2
} ,íá äþóåôå

Ýíá äåýôåñï ôñüðï êáôáóêåõÞò ôçò ðëåõñÜò êáíïíéêïý 12-ãþíïõ
åããåãñáììÝíïõ óå êýêëï .
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ÌÞêïò êýêëïõ

11.4 ÐñïóÝããéóç ôïõ ìÞêïõò ôïõ êýêëïõ 
ìå êáíïíéêÜ ðïëýãùíá

Ìå ôç âïÞèåéá ôçò ðåñéìÝôñïõ êáíïíéêþí ðïëõãþíùí ðñïóåããß-
æïõìå óôç óõíÝ÷åéá ôçí Ýííïéá ôïõ ìÞêïõò êýêëïõ. Áò èåùñÞ-
óïõìå Ýíáí êýêëï (O,R) (ó÷.13) êáé áò åããñÜøïõìå óå áõôüí
äéáäï÷éêÜ Ýíá éóüðëåõñï ôñßãùíï, Ýíá êáíïíéêü 6-ãùíï, Ýíá êá-
íïíéêü 12-ãùíï êáé ãåíéêÜ Ýíá ðïëýãùíï ìå äéðëÜóéï êÜèå öïñÜ
ðëÞèïò ðëåõñþí áðü ôï ðñïçãïýìåíï. 
Êáèþò ï áñéèìüò ôùí ðëåõñþí ôùí êáíïíéêþí ðïëõãþíùí äé-
ðëáóéÜæåôáé, áðü ôï ó÷Þìá öáßíåôáé üôé: �ôï êáíïíéêü ðïëýãùíï
ôåßíåé íá ôáõôéóèåß ìå ôïí êýêëï�.
Óôï ßäéï óõìðÝñáóìá êáôáëÞãïõìå êáé áí áíôß åããåãñáììÝíùí
èåùñÞóïõìå êáíïíéêÜ ðïëýãùíá ðåñéãåãñáììÝíá óôïí êýêëï
(O,R) (ó÷.14) êáé äéðëáóéÜæïõìå äéáñêþò ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõ-
ñþí ôïõò. Áí èåùñÞóïõìå ëïéðüí ôçí áêïëïõèßá (Pí) ôùí ðåñé-

ìÝôñùí ôùí êáíïíéêþí ðïëõãþíùí ôùí åããåãñáììÝíùí óôïí êý-
êëï (O,R) êáé ôçí áêïëïõèßá (P¢í) ôùí ðåñéìÝôñùí ôùí ðåñéãå-

ãñáììÝíùí êáíïíéêþí ðïëõãþíùí ãýñù áðü ôïí ßäéï êýêëï,
ôüôå áðïäåéêíýåôáé üôé õðÜñ÷åé ìïíáäéêüò èåôéêüò áñéèìüò L
ìåãáëýôåñïò üëùí ôùí üñùí ôçò áêïëïõèßáò (Pí) êáé ìéêñüôåñïò

üëùí ôùí üñùí ôçò (P¢í) ìå ôçí åîÞò éäéüôçôá: êáèþò ôï í äéðëá-

óéÜæåôáé, ïé üñïé ôùí áêïëïõèéþí (Pí) êáé (P¢í) ðñïóåããßæïõí üëï

êáé ðåñéóóüôåñï ôïí áñéèìü L. Ï áñéèìüò L (ðïõ åßíáé ôï êïéíü
üñéï ôùí áêïëïõèéþí êáé áíåîÜñôçôïò áðü ôçí åðéëïãÞ
êáíïíéêþí ðïëõãþíùí) ëÝãåôáé ìÞêïò ôïõ êýêëïõ (Ï,R). 

Ï ÉððïêñÜôçò ï ×ßïò áðÝäåéîå ðñþôïò üôé ï ëüãïò }
2

L

R
} ôïõ ìÞ-

êïõò ôïõ êýêëïõ ðñïò ôç äéÜìåôñü ôïõ åßíáé óôáèåñüò, äçëáäÞ

åßíáé ï ßäéïò ãéá êÜèå êýêëï. Ç óôáèåñÞ áõôÞ ôéìÞ ôïõ ëüãïõ }
2

L

R
}

óõìâïëßæåôáé äéåèíþò ìå ôï Åëëçíéêü ãñÜììá ð (áñ÷éêü ôçò ëÝ-

îçò ðåñéöÝñåéá) äçëáäÞ }
2

L

R
} = ð, ïðüôå ðñïêýðôåé üôé ôï ìÞêïò L

ôïõ êýêëïõ áêôßíáò R äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

.

Ï áñéèìüò ð åßíáé Ýíáò Üññçôïò, õðåñâáôéêüò áñéèìüò êáé ìéá
ðñïóÝããéóÞ ôïõ, ðïõ óôçí ðñÜîç ÷ñçóéìïðïéåßôáé, åßíáé ð @ 3,14.

Ï Áñ÷éìÞäçò ÷ñçóéìïðïéïýóå ùò ðñïóÝããéóç ôïõ ð ôï }
2

7

2
}.

L = 2ðR
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11.5  ÌÞêïò ôüîïõ

¸óôù Ýíá ôüîï Á
C

Â åíüò êýêëïõ (O,R) (ó÷.15). Ìßá ôåèëáóìÝíç
ìå Üêñá ôá óçìåßá Á, Â êáé ôéò Üëëåò êïñõöÝò ôçò óçìåßá ôïõ
ôüîïõ ëÝãåôáé åããåãñáììÝíç óôï ôüîï Á

C
Â. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ

ïé ðëåõñÝò ôçò åßíáé ßóåò, ëÝãåôáé êáíïíéêÞ ôåèëáóìÝíç.

Ìéá ôåèëáóìÝíç ìå Üêñá ôá Á, Â êáé ðëåõñÝò åöáðôüìåíåò
ôïõ ôüîïõ Á

C
Â ëÝãåôáé ðåñéãåãñáììÝíç ôåèëáóìÝíç óôï ôüîï

Á
C

Â. Ç Ýííïéá ôçò êáíïíéêÞò ðåñéãåãñáììÝíçò ïñßæåôáé, üðùò
óôçí ðåñßðôùóç ôçò åããåãñáììÝíçò. Ôï ìÞêïò ôïõ ôüîïõ Á

C
Â

êýêëïõ (O,R) ïñßæåôáé üðùò êáé ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ. Äçëá-
äÞ ôï ìÞêïò ôïõ ôüîïõ Á

C
Â åßíáé ï ìïíáäéêüò èåôéêüò áñéèìüò

l ôïí ïðïßï ðñïóåããßæïõí ïëïÝíá êáé ðåñéóóüôåñï ôá ìÞêç Ñí

êáé Ñ ¢í ôùí êáíïíéêþí ôåèëáóìÝíùí ãñáììþí ôùí åããåãñáì-

ìÝíùí êáé ðåñéãåãñáììÝíùí áíôßóôïé÷á óôï ôüîï Á
C

Â, êáèþò
ôï í äéðëáóéÜæåôáé. EðåéäÞ ï êýêëïò åßíáé ôüîï 360o ìå ìÞêïò

2ðR, ôï ôüîï 1o èá Ý÷åé ìÞêïò }
2

3

ð

6

R

0
} ïðüôå Ýíá ôüîï ìo èá Ý÷åé

ìÞêïò (1).

Åðßóçò, Ýíá ôüîï êýêëïõ  ìå ìÞêïò R ëÝãåôáé áêôßíéï (rad).
¢ñá Ýíá ôüîï á rad Ý÷åé ìÞêïò áR, äçëáäÞ

(2).

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé  }}
á

ð
}} = }}

1

ì

80
}} .

ll = áR

ll = }}
ð

1

R

80

ì
}}
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ÅÖÁÑÌÏÃH 

Óå êýêëï (O,R) èåùñïýìå äéÜìåôñï ÁÂ êáé ôéò ÷ïñäÝò ÁÃ êáé ÂÃ, þóôå ÁÃ=2cm êáé
ÂÃ 5 2ÏÏ3wcm. Íá âñåèåß ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ êáé ôá ìÞêç ôùí ôüîùí Á

CC
Ã êáé Ã

CC
Â, ðïõ

åßíáé ìéêñüôåñá ôïõ çìéêõêëßïõ.
Ëýóç
ÅðåéäÞ ç ÁÂ åßíáé äéÜìåôñïò, ç ãùíßá ÁÃ

^
Â èá åßíáé ïñèÞ, ïðüôå

áðü ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÃÁÂ Ý÷ïõìå ÁÂ2 = ÁÃ2 + ÂÃ2 Þ 
(2R)2 = 22 + (2Ï3w)2 Þ 4R2 = 16, äçëáäÞ R = 2. Ôï ìÞêïò L ôïõ

êýêëïõ èá åßíáé L = 2ðR = 4ð cm. ÅðåéäÞ AÃ = 2 = }
Á

2

Â
} , èá åßíáé

Â
^

= 30°, ïðüôå Á
C

Ã = 60° êáé åðïìÝíùò ôï ìÞêïò ôïõ èá åßíáé:

Ó÷Þìá 15

Ó÷Þìá 16
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AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Áíôéóôïé÷ßóôå êÜèå ìÝãåèïò ôçò óôÞëçò Á ìå ôçí ôéìÞ
ôïõ óôç óôÞëç Â.

2. Ôï ìÞêïò L ôüîïõ, êýêëïõ áêôßíáò R ìå ÷ïñäÞ ë6 åßíáé:

á. 6R â. ðR ã. }
1

3
} ðR ä. 2ðR å. }

1

3
} R 

Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-

ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. ÐÜíù óå åõèåßá å èåùñïýìå äéáäï÷éêÜ ôá óçìåßá Á,
Â, Ã êáé Ä. Áí L1,L2,L3, êáé L åßíáé ôá ìÞêç ôùí

êýêëùí ìå äéáìÝôñïõò ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÁÄ áíôßóôïé÷á
íá áðïäåßîåôå üôé L1 + L2 + L3 = L.

2. Íá âñåßôå ôï ìÞêïò ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ óå
êáíïíéêü åîÜãùíï ðëåõñÜò 10cm.
3. Íá âñåèåß ôï ìÞêïò ôïõ ôüîïõ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí
ðëåõñÜ êáíïíéêïý 10-ãþíïõ åããåãñáììÝíïõ óå êýêëï
áêôßíáò 5cm.
4. ¼ôáí Ýíá ðïäÞëáôï äéáíýåé ìéá áðüóôáóç, ï Ýíáò
ôñï÷üò ôïõ ðïõ Ý÷åé áêôßíá R êÜíåé í óôñïöÝò, åíþ ï
Üëëïò, ðïõ Ý÷åé áêôßíá ñ êÜíåé 2í óôñïöÝò. Íá áðïäåß-
îåôå üôé R = 2ñ.
5. Äßíåôáé êýêëïò (O, R) êáé ôá äéáäï÷éêÜ ôïõ óçìåßá

Á, Â, Ã, þóôå íá åßíáé ÁÂ = RÏ2w êáé ÂÃ = RÏ3w. Na
âñåèïýí ôá ìÞêç ôùí ôüîùí Á

C
Â, Â

C
Ã êáé Ã

C
Á, ùò óõ-

íÜñôçóç ôïõ R.

ÁðïäåéêôéêÝò  ÁóêÞóåéò
1. Ìå äéÜìåôñï ôçí áêôßíá ÏÁ åíüò êýêëïõ (O, R) ãñÜ-
öïõìå êýêëï (Ê) êáé áðü ôï Ï öÝñïõìå çìéåõèåßá ðïõ
ôÝìíåé ôïí êýêëï (Ï) óôï Ã êáé ôïí êýêëï (Ê) óôï Ä. Íá
áðïäåßîåôå üôé ôá ôüîá Á

C
Ã êáé Á

C
Ä Ý÷ïõí ßóá ìÞêç.

2. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ, ðïõ åöÜ-
ðôåôáé óå äýï ïìüêåíôñïõò êýêëïõò, éóïýôáé ìå ôï çìé-
Üèñïéóìá Þ ôçí çìéäéáöïñÜ ôùí ìçêþí áõôþí, üôáí
áíôßóôïé÷á ï êýêëïò áõôüò ðåñéÝ÷åé óôï åóùôåñéêü ôïõ
Þ ü÷é ôï ìéêñüôåñï êýêëï.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå á = 13cm, â = 14cm êáé 
ã = 15cm. Íá âñåßôå ôï ìÞêïò
i) ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ ôïõ ôñéãþíïõ,
ii) ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ êýêëïõ ôïõ ôñéãþíïõ.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Äßíåôáé çìéêýêëéï (Ï,R) äéáìÝôñïõ ÁÂ. Ìå äéáìÝ-
ôñïõò ôéò ÁÏ êáé ÏÂ ãñÜöïõìå óôï åóùôåñéêü ôïõ
ðñþôïõ çìéêýêëéá. Íá õðïëïãßóåôå ôï ìÞêïò ôïõ êý-
êëïõ, ï ïðïßïò åöÜðôåôáé ôùí ôñéþí áõôþí çìéêõêëß-
ùí, ùò óõíÜñôçóç ôïõ R.
2. Äßíåôáé ôåôáñôïêýêëéï Ï Á

C
Â. Ìå äéÜìåôñï ôçí ÏÁ

ãñÜöïõìå óôï åóùôåñéêü ôïõ ôåôáñôïêõêëßïõ, çìéêý-
êëéï êáé óôç óõíÝ÷åéá ãñÜöïõìå êýêëï (Ê) ðïõ åöÜðôå-
ôáé óôï çìéêýêëéï, óôçí ðëåõñÜ ÏÂ êáé óôï ôüîï Á

C
Â.

Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ (Ê) éóïýôáé ìå
ôï ìÞêïò ôïõ ôüîïõ Á

C
Â.

3. Íá âñåßôå ôï ìÞêïò ôçò ãñáììÞò ÁÂÃÄÅÆ ôïõ ðáñá-
êÜôù ó÷Þìáôïò.

Á Â

áR
ÌÞêïò êýêëïõ áêôßíáò R

2ðR

ÌÞêïò ôüîïõ ìï (óå êýêëï
áêôßíáò R) }

ð

3

R

60

ì
}

2áR
ÌÞêïò ôüîïõ árad (óå êýêëï

áêôßíáò R) }
ð

1

R

80

ì
}

l1 = }
ð

1

R

80

ì
} = }

ð ?

1

2

80

? 60
} = }

2

3
} ð cm.

ÔÝëïò, áöïý Á
^

= 60°, èá åßíáé Â
C

Ã = 120° êáé ôï ìÞêïò ôïõ, èá åßíáé

l2 = }
ð ?

1

2

8

?

0

120
} = }

4

3
} ð cm.
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Åìâáäüí êõêëéêïý äßóêïõ

11.6  ÐñïóÝããéóç ôïõ åìâáäïý êýêëïõ ìå
êáíïíéêÜ ðïëýãùíá

¸óôù Ýíáò êýêëïò (Ï,R). Ï êýêëïò ìáæß ìå ôá åóùôåñéêÜ ôïõ
óçìåßá áðïôåëïýí ôïí êõêëéêü äßóêï ìå êÝíôñï Ï êáé áêôßíá
R. Óôçí ðáñÜãñáöï 11.4 åßäáìå üôé ôá åããåãñáììÝíá Þ ôá
ðåñéãåãñáììÝíá óå Ýíáí êýêëï êáíïíéêÜ ðïëýãùíá ôåßíïõí íá
ôáõôéóèïýí ìå ôïí êýêëï, êáèþò ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôïõò
äéðëáóéÜæåôáé. Ï ìïíáäéêüò èåôéêüò áñéèìüò Å ðñïò ôïí ïðïßï
ðëçóéÜæïõí ïëïÝíá êáé ðåñéóóüôåñï, ôá åìâáäÜ ôùí åããå-
ãñáììÝíùí êáé ôùí ðåñéãåãñáììÝíùí êáíïíéêþí ðïëõãþíùí,
ëÝãåôáé åìâáäüí ôïõ êõêëéêïý äßóêïõ Þ áðëïýóôåñá åìâáäüí
ôïõ êýêëïõ. ÅðåéäÞ ï Å ðñïóåããßæåôáé áðü ôï åìâáäüí åããå-
ãñáììÝíùí Þ ðåñéãåãñáììÝíùí êáíïíéêþí ðïëõãþíùí, áò
èåùñÞóïõìå Ýíá êáíïíéêü í-ãùíï åããåãñáììÝíï óôïí êýêëï
(Ï,R). Ôüôå ôï åìâáäüí Åí äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

Åí = }
1

2
} Ñíáí (1).

Áðü ôï ó÷.17 öáßíåôáé üôé êáèþò ôï í äéðëáóéÜæåôáé ôï áí ðñï-

óåããßæåé ôçí áêôßíá R êáé åðåéäÞ ôï Ñí ðñïóåããßæåé ôï ìÞêïò L

ôïõ êýêëïõ, áðü ôçí (1) ðñïêýðôåé üôé ôï Åí ðñïóåããßæåé ôï 

}
1

2
} L ? R = }

1

2
} 2ðR ? R = ðR2. ¸ôóé Ý÷ïõìå ôï åðüìåíï èåþñçìá.

11.7  Åìâáäüí êõêëéêïý ôïìÝá êáé êõêëéêïý
ôìÞìáôïò

� Êõêëéêüò ÔïìÝáò
Èåùñïýìå Ýíáí êýêëï (O,R) êáé ìßá åðßêåíôñç ãùíßá ÁÏ^ Â
(ó÷.18). Ôï óýíïëï ôùí êïéíþí óçìåßùí ôçò åðßêåíôñçò ãùíßáò
ÁÏ^ Â êáé ôïõ êõêëéêïý äßóêïõ (O,R) ëÝãåôáé êõêëéêüò ôïìÝáò
êÝíôñïõ Ï êáé áêôßíáò R. Ï êõêëéêüò áõôüò ôïìÝáò óõìâïëß-
æåôáé Ï Á

C
Â. Áí ç åðßêåíôñç ãùíßá ÁÏ^ Â åßíáé ìo, ëÝìå üôé êáé

246

ÊÅÖÁËÁÉÏ 11

Ó÷Þìá 17

Ôï åìâáäüí Å åíüò êõêëéêïý äßóêïõ áêôßíáò R äßíå-
ôáé áðü ôç ó÷Ýóç 

Å = ðR2.

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 18
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ï êõêëéêüò ôïìÝáò ÏÁ
C

Â åßíáé ìo. Ôï åìâáäüí ôïõ êõêëéêïý
ôïìÝá ïñßæåôáé áíÜëïãá ìå ôï åìâáäüí ôïõ êýêëïõ êáé
óõìâïëßæåôáé (ÏÁ

C
Â).

ÅðåéäÞ ï êõêëéêüò äßóêïò åßíáé êõêëéêüò ôïìÝáò 360o ìå

åìâáäüí ðR2, ï êõêëéêüò ôïìÝáò 1° Ý÷åé åìâáäü }
ð

3

R

60

2

} êáé Üñá

Ýíáò ôïìÝáò ìo èá Ý÷åé åìâáäüí }
ð

3

R

6

2

0

ì
}. ¿óôå ôï åìâáäüí åíüò

êõêëéêïý ôïìÝá ÏÁ
C

Â ìo êáé áêôßíáò R äßíåôáé áðü ôçí
éóüôçôá:

.

Åðßóçò, åðåéäÞ ï êõêëéêüò äßóêïò (O, R) åßíáé ôïìÝáò 2ð rad
ìå åìâáäüí ðR2, Ýíáò ôïìÝáò á rad èá Ý÷åé åìâáäüí

}
ð

2

R

ð

2

} ? á = }
1

2
} áR2.

ÅðïìÝíùò, ôï åìâáäüí åíüò êõêëéêïý ôïìÝá ÏÁ
C

Â á rad êáé
áêôßíáò R äßíåôáé áðü ôçí éóüôçôá

� Êõêëéêü ôìÞìá
¸óôù Ýíáò êýêëïò (O,R) êáé ìéá ÷ïñäÞ ôïõ ÁÂ (ó÷.20). Ç ÁÂ
÷ùñßæåé ôïí êõêëéêü äßóêï óå äýï ìÝñç ðïõ âñßóêïíôáé åêáôÝ-
ñùèåí áõôÞò. ÊáèÝíá áðü áõôÜ ôá ìÝñç ëÝãåôáé êõêëéêü ôìÞìá.
Ôï åìâáäüí å ôïõ êõêëéêïý ôìÞìáôïò ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôçí
êõñôÞ ãùíßá ÁÏ^ Â õðïëïãßæåôáé ìå ôç âïÞèåéá ôçò éóüôçôáò

,

äçëáäÞ áöáéñþíôáò áðü ôï åìâáäüí ôïõ êõêëéêïý ôïìÝá ÏÁ
C

Â
ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ÏÁÂ.

å = (ÏÁ
CC

Â) � (ÏÁÂ)

(ÏÁ
CC

Â) = }}
1

2
}} áR2

(ÏÁ
CC

Â) = }}
ð

3

R

6

2

0

ì
}}
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Ó÷Þìá 19

Ó÷Þìá 20

ÅÖÁÑÌÏÃH 1ç (Ìçíßóêïé ôïõ ÉððïêñÜôç)

Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (A
^

= 90°). Ìå äéáìÝôñïõò ÂÃ, ÁÂ êáé ÁÃ ãñÜöïõìå
çìéêýêëéá óôï çìéåðßðåäï (ÂÃ, Á). Íá áðïäåé÷èåß üôé ôï Üèñïéóìá ôùí åìâáäþí ôùí
ó÷çìáôéæüìåíùí ìçíßóêùí åßíáé ßóï ìå ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. 
(Ìçíßóêïò åßíáé ôï ó÷Þìá ðïõ «ðåñéêëåßåôáé» áðü äýï ôüîá ðïõ Ý÷ïõí êïéíÞ ÷ïñäÞ êáé
âñßóêïíôáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôçò).
Áðüäåéîç
Óõìâïëßæïõìå ìå ì1, ì2 ôá åìâáäÜ ôùí ó÷çìáôéæüìåíùí ìçíßóêùí, ô1, ô2 ôá åìâáäÜ ôùí
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êõêëéêþí ôìçìÜôùí ìå ÷ïñäÝò ÁÂ, ÁÃ áíôßóôïé÷á, óôï çìé-
êýêëéï äéáìÝôñïõ ÂÃ. ¸÷ïõìå

ì1 = (ì1 + ô1) � ô1 = }
1

2
} ð 1}

Á

2

Â
}2

2
� ô1 = }

1

8
} ðÁÂ2 � ô1 êáé

ì2 = (ì2 + ô2) � ô2 = }
1

2
} ð 1}

Á

2

Ã
}2

2
� ô2 = }

1

8
} ðÁÃ2 � ô2,

áðü ôéò ïðïßåò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò êáé ôç ó÷Ýóç ÁÂ2+ÁÃ2=ÂÃ2 âñßóêïõìå

ì1 + ì2 = }
1

8
} ð(ÁÂ2 + ÁÃ2) � (ô1 + ô2) = 

= }
1

8
} ð(ÂÃ)2 � (ô1 + ô2) = }

1

2
} ð1}

Â

2

Ã
}2

2
� (ô1 + ô2) = (ÁÂÃ).

ÅÖÁÑÌÏÃH 2ç 

Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R) êáé äõï ÷ïñäÝò ôïõ AB 5 RÏÏ2w êáé
ÁÃ 5 RÏÏ3w (ó÷.22). Íá õðïëïãéóèåß ç ðåñßìåôñïò êáé ôï åì-
âáäüí Å ôïõ ìéêôüãñáììïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ, ùò óõíÜñôçóç
ôïõ R.
Ëýóç

� ÅðåéäÞ AB 5RÏ2w êáé AÃ 5RÏ3w , Ý÷ïõìå áíôßóôïé÷á
ÁÂ=ë4 êáé ÁÃ=ë3, ïðüôå ÁÏ^ Â = 90° êáé ÁÏ^ Ã = 120° êáé åðï-

ìÝíùò ÂÏ^ Ã = 30°. ¸ôóé ôï ìÞêïò l ôïõ ôüîïõ Â
C

Ã åßíáé l = }
ðR

18

?

0

30
} = }

ð

6

R
} . ¢ñá ç ðåñß-

ìåôñïò S ôïõ ìéêôüãñáììïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé 

S = R Ï2w + R Ï3w + }
ð

6

R
} = R1Ï2w + Ï3w + }

ð

6
}2.

� Ãéá ôï åìâáäüí Å Ý÷ïõìå: Å = (ÏÁ
C

Ã) � (ÏÁÃ) � ô1 (1), üðïõ ô1 ôï åìâáäüí ôïõ êõêëéêïý

ôìÞìáôïò ìå ÷ïñäÞ ÁÂ. ¸÷ïõìå:

(ÏÁ
C

Ã) = }
ðR

3

2

6

1

0

20
} = }

ðR

3

2

}, (OAÃ) = }
1

2
} ë3á3 = }

1

2
} RÏ3w }

R

2
} = }

R2

4

Ï3w
} êáé

ô1 = (ÏÁ
C

Â) � (ÏÁÂ) = }
ðR

36

2

0

90
} � }

1

2
} ë4á4 = }

ðR

4

2

} � }
1

2
} RÏ2w }

RÏ
2

2w
} = }

ðR

4

2

} � }
R

2

2

},

ïðüôå áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (1) âñßóêïõìå üôé Å = }
R

12

2

} (ð + 6� 3Ï3w). 

Ó×ÏËÉO
ÅðåéäÞ ì1 + ì2=(ÁÂÃ) êáé êÜèå ôñßãùíï ôåôñáãùíßæåôáé, ðñïêýðôåé üôé ôï Üèñïéóìá ì1 + ì2 ôåôñáãùíßæåôáé. Ïé ìç-

íßóêïé áõôïß áðïôåëïýí ôï ðñþôï ìç åõèýãñáììï ó÷Þìá, ôï ïðïßï ôåôñáãùíßóèçêå áðü ôïí ÉððïêñÜôç ôïí ×ßï (ãåí-
íÞèçêå ðåñß ôï 470 ð.×.). Ï ÉððïêñÜôçò åðßóçò ðÝôõ÷å ôïí ôåôñáãùíéóìü êáé Üëëùí äýï ðåñéðôþóåùí ìçíßóêùí.

Ó÷Þìá 21

Ó÷Þìá 22

kefal11.qxd  22/01/2001 06:34 PM  Page 248



11.8 Ôåôñáãùíéóìüò êýêëïõ

Ôåôñáãùíéóìüò êýêëïõ ëÝãåôáé ç êáôáóêåõÞ, ìå êáíüíá êáé
äéáâÞôç, åíüò ôåôñáãþíïõ éóïäýíáìïõ ìå ôï äïóìÝíï êýêëï.
¸óôù R ç áêôßíá åíüò êýêëïõ êáé Å ôï åìâáäüí ôïõ. ÅðåéäÞ 

Å = }
1

2
} L ? R, üðïõ L ôï ìÞêïò ôïõ êýêëïõ, ðñïêýðôåé üôé ï êý-

êëïò åßíáé éóïäýíáìïò ìå ôñßãùíï, ðïõ Ý÷åé âÜóç L êáé ýøïò
R. ÊÜèå ôñßãùíï üìùò åßíáé éóïäýíáìï ìå ôåôñÜãùíï. ÅðïìÝ-
íùò ï ôåôñáãùíéóìüò ôïõ êýêëïõ áíÜãåôáé óôçí êáôáóêåõÞ
ôïõ L, áöïý ôï R åßíáé Ýíá äïóìÝíï ôìÞìá. ÅðåéäÞ üìùò
L=2ðR, ç êáôáóêåõÞ ôïõ áíÜãåôáé óôçí êáôáóêåõÞ ôìÞìáôïò

ìÞêïõò ð (áöïý ãéá R = }
1

2
} åßíáé L = ð). Ãéá íá åßíáé ç êáôá-

óêåõÞ áõôÞ äõíáôÞ, üðùò Ý÷åé áðïäåé÷èåß, èá Ýðñåðå ï ð íá
åßíáé ñßæá ðïëõùíõìéêÞò åîßóùóçò ìå áêÝñáéïõò óõíôåëåóôÝò,
äçëáäÞ áëãåâñéêüò áñéèìüò, âáèìïý 2í, üðïõ í öõóéêüò.
¼ìùò, ï Ãåñìáíüò Ìáèçìáôéêüò Lindemann, ôï 1882, (éóôï-
ñéêü óçìåßùìá, óåë. 254) áðÝäåéîå üôé ï ð äåí åßíáé áëãåâñéêüò
áñéèìüò áëëÜ õðåñâáôéêüò êáé åðïìÝíùò äåí êáôáóêåõÜæåôáé
ãåùìåôñéêÜ. Áðïäåß÷èçêå Ýôóé ôï áäýíáôï ôçò ãåùìåôñéêÞò
ëýóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôïõ ôåôñáãùíéóìïý ôïõ êýêëïõ.

249
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Äñáóôçñéüôçôá

Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá, ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ïñèïãþíéï êáé éóïóêåëÝò, ôï
ÂÄ
C

Ã çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÂÃ êáé ôï ÃÅ
C

Â ôüîï ôïõ êýêëïõ (Á, ÁÂ). Íá
áðïäåßîåôå üôé ï ó÷çìáôéæüìåíïò ìçíßóêïò ôåôñáãùíßæåôáé.
(ÁðÜíôçóç: (ì)= (ÁÂÃ))
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AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Áíôéóôïé÷ßóôå êÜèå ìÝãåèïò ôçò óôÞëçò Á ìå ôçí ôéìÞ
ôïõ óôç óôÞëç Â.

2. Må âÜóç ôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ÷áñáêôçñßóôå ùò óù-
óôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìéÜ áðü ôéò ðáñáêÜôù
éóüôçôåò êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

i) (ÏÁ
C

Â) = (Ï
C
ÃÄ) Ó Ë

ii)(ÏÂ
C

Ã) = (ÏÄ
C

Á) Ó Ë
iii)(ÏÂ

C
Ã) = 2(ÏÁ

C
Â) Ó Ë

iv) (ÏÁÄ) = 2(ÏÁÂ) Ó Ë
v) å1 = å2 Ó Ë

vi) AB = ë6 Ó Ë

3. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá õðÜñ÷ïõí äýï ïìüêåíôñïé êý-
êëïé ìå áêôßíåò ÏÅ=R êáé ÏÁ=2R. ×áñáêôçñßóôå ùò
óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìéÜ áðü ôéò ðáñáêÜôù éóü-
ôçôåò êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

i) <
Á
C

Â
= <

Ã
C

Ä
Ó Ë

ii) <
Á
C

Â
= <

E
C

Z
Ó Ë

iii) <
Á
C

Â
= 2<

Ã
C

Ä
Ó Ë

iv) (ÁÂÆÅ) = (ÃÄÈÇ) Ó Ë

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Äßíåôáé êýêëïò (O,R) êáé éóüðëåõñï ôñßãùíï åããå-
ãñáììÝíï óå áõôüí. Íá âñåèåß ôï åìâáäüí ôïõ åããå-
ãñáììÝíïõ êýêëïõ ôïõ ôñéãþíïõ.
2. Äßíåôáé êýêëïò (Ê) êáé ôüîï ôïõ Á

C
Â = 60°. Áí ôï ôü-

îï Á
C

Â Ý÷åé ìÞêïò 4ð cm, íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ êý-
êëïõ (Ê).

3. Äßíåôáé éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ ðëåõñÜò á. ÃñÜ-
öïõìå ôá ôüîá ôùí êýêëùí (Á, á), (Â, á) êáé (Ã, á) ðïõ

ðåñéÝ÷ïíôáé óôéò ãùíßåò Á^, Â^ êáé Ã^ áíôßóôïé÷á. Íá
õðïëïãßóåôå ùò óõíÜñôçóç ôïõ á ôçí ðåñßìåôñï êáé ôï
åìâáäüí ôïõ êáìðõëüãñáììïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.
4. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá 
Ý÷åé ó÷åäéáóôåß Ýíá
çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ
ÁÂ=2R êáé åîùôåñéêÜ
ôïõ ôá ßóá çìéêýêëéá
ìå äéáìÝôñïõò ÏÁ, ÁÄ,
ÄÃ êáé ÃÂ. Áí (ì1),

(ì2), (ì3) åßíáé ôá åì-

âáäÜ ôùí ôñéþí ó÷çìáôéæüìåíùí ìçíßóêùí êáé (ê) ôï
åìâáäüí ôïõ çìéêõêëßïõ, íá áðïäåßîåôå üôé 

(ì1)+(ì2)+(ì3)+(ê) = (ÁÂÃÄ).

5. Ôñåéò ßóïé êýêëïé áêôßíáò R åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ
áíÜ äýï óôá óçìåßá Á, Â êáé Ã. Íá âñåßôå ôçí ðåñßìå-
ôñï êáé ôï åìâáäüí ôïõ êáìðõëüãñáììïõ ôñéãþíïõ
ÁÂÃ, ùò óõíÜñôçóç ôïõ R.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò 
1. Äßíåôáé êýêëïò (O,R) êáé áêôßíá ôïõ ÏÁ. Óôçí ðñï-
Ýêôáóç ôçò ÏÁ ðñïò ôï Á ðáßñíïõìå óçìåßï Â, þóôå
ÏÁ = ÁÂ. Áí ÂÃ åßíáé ôï åöáðôüìåíï ôìÞìá ðïõ Üãåôáé
áðü ôï Â ðñïò ôïí êýêëï, íá âñåßôå ôçí ðåñßìåôñï êáé
ôï åìâáäüí ôïõ ìéêôüãñáììïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.
2. Äßíåôáé ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ ðëåõ-

ñÜò á êáé ôá ôüîá Â
C

Ä êáé Á
C

Ã ôùí
êýêëùí (Á,á) êáé (Ä,á) áíôßóôïé-
÷á. Íá âñåèåß ôï åìâáäüí ôïõ
ãñáììïóêéáóìÝíïõ ìÝñïõò ôïõ ôå-
ôñáãþíïõ.

Á Â

2ðR2

Åìâáäüí êõêëéêïý äßóêïõ áêôßíáò R

ðR2 }
1

ì

80
}

Åìâáäüí êõêëéêïý ôïìÝá ì° (óå êýêëï
áêôßíáò R) ðR2

Åìâáäüí êõêëéêïý ôïìÝá á rad (óå
êýêëï áêôßíáò R)

}
1

2
} áR2

ðR2 }
3

ì

60
}
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3. Äõï ßóïé êýêëïé áêôßíáò R Ý÷ïõí äéÜêåíôñï ßóç ìå

RÏ2w. Íá âñåèåß ôï åìâáäüí ôïõ êïéíïý ôïõò ìÝñïõò.

4. Äßíåôáé Ýíá çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ êáé óôï åóùôå-
ñéêü ôïõ ôá çìéêýêëéá äéáìÝôñùí ÁÃ êáé ÃÂ, üðïõ Ã
óçìåßï ôçò äéáìÝôñïõ ÁÂ. Ç êÜèåôïò ôçò ÁÂ óôï Ã ôÝì-
íåé ôï áñ÷éêü çìéêýêëéï óôï Ä. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï
åìâáäüí ôïõ ÷ùñßïõ ðïõ ðåñéêëåßåôáé ìåôáîý ôùí
ôñéþí çìéêõêëßùí (Üñâõëïò ôïõ Áñ÷éìÞäç) åßíáé ßóï
ìå ôï åìâáäüí ôïõ êýêëïõ äéáìÝôñïõ ÃÄ.
5. Äßíåôáé êýêëïò (O,R) êáé ôüîï ôïõ Á

C
Â = 60°. Íá

âñåèåß ôï åìâáäüí ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ óôïí êõ-
êëéêü ôïìÝá ÏÁ

C
Â.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ åããåãñáììÝíï óå êýêëï (O,R).
Ïé ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÂÃ åßíáé áíôßóôïé÷á ðëåõñÝò êáíï-
íéêïý åîáãþíïõ êáé éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ åããåãñáì-
ìÝíïõ óôïí êýêëï .Íá õðïëïãéóèïýí:

i) ôï ìÞêïò ôçò ðëåõñÜò ÁÃ, 
ii) ï ëüãïò ôùí åìâáäþí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ôïõ
êýêëïõ (O,R) 
iii) ôï åìâáäüí ôùí ôñéþí êõêëéêþí ôìçìÜôùí ðïõ
ïñßæïíôáé áðü ôéò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ðåñé-
Ý÷ïíôáé óôéò áíôßóôïé÷åò êõñôÝò ãùíßåò.
2. Äßíåôáé êýêëïò (O,R). Ìå êÝíôñï ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ
êáé áêôßíá ôçí ðëåõñÜ ôïõ ôåôñáãþíïõ ôïõ åããåãñáì-
ìÝíïõ óå áõôüí, ãñÜöïõìå êýêëï. Íá âñåèåß ôï åìâá-
äüí ôïõ êïéíïý ìÝñïõò ôùí äýï êõêëéêþí äßóêùí.
3. Äýï ßóïé êýêëïé áêôßíáò R Ý÷ïõí äéÜêåíôñï ßóç ìå

RÏ3w. Íá âñåßôå, ùò óõíÜñôçóç ôïõ R, ôï åìâáäüí ôïõ
êïéíïý ôïõò ìÝñïõò.
4. Äßíåôáé êýêëïò (O, R) êáé ìéá äéÜìåôñüò ôïõ ÁÂ. Ìå
êÝíôñï ôï ìÝóï Ã ôïõ åíüò çìéêõêëßïõ êáé áêôßíá ÃÁ
ãñÜöïõìå êýêëï, ï ïðïßïò ïñßæåé ìå ôï Üëëï çìéêýêëéï
ôïí ìçíßóêï, Ýóôù ì. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï åìâáäüí ôïõ
ì éóïýôáé ìå ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

ÃÅÍÉÊEÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Êáíïíéêü åîÜãùíï ÁÂÃÄÅÆ åßíáé åããåãñáììÝíï óå
êýêëï (Ï, R) êáé Ýóôù Ê, Ë, Ì, Í, Ñ, Ó ôá ìÝóá ôùí
ðëåõñþí ôïõ.
i) Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÊËÌÍÑÓ åßíáé êáíïíéêü
åîÜãùíï ìå êÝíôñï ôï Ï.

ii) Íá áðïäåßîåôå üôé (KËÌÍÑÓ) = }
3

4
} (ÁÂÃÄÅÆ).

iii) Íá âñåèåß, ùò óõíÜñôçóç ôïõ R, ôï ìÞêïò ôïõ åããå-
ãñáììÝíïõ êýêëïõ óôï ÊËÌÍÑÓ.
2. ¸óôù êýêëïò (O, R) êáé ìßá ÷ïñäÞ ôïõ ÁÂ=ëí. Áí

ï êýêëïò (Ï, á4) ôÝìíåé ôéò áêôßíåò ÏÁ êáé ÏÂ óôá Á´

êáé Â´ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé
i) ôï åìâáäüí å ôïõ ìéêôüãñáììïõ ôåôñáðëåýñïõ
ÁÂÂ¢´ (ìå äýï ðëåõñÝò ôüîá) éóïýôáé ìå ôï åìâáäüí
ôïõ êõêëéêïý ôïìÝá ÏÁ¢CÂ¢ êáé 

ii) 2íå=ðR2.
3. Ìå âÜóåéò ôéò ðëåõñÝò åíüò í-ãþíïõ êáé óôï åîùôå-
ñéêü ôïõ  êáôáóêåõÜæïõìå í ïñèïãþíéá ìå ôï ßäéï
ýøïò õ. ÓõíäÝïõìå ôéò åîùôåñéêÝò ðëåõñÝò ôïõò ìå
ôüîá êýêëùí ðïõ ãñÜöïõìå ìå êÝíôñá ôéò êïñõöÝò êáé
áêôßíá õ. Íá âñåèåß ôï Üèñïéóìá ôùí åìâáäþí ôùí í
êõêëéêþí ôïìÝùí ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé.
4. Óôï åóùôåñéêü ôåôñáãþíïõ ãñÜöïõìå ôÝóóåñéò
ßóïõò êýêëïõò ðïõ åöÜðôïíôáé ìåôáîý ôïõò åîùôåñéêÜ
êáé åöÜðôïíôáé ôùí ðëåõñþí ôïõ ôåôñáãþíïõ. Íá
õðïëïãéóèåß , ùò óõíÜñôçóç ôçò ðëåõñÜò á ôïõ ôåôñá-

ãþíïõ ôï åìâáäüí ôïõ ÷ùñßïõ ðïõ ðåñéêëåßåôáé áðü
ôïõò ôÝóóåñéò êýêëïõò.
5. Óôï êõêëéêü ïéêüðåäï áêôßíáò R = 40m, ôïõ ðáñá-
êÜôù ó÷Þìáôïò, ôï åããåãñáììÝíï ôåôñÜãùíï Ý÷åé ôï
ìÝãéóôï äõíáôü åìâáäüí êáé ðñüêåéôáé íá ðëáêï-
óôñùèåß. Óôá ôÝóóåñá êõêëéêÜ ôìÞìáôá èá ôïðïèå-
ôçèïýí éóÜñéèìåò êõêëéêÝò ãëÜóôñåò ìå ôï ìÝãéóôï
äõíáôü åìâáäüí åðßóçò, åíþ ôï õðüëïéðï èá öõôåõèåß
ìå ãêáæüí. Íá âñåèåß ôï åìâáäüí:

i) ôïõ ìÝñïõò ðïõ èá ðëáêïóôñùèåß, ii) ôïõ ìÝñïõò
ðïõ èá êáëýðôïõí ïé ãëÜóôñåò, iii) ôïõ ìÝñïõò ðïõ èá
öõôåõèåß ìå ãêáæüí.
6. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá ôï ôåôñÜãùíï Ý÷åé ðëåõñÜ 
á = 50 m.
Íá âñåèåß: i) ôï åìâáäüí ôïõ åã-
ãåãñáììÝíïõ êýêëïõ, ii) ôï åìâá-
äüí êáèåíüò áðü ôïõò ôÝóóåñéò
êýêëïõò ðïõ åöÜðôïíôáé åóùôå-
ñéêÜ ôïõ ôåôñáãþíïõ êáé åîùôå-
ñéêÜ ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ.
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7. Íá âñåèåß ç ìéêñüôåñç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæïõí ïé
ðñïåêôÜóåéò ôùí ðëåõñþí åíüò êáíïíéêïý äåêáðåíôá-
ãþíïõ.
8. Èåùñïýìå çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ êáé óçìåßï ôçò
Ã. ÌåôáâëçôÞ çìéåõèåßá Ãx êÜèåôç óôçí ÁÂ ôÝìíåé ôï
çìéêýêëéï óôï óçìåßï Ó. ÐÜíù óôç Ãx ðáßñíïõìå

óçìåßï Ì, þóôå íá éó÷ýåé ÁÌ2 = 2ÁÓ2 êáé öÝñïõìå
åõèåßá êÜèåôç óôçí ÁÌ óôï Ì, ðïõ ôÝìíåé ôçí ðñï-
Ýêôáóç ôçò ÁÂ óôï Ä. Ôüôå
i) íá áðïäåßîåôå üôé ÁÄ=2ÁÂ,
ii) íá âñåßôå ôï ãåùìåôñéêü ôüðï ôïõ óçìåßïõ Ì, êá-
èþò ç çìéåõèåßá Ãx ìåôáâÜëëåôáé,
iii) íá áðïäåßîåôå üôé ôï ìÞêïò ôçò ãñáììÞò ðïõ ãñÜ-
öåé ôï Ì éóïýôáé ìå ôï ìÞêïò ôïõ çìéêõêëßïõ äéáìÝ-
ôñïõ ÁÂ.
9. Äßíåôáé çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÂÏÃ=2R, ôõ÷áßï

óçìåßï ôïõ Ä êáé ôï ìÝóï Á ôïõ ôüîïõ Â
C

Ä.
i) Áí å1,å2 åßíáé ôá åìâáäÜ ôùí êõêëéêþí ôìçìÜôùí

ôùí ÷ïñäþí ÁÃ, ÁÂ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé 
å1 � å2 = (ÏÃ

C
Ä), üðïõ (ÏÃ

C
Ä) ôï åìâáäüí ôïõ

êõêëéêïý ôïìÝá (ÏÃ
C

Ä).
ii) Íá áðïäåßîåôå üôé ï ìÝãéóôïò êýêëïò ðïõ åããñÜöå-
ôáé óôï êõêëéêü ôìÞìá ÷ïñäÞò ÁÃ (äçëáäÞ âñßóêåôáé
óôï åóùôåñéêü ôïõ êõêëéêïý ôìÞìáôïò êáé åöÜðôåôáé
óôï ôüîï êáé ôç ÷ïñäÞ), åßíáé áõôüò ðïõ åöÜðôåôáé óôï
ìÝóï ôçò ÷ïñäÞò ÁÃ.

iii) ¸óôù Å1,Å2 ôá åìâáäÜ ôùí ìÝãéóôùí êýêëùí ôùí

åããåãñáììÝíùí óôá êõêëéêÜ ôìÞìáôá ÷ïñäþí ÁÃ,ÁÂ
áíôßóôïé÷á, 

a) Íá áðïäåßîåôå üôé Å1+Å2 # }
ð

4

R2

}.

â) Áí Â
C

Ä = 120°, íá áðïäåßîåôå üôé

Å1 + (7 + 4Ï3w)Å2 = }
ð

8

R2

}.

10. Äýï ßóïé êýêëïé ìå êÝíôñá Ï êáé Ï´ áíôßóôïé÷á
åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ óôï Á. ÖÝñïõìå äýï áêôßíåò
ÏÂ êáé Ï´Â´ ðáñÜëëçëåò ìåôáîý ôïõò êáé óôï ßäéï
çìéåðßðåäï ùò ðñïò ôçí ÏÏ´. ÊáôáóêåõÜæïõìå  åîù-
ôåñéêÜ áðü ôïõò äýï êýêëïõò ôï çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ
ÂÂ´. Íá áðïäåßîåôå üôé:
(i) (ÏÁ

C
Â) = (ÏB¢CA¢), üðïõ Á¢ ôï áíôéäéáìåôñéêü ôïõ Á

óôïí Ï¢,
(ii) (ÏÁ

C
Â) + (Ï¢ÁCÂ¢) = (Ï¢ÁCA¢),

(iii) (ÏÁ
C

Â) + (Ï¢ÁCÂ¢) = (KB
C

B¢), üðïõ Ê ôï ìÝóï ôïõ
ÂÂ¢,
(iv) ôï åìâáäüí å ôïõ êáìðõëüãñáììïõ ó÷Þìáôïò ìå
ðëåõñÝò ôá ôüîá Á

C
Â, B

C
Â¢ êáé Á

C
Â¢ åßíáé ßóï ìå ôï åì-

âáäüí ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÏÂÂ´Ï´. Áí ôá Â,Â´ êé-
íïýíôáé ðÜíù óôïõò êýêëïõò, þóôå ïé áêôßíåò ÏÂ êáé
Ï¢Â¢ íá äéáôçñïýí ôéò áñ÷éêÝò éäéüôçôåò, óå ðïéá èÝóç
ôùí Â, Â¢ ôï åìâáäüí å ãßíåôáé ìÝãéóôï;

ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ

Ôá ìç åðéëýóéìá ãåùìåôñéêÜ ðñïâëÞìá-
ôá ôçò áñ÷áéüôçôáò
Ôïí 5ï áé. äéáôõðþèçêáí óôçí áñ÷áßá ÅëëÜäá ôñßá
ðñïâëÞìáôá ðïõ Ýìåëëå íá ãßíïõí ðáóßãíùóôá. Ðñü-
êåéôáé ãéá ôï ðñüâëçìá ôïõ äéðëáóéáóìïý ôïõ êýâïõ,
ôçò ôñé÷ïôüìçóçò ãùíßáò êáé ôïõ ôåôñáãùíéóìïý ôïõ
êýêëïõ. Ç éóôïñßá ôùí ðñïâëçìÜôùí áõôþí åßíáé ðïëý
ìåãÜëç. Áñêåß íá óêåöôåß êáíåßò üôé ôá äýï ðñþôá ëý-
èçêáí óôéò áñ÷Ýò ìüíïí ôïõ ðåñáóìÝíïõ áéþíá, åíþ ôï
ôñßôï óôá ôÝëç ôïõ. Áðïäåß÷èçêå üôé êáé ôá ôñßá ðñï-
âëÞìáôá äåí åßíáé åðéëýóéìá ìå ôá ìÝóá ðïõ ïñßæïíôáé
óôá «Óôïé÷åßá» ôïõ Åõêëåßäç, äçëáäÞ ìå êáíüíá êáé
äéáâÞôç. Ç éóôïñéêÞ óçìáóßá áõôþí ôùí ðñïâëçìÜ-
ôùí óõíßóôáôáé óôï üôé Þôáí ïé ðñþôåò áðïäåßîåéò ìç
åðéëõóéìüôçôáò óôá ìáèçìáôéêÜ. Áðïäåß÷èçêå üôé ïñé-
óìÝíåò êáôáóêåõÝò Þôáí áäýíáôïí íá ðñáãìáôïðïéç-
èïýí ìå ïñéóìÝíá ìÝóá (ôïí êáíüíá êáé ôï äéáâÞôç).
Ï äéðëáóéáóìüò ôïõ êýâïõ. Áí óõìâïëßóïõìå ìå á

ôçí áêìÞ åíüò êýâïõ, ôüôå ôï ðñüâëçìá ôïõ äéðëáóéá-
óìïý ôïõ êýâïõ óõíßóôáôáé óôï íá âñåèåß ç áêìÞ êý-
âïõ ðïõ íá Ý÷åé üãêï äéðëÜóéï áðü ôï äåäïìÝíï êýâï,
äçëáäÞ æçôåßôáé íá âñåèåß ôï ìÝãåèïò x, ãéá ôï ïðïßï
íá éó÷ýåé x3 = 2á3. Ç ðñïÝëåõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò äåí
åßíáé éóôïñéêÜ åîáêñéâùìÝíç. Óýìöùíá ìå Ýíáí èñýëï
ðïõ áíáöÝñåé ï Ðëïýôáñ÷ïò, ôï ðñüâëçìá åôÝèç óå
Ýíá ÷ñçóìü ðïõ áðáéôïýóå áðü ôïõò êáôïßêïõò ôçò ÄÞ-
ëïõ íá äéðëáóéÜóïõí ôï âùìü ôïõ Áðüëëùíá ðñïêåé-
ìÝíïõ íá óôáìáôÞóåé ç åðéäçìßá ðïõ åß÷å åîáðëùèåß
óôï íçóß. Ãé� áõôü ïíïìÜæåôáé êáé ÄÞëéï ðñüâëçìá. Ï
ðñþôïò ðïõ ôï ìåëÝôçóå Þôáí ï ÉððïêñÜôçò ï ×ßïò,
ðïõ ôï áíÞãáãå óôçí åýñåóç äýï ìÝóùí áíáëüãùí óå
óõíå÷Þ áíáëïãßá ìåôáîý äýï äïóìÝíùí ìåãåèþí, äç-
ëáäÞ óôçí åýñåóç äýï ìåãåèþí x, y, ôÝôïéùí, þóôå

}
á

x
} = }

x

y
} = }

2

y

á
}.  Áñãüôåñá, ï Áñ÷ýôáò ï Ôáñáíôßíïò

Ýäåéîå üôé ôï ìÝãåèïò x ìðïñåß íá âñåèåß ùò ôïìÞ, åíüò
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êþíïõ, åíüò êõëßíäñïõ êáé ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ
ëáìâÜíåôáé áðü ôçí ðåñéóôñïöÞ ìéáò ðåñéöÝñåéáò ðåñß
ôçí åöáðôïìÝíç ôçò, äçë. ôçò åðéöÜíåéáò «êñßêïõ»
(torus) ìçäåíéêïý áíïßãìáôïò. Ç ëýóç ôïõ Áñ÷ýôá
áðïäåßêíõå ôçí ýðáñîç äýï ìÝóùí áíáëüãùí ìåôáîý
äýï ïéùíäÞðïôå ìåãåèþí, ùóôüóï ç ìÝèïäüò ôïõ
îÝöåõãå áðü ôá êáèéåñùìÝíá ìÝóá ôïõ êáíüíá êáé ôïõ
äéáâÞôç.
Ïé ìåôáãåíÝóôåñåò áíáæçôÞóåéò óôñÜöçêáí óôçí åýñå-
óç åíáëëáêôéêþí ôñüðùí êáôáóêåõÞò ôùí ìÝóùí áíá-
ëüãùí ôùí äýï äåäïìÝíùí ìåãåèþí ðïõ áðáéôïýíôáé
áðü ôçí áíáëïãßá ôïõ ÉððïêñÜôç:

áy = x2 êáé   xy = á(2á)   Þ   y2 = (2á)x
H êáôáóêåõÞ ôùí óõíôåôáãìÝíùí ôïõ óçìåßïõ ôïìÞò
ôùí äýï áõôþí ãåùìåôñéêþí ôüðùí äßíåé ôç ëýóç ôïõ
ðñïâëÞìáôïò. ¼ìùò ç ìåëÝôç ôÝôïéùí ôüðùí äåí Þôáí
áðëü ðñÜãìá óôçí áñ÷áéüôçôá. Ðñþôá áð� üëá Ýðñåðå
íá áðïäåé÷èåß üôé ïé ôüðïé áõôïß Þôáí óõíå÷åßò êáìðý-
ëåò, ðñïêåéìÝíïõ íá ìéëÞóïõìå ãéá óçìåßï ôïìÞò.
Ìüíïí ï ÌÝíáé÷ìïò (äåýôåñï Þìéóõ ôïõ 4ïõ áé.) ìðü-
ñåóå íá ðáñáóôÞóåé ôïõò ôüðïõò áõôïýò ùò åðßðåäåò
ôïìÝò êþíùí åê ðåñéóôñïöÞò. Åßíáé ðéèáíü ï óôåñåï-
ìåôñéêüò áõôüò ðñïóäéïñéóìüò ôïõ óçìåßïõ ôïìÞò,
üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôïõ Áñ÷ýôá, íá Ýðáéæå ñüëï
áðüäåéîçò ôçò ýðáñîçò êáé ôçò óõíÝ÷åéáò ôùí õðü ìå-
ëÝôç ãåùìåôñéêþí ôüðùí. Ïé áñ÷áßïé ¸ëëçíåò áíôéìå-
ôþðéóáí ôïí ðñüâëçìá ôïõ äéðëáóéáóìïý ôïõ êýâïõ
áðü äéÜöïñåò óêïðéÝò. Ï Åõôüêéïò áíáöÝñåé ðåñß ôéò
12 ðñïôåéíüìåíåò ëýóåéò. Áðü ôéò ëýóåéò áõôÝò ïñéóìÝ-
íåò åßíáé ìç÷áíéêÝò, üðùò ð.÷. ôïõ ÅñáôïóèÝíç (3ïò áé.
ð.×.) ðïõ ðñáãìáôïðïéåßôáé ìå ôç âïÞèåéá åíüò ìç÷á-
íéêïý ïñãÜíïõ, ôïõ «ìåóïëÜâïõ», Þ ç ëýóç ðïõ áðïäß-
äåôáé óôïí ÐëÜôùíá. ¢ëëåò ðÜëé ãßíïíôáé ìå ôçí åéóá-
ãùãÞ íÝùí êáìðõëþí, üðùò ïé ëýóåéò ôïõ ÄéïêëÞ êáé
ôïõ ÍéêïìÞäç, ðïõ ðñáãìáôïðïéïýíôáé ìå ôç âïÞèåéá
ôùí öåñþíõìùí êáìðõëþí. ÐÜíôùò ìÝ÷ñé ôçí åðï÷Þ
ôïõ Åõêëåßäç (ôÝëç ôïõ 4ïõ áé.) ðñÝðåé íá åß÷å åäñáéù-
èåß ç ðåðïßèçóç üôé ôï ðñüâëçìá ôïõ äéðëáóéáóìïý
ôïõ êýâïõ äåí åßíáé åðéëýóéìï ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç.
Ç ðñþôç ðñïóðÜèåéá íá áðïäåé÷èåß ç ìç åðéëõóéìüôç-
ôá ôçò åéäéêÞò ðåñßðôùóçò êõâéêÞò åîßóùóçò x3 + 2x2

+ 10x = 20, ìå ôç âïÞèåéá ôùí ôåôñáãùíéêþí áññÞôùí
ôïõ Âéâëßïõ × ôùí «Óôïé÷åßùí» ôïõ Åõêëåßäç, Ýãéíå
áðü ôï ËåïíÜñäï ôçò Ðßæáò. ÌåôÜ áðü áõôüí ðÝñáóáí
ôåôñáêüóéá ðåñßðïõ ÷ñüíéá ìÝ÷ñé ðïõ ï ÍôåêÜñô íá
äéáôõðþóåé ôï ãåíéêü êñéôÞñéï åðéëõóéìüôçôáò ìéáò êõ-
âéêÞò åîßóùóçò: ïé ñßæåò ìéáò êõâéêÞò åîßóùóçò ìå ñç-
ôïýò óõíôåëåóôÝò ìðïñïýí íá êáôáóêåõáóèïýí ìå êá-
íüíá êáé äéáâÞôç, üôáí ç åîßóùóç åßíáé áíáãþãéìç,
äçëáäÞ Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìßá ñçôÞ ñßæá (ï ÍôåêÜñô
õðÝèåôå üôé üëåò ïé ñßæåò åßíáé ðñáãìáôéêÝò). Ôï 1637

äéáôýðùóå ôçí õðüèåóç üôé ç êáôáóêåõÞ ôìÞìáôïò
ßóïõ ìå Ï

3
2w, äçëáäÞ ôçò ëýóçò ôçò åîßóùóçò x3 = 2á3

ãéá á = 1, äåí åßíáé äõíáôÞ ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç.
¼ìùò ôç ìç åðéëõóéìüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôïõ äé-
ðëáóéáóìïý ôïõ êýâïõ ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç áðÝäåé-
îå ôï 1837 ï Ð. ÂÜíôóåë (Pierre Laurent Wantzell,
1814-1848).
Ç ôñé÷ïôüìçóç ãùíßáò. Óôï ðñüâëçìá áõôü æçôåßôáé
íá äéáéñåèåß ìéá ãùíßá óå ôñßá ßóá ìÝñç. ÓõíõöáóìÝ-
íåò ìå ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý åßíáé ç åöáñ-
ìïãÞ áðü ôïí Áñ÷éìÞäç ôçò ìåèüäïõ ôçò íåýóçò êáé ç
åéóáãùãÞ ìéáò íÝáò êáìðýëçò, ôçò ôåôñáãùíßæïõóáò. Ç
ìÝèïäïò ôçò íåýóçò óõíßóôáôáé óôçí ôïðïèÝôçóç åíüò
åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ïñéóìÝíïõ ìÞêïõò ìåôáîý äýï
äåäïìÝíùí ãñáììþí Ýôóé, þóôå ôá Üêñá ôïõ åõ-
èýãñáììïõ ôìÞìáôïò íá âñßóêïíôáé ðÜíù óôéò ãñáì-
ìÝò êáé ôï ßäéï ôï ôìÞìá Þ ç ðñïÝêôáóÞ ôïõ íá äéÝñ-
÷åôáé áðü äåäïìÝíï óçìåßï. 
Ïé äåäïìÝíåò ãñáììÝò ðïõ åîÝôáæáí ïé áñ÷áßïé ãåù-
ìÝôñåò Þôáí óõíÞèùò ç åõèåßá êáé ç ðåñéöÝñåéá. Ùóôü-
óï, áí Ýíá ðñüâëçìá ëýíåôáé ìå ôç ìÝèïäï ôçò íÝõóçò,
ôüôå ç öýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðáñáìÝíåé áóáöÞò. Áí
ôï åõèýãñáììï ôìÞìá êéíåßôáé Ýôóé þóôå ôï Ýíá Üêñï
ôïõ íá âñßóêåôáé óôç ìßá áðü ôéò äåäïìÝíåò ãñáììÝò,
åíþ ç ðñïÝêôáóÞ ôïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï äåäïìÝíï óç-
ìåßï, ôüôå ôï äåýôåñï Üêñï èá ãñÜøåé êáìðýëç (Ê). H
åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôçò íåýóçò éóïäõíáìåß ìå ôçí
åýñåóç ôïõ óçìåßïõ ôïìÞò ôçò êáìðýëçò (Ê) ìå ôç
äåýôåñç äåäïìÝíç ãñáììÞ. ¼ìùò ç ìÝèïäïò ôçò
íåýóçò äåí äßíåé êáìéÜ ðëçñïöïñßá ãéá ôç öýóç ôçò
êáìðýëçò (Ê), ç ïðïßá ìðïñåß íá åßíáé áðëÞ, Þ áñêåôÜ
ðïëýðëïêç. ºóùò ãéá ôï ëüãï áõôü ïé áñ÷áßïé

ãåùìÝôñåò áðÝöåõãáí ôçí ìÝèïäï áõôÞ.
Ç ôñé÷ïôüìçóç ãùíßáò ìå ôç ìÝèïäï ôçò íåýóçò ãßíåôáé
ùò åîÞò: ¸óôù ç ãùíßá AB

^
Ã=3ö (Ó÷. 1) ðïõ ðñÝðåé íá

äéáéñåèåß óå ôñßá ßóá ìÝñç. ÃñÜöïõìå êýêëï êÝíôñïõ
B, êáé ðñïåêôåßíïõìå ôçí AB ðñïò ôçí Üëëç ìåñéÜ áðü
ôï êÝíôñï B. Ìåôáîý ôçò åõèåßáò BE êáé ôïõ êýêëïõ
ôïðïèåôïýìå ôï ôìÞìá EÆ ìÞêïõò R, Ýôóé, þóôå ç ðñï-
ÝêôáóÞ ôïõ íá äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï Ã (ôï óçìåßï
ôïìÞò ôçò ðëåõñÜò BÃ ìå ôï êýêëï). Ôüôå ÆÅ

^
Ä = 1/3

ÃÂ
^

A.
Ôïí 5ï áé. ð.×. ï Éððßáò ï Çëåßïò åéóÞãáãå ìå êéíçìá-

Ó÷. 1
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ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ

ôéêü ïñéóìü ìßá íÝá
êáìðýëç, ôçí ïðïßá ï
ËÜéìðíéôò ïíüìáóå
áñãüôåñá ôåôñáãùíßæïõ-
óá. ¸óôù üôé ôá ôìÞìáôá
ÏÁ êáé ÁÂ (Ó÷. 2)
áñ÷ßæïõí íá êéíïýíôáé
ôáõôü÷ñïíá, þóôå ôï ÏÁ
íá ðåñéóôñÝöåôáé ðåñß ôï
Ï ïìïéüìïñöá êáôÜ ôç
öïñÜ ôùí äåéêôþí ôïõ

ùñïëïãßïõ êáé ôï ÁÂ íá êáôÝñ÷åôáé ïìïéüìïñöá
ðáñáìÝíïíôáò ðáñÜëëçëï ðñïò ôïí åáõôü ôïõ, ìÝ÷ñéò
üôïõ ôá äýï ôìÞìáôá íá êáôáëÞîïõí óôç èÝóç ÏÃ
ôáõôü÷ñïíá. Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïìÞò
M ôùí äýï ôìçìÜôùí ãñÜöåé ôçí ôåôñáãùíßæïõóá. Áðü
ôïí ïñéóìü ôçò êáìðýëçò ðñïêýðôåé Üìåóá üôé ïé
ôåôáãìÝíåò ôçò êáìðýëçò åßíáé áíÜëïãåò ôùí áíôß-
óôïé÷ùí ãùíéþí y:y1 = ö:ö1. Ìå ôç âïÞèåéá ôçò ßäéáò

êáìðýëçò ìðïñåß íá ëõèåß êáé ôï ðñüâëçìá ôïõ ôåôñá-
ãùíéóìïý ôïõ êýêëïõ. Ôïí 10ï áé. ï Èáìðßô Éìðí
Êïýññá óôçí ðñáãìáôåßá ôïõ «Äéáßñåóç ôçò ïñèÞò
ãùíßáò óå ôñßá ßóá ìÝñç», áêïëïõèþíôáò ôçí ðáñÜäï-
óç ôïõ Áñ÷éìÞäç, áíÜãåé ôï ðñüâëçìá óå êáôáóêåõÞ
ìå ôç âïÞèåéá ôçò íåýóçò. Óôç ìåóáéùíéêÞ ÁñáâéêÞ
ãñáììáôåßá åðé÷åéñåßôáé ç óýíäåóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
ôçò ôñé÷ïôüìçóçò ãùíßáò ìå ôçí Üëãåâñá êáé ôçí ôñé-
ãùíïìåôñßá. Ôï 15ï áé. ï áë-Êáóß  óôçí áðïëåóèåßóá
«Ðñáãìáôåßá ðåñß ÷ïñäÞò êáé çìßôïíïõ» ðñïôåßíåé ìéá
ðñùôüôõðç áíáäñïìéêÞ ìÝèïäï ãéá ôç ëýóç ôçò åîßóù-
óçò ôçò ôñé÷ïôüìçóçò ãùíßáò, äçë. ôçò êõâéêÞò
åîßóùóçò ôçò ìïñöÞò x3 + q = px, üðïõ x=çì ö, p=3/4,
q=(1/4)çì 3ö. Ç ìÝèïäïò ôïõ áë-Êáóß ìáò åßíáé ìáò
åßíáé ãíùóôÞ áðü ôçí «Ðñáãìáôåßá» ôïõ áë-Ñïõìß
(14ïò-15ïò áé.) êáé ôá ó÷üëéá ôïõ Ìéñßô Ôóåëåìðß
óôïõò áóôñïíïìéêïýò ðßíáêåò ôïõ Ïýëïõãêìðåê.
Óôá ôÝëç ôïõ 16ïõ áé. ï Ö. ÂéÝô óôï «ÓõìðëÞñùìá ôçò
Ãåùìåôñßáò» áðÝäåéîå üôé ç ëýóç ïðïéáóäÞðïôå êõ-
âéêÞò åîßóùóçò ïäçãåß åßôå óå íåýóç åßôå óå ôñé-
÷ïôüìçóç ãùíßáò, êáé ìå ôç âïÞèåéá ôñéãùíïìåôñéêþí
ìÝóùí âñÞêå ôç ëýóç ôçò êõâéêÞò åîßóùóçò óôç
ëåãüìåíç «ìç áíáãþãéìç» ðåñßðôùóç (ï üñïò áõôüò
åéóÞ÷èçêå áðü ôïí ÊáñíôÜíï ãéá íá õðïäçëþóåé ôçí
ðåñßðôùóç ðïõ ç êõâéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ôñåéò ðñáãìá-
ôéêÝò ëýóåéò ðïõ åìöáíßæïíôáé ùò Üèñïéóìá Þ äéáöïñÜ
ôùí áñéèìþí ðïõ óÞìåñá ïíïìÜæïõìå ìéãáäéêïýò). Ï
ÂéÝô ãíþñéæå åðßóçò ôéò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ
áíôéóôïé÷ïýí óôç äéáßñåóç ãùíßáò ü÷é ìüíï óå ôñßá,
áëëÜ êáé óå ðÝíôå Þ åðôÜ ßóá ìÝñç. Ðñþôïò ï ÍôåêÜñô
ôï 1637 åîÝöñáóå ôç ãíþìç üôé ï êáíüíáò êáé ï äéá-
âÞôçò åßíáé áíåðáñêÞ ãéá ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò

áõôïý óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç. ¼ìùò ïëïêëçñùìÝíç
áðüäåéîç ôçò õðüèåóçò ôïõ ÍôåêÜñô äüèçêå ìüíïí ôï
1837 áðü ôïí Ð. ÂÜíôóåë.
Ï ôåôñáãùíéóìüò ôïõ êýêëïõ. Ôï ðñüâëçìá ôïõ ôå-
ôñáãùíéóìïý ôïõ êýêëïõ óõíßóôáôáé óôçí êáôáóêåõÞ
ôåôñáãþíïõ éóïäýíáìïõ ìå äåäïìÝíï êýêëï. Áí ôï
ðñüâëçìá ôïõ äéðëáóéáóìïý ôïõ êýâïõ êáé ôçò
ôñé÷ïôüìçóçò ãùíßáò áíÜãåôáé óå ðñüâëçìá ëýóçò
êõâéêÞò åîßóùóçò, ôï ðñüâëçìá ôïõ ôåôñáãùíéóìïý
ôïõ êýêëïõ áíÜãåôáé óôçí êáôáóêåõÞ åíüò ôìÞìáôïò
ßóïõ ìå ð. Ï ÉððïêñÜôçò ï ×ßïò ðñïóðÜèçóå íá ëýóåé
ôï ðñüâëçìá áõôü ìå ôïí ôåôñáãùíéóìü ìçíßóêùí. Ï
ÉððïêñÜôçò âñÞêå ôñßá
åßäç ôÝôïéùí ìçíßóêùí.
¸íáò áðü áõôïýò åßíáé ï
ìçíßóêïò ðïõ ðåñéêëåß-
åôáé áðü ôï ôåôáñôïêý-
êëéï ÂÁÃ

C
êáé ôïõ çìéêõ-

êëßïõ ìå äéÜìåôñï ôç
÷ïñäÞ ÁÃ (ó÷. 3). Ôï
åìâáäüí ôïõ ìçíßóêïõ
áõôïý åßíáé ßóï ìå ôï
åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ
ABÃ. Ç éóôïñßá ôùí ìçíßóêùí åßíáé áñêåôÜ ìåãÜëç. Ôï
1840 ï ÊëÜïõæåí âñÞêå Üëëïõò äýï ìçíßóêïõò, áëëÜ
ôï 1930-40 ïé Ñþóïé ìáèçìáôéêïß Í.Ã. Ôóåìðïôáñéüö
êáé ï Á.Â. Íôïñïíôíüö, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ìåèüäïõò
ôçò èåùñßáò ÃêáëïõÜ, áðÝäåéîáí üôé õðÜñ÷ïõí ðÝíôå
åßäç ìçíßóêùí áëëÜ êáíÝíáò äåí ôåôñáãùíßæåé ôïí
êýêëï.
Ï ôåôñáãùíéóìüò ôïõ êýêëïõ åßíáé óõíõöáóìÝíïò ìå
ôçí áñéèìçôéêÞ öýóç ôïõ áñéèìïý ð. Âáóéæüìåíïò óôç
èåùñßá ôùí áíáëïãéþí ôïõ Åõäüîïõ êáé êÜíïíôáò ÷ñÞ-
óç ôçò ìåèüäïõ ôçò åîÜíôëçóçò ï Áñ÷éìÞäçò óôï Ýñãï
ôïõ «Êýêëïõ ìÝôñçóç» áðïäåéêíýåé üôé ôï åìâáäüí
êýêëïõ åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï åìâáäüí ïñèïãþíéïõ
ôñéãþíïõ, ç ìßá êÜèåôïò ôïõ ïðïßïõ åßíáé ç áêôßíá ôçò
ðåñéöÝñåéáò êáé ç Üëëç ôï ìÞêïò ôçò ðåñéöÝñåéáò.
Áõôü äßíåé ôç äõíáôüôçôá íá áíá÷èåß ôï ðñüâëçìá ôïõ
ôåôñáãùíéóìïý ôïõ êýêëïõ óôçí åýñåóç ôïõ ìÞêïõò
ôçò ðåñéöÝñåéáò. Óôá ôÝëç ôïõ 18ïõ áé. ï É. ËÜìðåñô
êáé ï Á. ËåæÜíôñ áðÝäåéîáí üôé ï ð åßíáé Üññçôïò.
Ìüëéò ï 1882 ï Ëßíôåìáí (K.L.F. von Lindemann) êáé
ï Ó. Åñìßô (Charles Hermite, 1822-1901) áðÝäåéîáí üôé
ï áñéèìüò ð åßíáé õðåñâáôéêüò, äçë. äåí éêáíïðïéåß
êáìéÜ áëãåâñéêÞ åîßóùóç ìå áêÝñáéïõò óõíôåëåóôÝò.
ÊáôÜ óõíÝðåéá, ôï ðñüâëçìá ôïõ ôåôñáãùíéóìïý ôïõ
êýêëïõ äåí ìðïñåß íá áíá÷èåß óå áëãåâñéêÞ åîßóùóç.
Ôï èåþñçìá ôïõ Ëßíôåìáí áðïäåéêíýåé ôç ìç
åðéëõóéìüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôïõ ôåôñáãùíéóìïý
ôïõ êýêëïõ ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç.

Ó÷. 2

Ó÷. 3 
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ÌÝôñçóç Êýêëïõ

� ¼ëåò ïé ðëåõñÝò êáé ïé ãùíßåò ôïõ ßóåò.
� ÅããñÜøéìï êáé ðåñéãñÜøéìï óå êýêëï

� á2
v + }

ë

4

2
v

} = R2 , Åí = }
1

2
} Pváv, Ñv= íëí

� ùí= }
18

v

0°
}, öí= 180° � }

36

v

0°
}

� ÊáíïíéêÜ ðïëýãùíá ìå ôï ßäéï ðëÞèïò ðëåõñþí 
ÊáíïíéêÜ åßíáé üìïéá
ðïëýãùíá 

�

� ÌÞêïò êýêëïõ: L=2ðR

� ÌÞêïò ôüîïõ: l = }
ð

1

R

80

ì
} = áR

Êýêëïò
� Åìâáäüí êõêëéêïý äßóêïõ: Å=ðR2

� Åìâáäüí êõêëéêïý ôïìÝá: (ÏÁ
C

Â) = }
ð

3

R

6

2

0

ì
} = }

1

2
} áR2

í 3 4 6

ëí R 3 R 2 R
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R 2
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«Äéáëïãéæüìåíïò ÄÜóêáëïò» Ì. Ãêáôæþíçò
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