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EÌÂÁÄÁ

ÁóêÞóåéò AðïäåéêôéêÝò
1. Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé âã = áõá íá áðïäåßîåôå

üôé Á^ = 1z.
2. Áí Å ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ìå ðëåõñÝò á,
â, ã, íá áðïäåßîåôå üôé:
i) Å<ô(ô � á) Û A < 1z,

ii) Å = ô(ô � á) Û A = 1z,

iii) Å>ô(ô � á) Û A > 1z.
3. Áí äõï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ åßíáé åããåãñáììÝ-
íá óôïí ßäéï êýêëï íá áðïäåßîåôå üôé
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4. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á^ Þ 1z öÝñïõìå ôá ýøç ÂÆ êáé

ÃÇ. Íá áðïäåßîåôå üôé (ÁÆÇ)=(ÁÂÃ)óõí2Á.
5. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ íá áðïäåßîåôå üôé: 
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Óýíèåôá èÝìáôá
1. i) Äßíåôáé ãùíßá xO^ y êáé óôáèåñü óçìåßï Ê óôï
åóùôåñéêü áõôÞò. Áðü ôï Ê öÝñïõìå ìåôáâëçôÞ åõèåßá
å ðïõ ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò Ïx, Ïy óôá óçìåßá Ì, Í áíôß-
óôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï Üèñïéóìá

}
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N)
} åßíáé óôáèåñü.

ii) Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ, óçìåßï Ê óôï åóùôåñéêü
ôïõ êáé ôá ôìÞìáôá ÁÁ´, ÂÂ´ êáé ÃÃ´ ðïõ äéÝñ÷ïíôáé
áðü ôï Ê. Áí E1,E2,...,E6 åßíáé áíôßóôïé÷á ôá åìâáäÜ

ôùí ôñéãþíùí ÁÊÃ´, ÂÊÃ´, ÂÁ´Ê, ÃÊÁ´, ÃÊÂ´ êáé
ÁÊÂ´, íá áðïäåßîåôå üôé:

}
Å

1

1

} + }
Å

1

3

} + }
Å

1

5

} = }
Å

1

2

} + }
Å

1

4

} + }
Å

1

6

} .

2. Áí ñá , ñâ , ñã åßíáé ïé áêôßíåò ôùí ðáñåããåãñáììÝ-

íùí êýêëùí ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé

(ÁÂÃ) = (ô � á)ñá = (ô � â)ñâ = (ô � ã)ñã .

3. ¸óôù ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åããñÜøéìï óå êýêëï. Áí
èÝóïõìå ÁÂ = á, ÂÃ = â, ÃÄ = ã êáé ÄÁ = ä íá áðï-

äåßîåôå üôé }
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Ã
} = }
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} (2ï Èåþñçìá Ðôïëåìáßïõ).

Åìâáäüí êáé ïìïéüôçôá

10.5 Ëüãïò åìâáäþí üìïéùí ôñéãþíùí -
ðïëõãþíùí

Áò èåùñÞóïõìå äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ ìå åìâáäÜ Å êáé

Å´ áíôßóôïé÷á. Ôüôå åßíáé Å = }
1

2
}áõá êáé Å¢ = }

1

2
}á¢õá¢, ïðüôå 
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} . Áðü ôçí éóüôçôá áõôÞ ðñïêýðôåé Üìåóá üôé:

d Áí á = á´, ôüôå }
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¢
} = }

õ

õ
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¢
} (ó÷.19á).

d Áí õá = õá´, ôüôå }
Å

Å

¢
} = }

á

á

¢
} (ó÷.19â).

ÄçëáäÞ: áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ßóåò âÜóåéò, ôüôå ï ëüãïò
ôùí åìâáäþí ôïõò éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôùí áíôßóôïé÷ùí
õøþí, åíþ áí Ý÷ïõí ßóá ýøç, ôüôå ï ëüãïò ôùí åìâáäþí
ôïõò éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôùí áíôßóôïé÷ùí âÜóåùí.
Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ åßíáé üìïéá,
éó÷ýåé ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Ó÷Þìá 19
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Áðüäåéîç
¸óôù äýï üìïéá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ (ó÷. 20) ìå 

Á^ = Á^¢ êáé   Â
^

= Â
^ ¢.
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¢
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¢
} = ë   (1), üðïõ ë ï ëüãïò ïìïéüôçôáò. ÁëëÜ,

üðùò êáé ðáñáðÜíù, åßíáé }
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} (2).

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé }
Å

Å

¢
} = ë2.

Ôï ðáñáðÜíù óõìðÝñáóìá éó÷ýåé ãåíéêüôåñá êáé ãéá üìïéá
ðïëýãùíá, üðùò ìáò âåâáéþíåé ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
Áò èåùñÞóïõìå äõï üìïéá ðïëýãùíá ð.÷. ôá ðåíôÜãùíá
ÁÂÃÄÅ êáé Á´Â´Ã´Ä´Å´ (ó÷. 21) ìå ëüãï ïìïéüôçôáò:
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ÖÝñïõìå ôéò äéáãùíßïõò ôùí ðïëõãþíùí áðü ôéò êïñõöÝò Á
êáé Á´, ïðüôå áõôÜ ÷ùñßæïíôáé óå éóÜñéèìá ôñßãùíá üìïéá ìå-
ôáîý ôïõò.
Áí Å1, Å2, Å3 êáé Å¢1, Å¢2, Å¢3 åßíáé ôá åìâáäÜ ôùí áíôßóôïé-

÷ùí ôñéãþíùí, óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá êáé ôç
ó÷Ýóç (1), èá Ý÷ïõìå:
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äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï.

(ÁÂÃÄÅ)
}}
(Á¢Â¢Ã¢Ä¢Å¢)

Å1 + Å2 + Å3}}
Å¢1 + Å¢2 + Å¢3

222

ÊÅÖÁËÁÉÏ 10

Áí äõï ôñßãùíá åßíáé üìïéá ôüôå ï ëüãïò ôùí åìâáäþí
ôïõò éóïýôáé ìå ôï ôåôñÜãùíï ôïõ ëüãïõ ïìïéüôçôáò.

Èåþñçìá I

Ï ëüãïò ôùí åìâáäþí äýï üìïéùí ðïëõãþíùí åßíáé
ßóïò ìå ôï ôåôñÜãùíï ôïõ ëüãïõ ïìïéüôçôÜò ôïõò.

Èåþñçìá II

Ó÷Þìá 20
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Ãéá ôï ëüãï ôùí åìâáäþí ôñéãþíùí ìå äýï ãùíßåò ßóåò Þ
ðáñáðëçñùìáôéêÝò éó÷ýåé ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ ìå Á^ = Á^¢ (ó÷.22 á,â)
Þ Á^ + Á^¢ = 180° (ó÷.22 á,ã). Ôüôå êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò èá
éó÷ýåé çìÁ = çìÁ´, ïðüôå áðü ôéò éóüôçôåò
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1

2
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} â¢ ? ã¢çìÁ¢

ìå äéáßñåóç êáôÜ ìÝëç ðñïêýðôåé üôé  }
Å
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¢
} = }

â

â

¢ ?

?
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¢
} , ðïõ åßíáé

ôï æçôïýìåíï.
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EÌÂÁÄÁ

Áí ìßá ãùíßá åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ßóç Þ ðáñáðëçñùìá-
ôéêÞ ìå ìéá ãùíßá åíüò Üëëïõ ôñéãþíïõ, ôüôå ï ëüãïò
ôùí åìâáäþí ôùí äýï ôñéãþíùí åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï
ôùí ãéíïìÝíùí ôùí ðëåõñþí ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôéò ãùíßåò
áõôÝò.

Èåþñçìá III

Ó÷Þìá 22

ÅÖÁÑÌÏÃH 1ç

Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé åõèåßá å ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á
êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ðëåõñÜ ÂÃ. Áí Ì óçìåßï
ôçò å, íá áðïäåßîåôå üôé (ÌÂÃ) = (ÁÂÃ).
Áðüäåéîç
ÖÝñïõìå ôá ýøç ÁÄ êáé ÌÆ ôùí ôñéãþíùí ÁÂÃ êáé ÌÂÃ
áíôßóôïé÷á. ÅðåéäÞ ç å åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÂÃ, ðñï-
êýðôåé üôé ÁÄ = ÌÆ êáé åðïìÝíùò ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÌÂÃ
åßíáé éóåìâáäéêÜ, åðåéäÞ Ý÷ïõí êïéíÞ âÜóç ÂÃ êáé ßóá ýøç.

ÅÖÁÑÌÏÃH 2ç

Èåùñïýìå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå âÜóåéò ÂÃ êáé ÁÄ êáé Ýóôù
Ï ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äéáãùíßùí ôïõ. Íá áðïäåßîåôå üôé:

(i) (ÏÁÂ) = (ÏÃÄ), (ii) }
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Ä
} .

Ó÷Þìá 23
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 10

Áðüäåéîç
(i) Eßíáé (ÏÁÂ) = (ÂÁÄ) � (ÏÁÄ) = (ÁÃÄ) � (ÏÁÄ) = (ÏÃÄ).

(ii) Ôá ôñßãùíá ÏÁÄ êáé ÏÂÃ åßíáé üìïéá (Ï^1 = Ï^2, Ã^1 = Á^1) ìå ëüãï ïìïéüôçôáò }
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(iii) Ôá ôñßãùíá ÏÁÂ êáé ÏÂÃ Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ Â êáé êïéíü ôï ýøïò áðü áõôÞí, åðï-
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AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Äõï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ Ý÷ïõí õâ = õâ¢ êáé
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}. Ôüôå ï ëüãïò }
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}

Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-
ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

2. Äõï ñüìâïé ÁÂÃÄ êáé Á¢Â¢Ã¢Ä¢ Ý÷ïõí Á^ = Á^¢ êáé 
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}. Íá õðïëïãéóèåß ï ëüãïò }

(Á
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)

¢)
}. 

3. ¸íá éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) åßíáé éóï-
äýíáìï ìå Ýíá ôñßãùíï Á¢Â¢Ã¢ ðïõ Ý÷åé Á¢Â¢?Á¢Ã ¢ = 36.
Áí åßíáé Á + Á¢ =2z, ðïéï åßíáé ôï ìÞêïò ôùí ßóùí
ðëåõñþí ôïõ éóïóêåëïýò;

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Äõï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ Ý÷ïõí á = á¢ êáé 

õá = }
3

2
} õá¢. Áí ôï åìâáäüí ôïõ ÁÂÃ åßíáé 30m2, íá âñåß-

ôå ôï åìâáäüí ôïõ Á¢Â¢Ã ¢.
2. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ìå åìâáäüí 20m2.
Áí Ì óçìåßï óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÁÂ ôÝôïéï þóôå 
ÁÂ = 2ÂÌ, íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ÌÂÃ.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá óçìåßá Ä êáé Æ ôùí
ðñïåêôÜóåùí ôùí ÂÁ êáé ÃÁ áíôßóôïé÷á, ðñïò ôï Á,

þóôå ÁÄ = }
2

3
} ÁÂ êáé ÁÆ = }

1

2
} ÁÃ. Áí ôï åìâáäüí ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé 30m2, íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ
ÁÄÆ.

4. ¸íá ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷åé åìâáäüí 75m2. ¸óôù Ä óç-
ìåßï ôçò ðëåõñÜò ÂÃ êáé Ì óçìåßï ôïõ ÁÄ ôÝôïéï, þóôå

}
Á

Ì

Ì

Ä
} = }

3

2
}. Áðü ôï Ì öÝñïõìå ðáñÜëëçëï ðñïò ôçí

ðëåõñÜ ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ óôá Å êáé Æ áíôß-
óôïé÷á. Íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ ôñáðåæßïõ ÂÅÆÃ.

5. Äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ Ý÷ïõí Á^ = Á^¢ êáé 

Â^ + Â^¢ = 2z. Íá áðïäåßîåôå üôé áâ¢ = á¢â. 

AðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé åóùôåñéêü ôïõ óçìåßï Ñ.
Áí ïé ÁÑ, ÂÑ êáé ÃÑ ôÝìíïõí ôéò ÂÃ, ÁÃ êáé ÁÂ óôá Ä,
Å, Æ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé: 

i) }
Ñ

Á

Ä

Ä
} = }

(

(

Â

Á

Ñ

Â

Ã

Ã

)

)
} , ii) }

Ñ

Á

Ä

Ä
} + }

Ñ

Â

Å

Å
} + }

Ñ

ÃÆ

Æ
} = 1 êáé

iii) }
Ñ

Á

Á

Ä
} + }

Ñ

Â

Â

Å
} + }

Ñ

ÃÆ

Ã
} = 2.

2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â^, Ã^ < 1z êáé ôï ýøïò ôïõ
ÁÄ. Óôï çìéåðßðåäï (ÂÃ, Á) öÝñïõìå Âx^ÂÃ êáé
Ãy^ÂÃ. ÐÜíù óôéò Âx, Ãy ðáßñíïõìå áíôßóôïé÷á ôá óç-
ìåßá Å êáé Æ, þóôå íá åßíáé ÂÅ = ÃÆ = 2ÁÄ. Áí Ì, Í
åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå
üôé 

(ÅÂÌ)+(ÆÃÍ)=2(ÁÂÃ).

3. Äßíåôáé êýêëïò êÝíôñïõ Ï êáé äõï êÜèåôåò ÷ïñäÝò
ÁÂ êáé ÃÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé (ÂÏÄ) = (ÁÏÃ).
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EÌÂÁÄÁ

Ôï ðñüâëçìá ôïõ ôåôñáãùíéóìïý
êõñôïý ðïëõãþíïõ

10.6 Ìåôáó÷çìáôéóìüò ðïëõãþíïõ 
óå éóïäýíáìü ôïõ

Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò, ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ åìâáäïý åíüò
åõèýãñáììïõ ó÷Þìáôïò åðéäéþêïõìå ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü óå
Ýíá éóïäýíáìï ôåôñÜãùíï. Ç êáôáóêåõÞ åíüò ôåôñáãþíïõ
éóïäýíáìïõ ìå Ýíá ðïëýãùíï ëÝãåôáé ôåôñáãùíéóìüò áõôïý.
Ç ëýóç ôùí åðüìåíùí äýï ðñïâëçìÜôùí áðïôåëåß ôç ìÝèïäï
êáôáóêåõÞò ôïõ éóïäýíáìïõ ôåôñáãþíïõ.

4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ. Åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ôç
ÂÃ, ôÝìíåé ôçí ÁÂ óôï Ä êáé ôçí ÁÃ óôï Å. Íá áðïäåß-

îåôå üôé (ÁÂÄ)2 = (ÁÄÅ)(ÁÂÃ).

5. ÐÜíù óôéò ðëåõñÝò êõñôïý ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ êá-
ôáóêåõÜæïõìå åîùôåñéêÜ áõôïý ôá ôåôñÜãùíá ÁÂÅÆ,
ÂÃÇÈ, ÃÄÉÊ êáé ÁÄËÌ. Íá áðïäåßîåôå üôé

(ÁÌÆ) +(ÃÇÊ) = (ÂÈÅ) + (ÄÉË).

6. Èåùñïýìå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 1z) êáé
ôñßá ðïëýãùíá P1, Ñ2 êáé Ñ3 üìïéá ìåôáîý ôïõò, ðïõ

Ý÷ïõí ùò ïìüëïãåò ðëåõñÝò ôéò ÂÃ, ÃÁ êáé ÁÂ áíôß-
óôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé (P2)+(P3)=(P1), üðïõ (P1),

(P2) êáé (P3) ôá åìâáäÜ ôïõò.

Óýíèåôá èÝìáôá

1. Èåùñïýìå ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé Ýóôù Ï ôï óçìåßï
ôïìÞò ôùí äéáãùíßùí ôïõ. Áí Å1, Å2, Å3 êáé Å4 åßíáé

ôá åìâáäÜ ôùí ôñéãþíùí ÁÏÂ, ÂÏÃ, ÃÏÄ êáé ÄÏÁ
áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé Å1 ? Å3 = Å2 ? Å4 . Áí

õðïèÝóïõìå üôé ç ÁÄ åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÂÃ, ôüôå
íá áðïäåßîåôå üôé

i) Å1 = Å3 ,   (ii) Å1
2 = Å2 ? Å4 ,

iii) Å1 # }
1

4
} Å , üðïõ Å = (ÁÂÃÄ).

2. Áðü åóùôåñéêü óçìåßï Ó ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå
ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò ðëåõñÝò ôïõ. Áí Å1, Å2, Å3 åßíáé

ôá åìâáäÜ ôùí ôñéþí ôñéãþíùí ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé íá
áðïäåßîåôå üôé 
i) êáèÝíá áðü ôá ôñßãùíá åìâáäþí Å1, Å2, Å3 åßíáé

üìïéï ìå ôï ÁÂÃ,

ii) ÏÅw1w + ÏÅw2w + ÏÅw3w + = ÏÅw, üðïõ Å = (ÁÂÃ).

3. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôéò äé÷ïôüìïõò ÁÄ, ÂÅ êáé
ÃÆ. Íá áðïäåßîåôå üôé

i) (ÄÅÆ) = , 

ii) (ÄÅÆ) # }
1

4
}(ÁÂÃ).

4. Äßíåôáé ôï ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßá Ê,Ë ôùí ðëåõñþí
ÁÂ,ÁÃ áíôßóôïé÷á. Áðü ôá Ê,Ë íá öÝñåôå äýï åõèåßåò
ðïõ íá ÷ùñßæïõí ôï ôñßãùíï óå ôñßá éóïäýíáìá ìÝñç.

2áâã
}}}
(á + â)(â + ã) (ã + á) (ÁÂÃ)
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