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10.4  ¢ëëïé ôýðïé ãéá ôï åìâáäüí ôñéãþíïõ

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ âáóéêïý ôýðïõ ãéá ôï åìâáäüí åíüò ôñéãþ-
íïõ ÁÂÃ, ìå ìÞêç ðëåõñþí á, â, ã, ðñïêýðôïõí êáé ïé åðüìå-
íïé ôýðïé:

(i) (ôýðïò ôïõ ¹ñùíá),

üðïõ ô ç çìéðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþíïõ.

(ii) , üðïõ ñ ç áêôßíá ôïõ åããåãñáììÝíïõ
êýêëïõ ôïõ ôñéãþíïõ. 

(iii) , üðïõ R ç áêôßíá ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ 

êýêëïõ ôïõ ôñéãþíïõ.

Áðüäåéîç
(i) Óôçí § 9.4 (EöáñìïãÞ 2) áðïäåßîáìå üôé 

õá = }
á

2
} Ïô(wôw�w áw)(wôw�w âw)w(ôw �w ãw)w, ïðüôå Ý÷ïõìå: 

Å = }}
á

4

â

R

ã
}}

Å 55 ôñ

Å 55 ÏÏô(wwôww22ww áww)(wwôww22ww âww)(wwôww22ww ãww)ww

ðëåõñÝò ôïõ åðß ôçí áðüóôáóç ôïõ ìÝóïõ ôçò Üëëçò áðü
áõôÞ.
6. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ = 1, ÁÃ = 2 êáé

Á^=120°. Ìå ðëåõñÝò ôéò ÁÂ êáé ÁÃ êáôáóêåõÜæïõìå
åîùôåñéêÜ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ôá ôåôñÜãùíá ÁÂÄÃ êáé
ÁÃÆÈ áíôßóôïé÷á. Ôüôå:
i) íá õðïëïãßóåôå ôï ôìÞìá ÅÈ,
ii) íá áðïäåßîåôå üôé ôá Ä, Å, È åßíáé óõíåõèåéáêÜ êáé
iii) íá áðïäåßîåôå üôé ôï åìâáäüí ôçò ðïëõãùíéêÞò åðé-
öÜíåéáò ÂÃÆÈÅÄ åßíáé 5 + Ï3w.
7. Áí ù åßíáé ç ãùíßá ôùí äéáãùíßùí ÁÃ êáé ÂÄ êõñ-
ôïý ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ, íá áðïäåßîåôå üôé 

(ÁÂÃÄ) = }
1

2
} ÁÃ ? ÂÄ ? çìù.

8. Ï éäéïêôÞôçò åíüò ïéêïðÝäïõ ó÷Þìáôïò ïñèïãùíßïõ,
ôïõ ïðïßïõ ôï ìÞêïò åßíáé êáôÜ 18 m ìåãáëýôåñï ôïõ
ðëÜôïõò, èÝëåé íá ó÷çìáôßóåé ãýñù áðü ôï ïéêüðåäï êáé
åîùôåñéêÜ áõôïý ìéá äåíäñïóôïé÷ßá ðëÜôïõò 2,5 m.
¸ôóé áíáãêÜæåôáé íá áãïñÜóåé áðü ôïõò ãåßôïíÝò ôïõ

695 m2. Ná âñåèïýí ïé äéáóôÜóåéò ôïõ ïéêïðÝäïõ.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Èåùñïýìå êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ. Óôéò ðñï-
åêôÜóåéò ôùí çìéåõèåéþí ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÄÁ ðáßñíïõìå
áíôßóôïé÷á ôá óçìåßá Æ, Ç, È êáé É, þóôå ÂÆ =ÁÂ,

ÃÇ=ÂÃ, ÄÈ=ÃÄ êáé ÁÉ=ÁÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) (ÉÈÁ) = (ÁÈÄ) = (ÁÃÄ),
ii) (ÉÈÄ) + (ÆÇÂ) = 2(ÁÂÃÄ) êáé
iii) (ÉÆÇÈ) = 5(ÁÂÃÄ).
2. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ðáßñíïõìå ôï ìÝóï Ì ôçò äéáìÝóïõ
ÁÄ, ôï ìÝóï Í ôïõ ÃÌ êáé ôï ìÝóï Ñ ôïõ ÂÍ. Íá áðï-

äåßîåôå üôé (ÌÍÑ) = }
1

8
} (ÁÂÃ). 

3. Óôéò ðëåõñÝò ÂÃ êáé ÃÄ ôåôñáãþíïõ ÁÂÃÄ ðëåõñÜò
á ðáßñíïõìå ôá óçìåßá Æ êáé Ç áíôßóôïé÷á, þóôå 

ÆÃ = ÇÄ = }
á

4
}.

i) Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôìÞìáôá ÁÆ êáé ÂÇ ôÝìíïíôáé
êÜèåôá óå óçìåßï Ê.
ii) Íá õðïëïãéóèïýí ôá ìÞêç ôùí ôìçìÜôùí: ÁÊ, ÁÇ
êáé ÊÇ.
iii) Íá õðïëïãéóèåß ôï åìâáäüí ôïõ ôåôñáðëåýñïõ
ÁÊÇÄ.
4. Èåùñïýìå ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé óçìåßï Ï
óôï åóùôåñéêü ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) (ÏÁÂ) + (ÏÃÄ) = (ÁÂÃ) êáé
ii) (ÏÁÃ) + (ÏÂÃ) = (ÏÃÄ).
5. Áí ÁÂÃÄ êáé ÊËÌÍ åßíáé  ñüìâïò ðëåõñÜò á êáé
ôåôñÜãùíï ðëåõñÜò á áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé
(ÁÂÃÄ) # (ÊËÌÍ).
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Å 5 }
1

2
} áõá 5 }

1

2
} á }

á

2
} Ïô(wôw2w áw)(wôw2w âw)(wôw2w ãw)w 5

5 Ïô(wôw2w áw)(wôw2w âw)(wôw2w ãw)w   .

(ii) ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ (ó÷. 16) êáé ï åããåãñáììÝíïò êýêëïò
ôïõ (É, ñ). ÖÝñïõìå ôá ôìÞìáôá ÉÁ, ÉÂ êáé ÉÃ êáé Ýôóé ôï ôñß-
ãùíï ÷ùñßæåôáé óôá ôñßãùíá ÉÂÃ, ÉÃÁ êáé ÉÁÂ ðïõ Ý÷ïõí ôï
ßäéï ýøïò ñ êáé äåí Ý÷ïõí êïéíÜ åóùôåñéêÜ óçìåßá, ïðüôå
Ý÷ïõìå:

Å 5 (ÁÂÃ) 5 (ÉÂÃ) 1 (ÉÃÁ) 1 (ÉÁÂ)

= }
1

2
} áñ + }

1

2
} âñ + }

1

2
} ãñ = }

1

2
} (á + â + ã)ñ = }

1

2
} 2ôñ = ôñ.

(iii) Åßíáé ãíùóôü üôé âã = 2Rõá (ÅöáñìïãÞ 5 §8.2), ïðüôå Ý-

÷ïõìå üôé õá = }
2

â

R

ã
} êáé ìå áíôéêáôÜóôáóç óôïí ôýðï E = }

1

2
} áõá

ðñïêýðôåé ôï æçôïýìåíï.
ÔÝëïò, ôï åìâáäüí Å åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ äßíåôáé êáé áðü ôïí
(ôñéãùíïìåôñéêü) ôýðï: 

.

Áðüäåéîç
Áí Á^ <1z, áðü ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÄÂÁ (ó÷.17á) ðñïêýðôåé
üôé õâ=ã×çìÁ. 

Áí Á^ >1z, ðÜëé áðü ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÄÂÁ (ó÷. 17â) ðñï-
êýðôåé üôé:

õâ = ã ? çìÁåî = ã ? çì(180° � Á) = ã ? çìÁ.

¸ôóé êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõìå  õâ=ã×çìÁ ïðüôå 

.

¼ôáí Á^ = 1z, ôüôå õâ = ã, åðïìÝíùò ðÜëé ï ôýðïò éó÷ýåé.

¼ìïéá áðïäåéêíýïíôáé êáé ïé õðüëïéðïé ôýðïé.

Å = }}
1

2
}} âõâ = }}

1

2
}} âã ?? çìÁ

Å = }}
1

2
}} âãçìÁ = }}

1

2
}} ãáçìÂ = }}

1

2
}} áâçìÃ

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ:
¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé ï ôý-
ðïò (2) éó÷ýåé ãéá ïðïéïäÞðïôå
ðåñéãåãñáììÝíï óå êýêëï  ðïëý-
ãùíï ìå çìéðåñßìåôñï ô.

Ó÷Þìá 16

Ó÷Þìá 17

ÅÖÁÑÌÏÃH 1ç   Íüìïò ôùí çìéôüíùí

Óå êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ íá áðïäåé÷èåß üôé:  }
çì

á

Á
} = }

çì

â

Â
} = }

çì

ã

Ã
} = 2R.

Áðüäåéîç

Áðü ôéò éóüôçôåò Å = }
1

2
} âãçìÁ êáé  Å = }

á

4

â

R

ã
} ðñïêýðôåé üôé }

1

2
}âãçìÁ = }

á

4

â

R

ã
}
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Þ   çìÁ = }
2

á

R
} Þ   }

çì

á

Á
} = 2R.  ¼ìïéá ðñïêýðôåé }

çì

â

Â
} = 2R , }

çì

ã

Ã
} = 2R, áðü ôéò ïðïßåò

óõìðåñáßíïõìå ôï æçôïýìåíï.

ÅÖÁÑÌÏÃH 2ç

Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå á = 13, â = 14 êáé ã = 15 (ó÷.18). Íá
õðïëïãßóåôå:
(i) ôï åìâáäüí ôïõ,
(ii) ôá ýøç ôïõ,
(iii) ôéò áêôßíåò ôïõ åããåãñáììÝíïõ êáé ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ
êýêëïõ,
(iv) ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ìå êïñõöÝò ôá ìÝóá ôùí ðëåõ-
ñþí ôïõ ÁÂÃ.
Ëýóç

(i) ¸÷ïõìå ô = }
1

2
} (á + â + ã) = 21 ïðüôå ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí äåäïìÝíùí óôïí ôýðï ôïõ 

¹ñùíá ðáßñíïõìå:
Å = Ïô(wôw�w áw)(wôw�w âw)(wôw�w ãw)w = Ï2w1w ?w 8w ?w 7w ?w 6w = 84.

(ii) ¸÷ïõìå Å = }
1

2
} áõá Þ 84 = }

1

2
} 13õá Þ õá = }

1

1

6

3

8
}.  ¼ìïéá âñßóêïõìå üôé 

õâ=12 êáé õã = }
5

5

6
}.

(iii) Áðü ôïõò ôýðïõò E = ô ? ñ êáé Å = }
á

4

â

R

ã
} ðñïêýðôïõí áíôßóôïé÷á üôé ñ = 4 êáé R = }

6

8

5
}.

(iv) ¸÷ïõìå ÌË = }
1

2

3
} , ÌÊ = 7, êáé ÊË = }

1

2

5
}, ïðüôå áðü ôïí ôýðï ôïõ ¹ñùíá ðñïêýðôåé

ðÜëé üôé (ÊËÌ) = 21.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò

1. Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ôýðïõ Å = }
1

2
} âã ?çìÁ íá áðïäåß-

îåôå üôé Å # }
1

2
} âã. Ðüôå éó÷ýåé ç éóüôçôá;

2. Óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé (ÁÂÃ)=9 êáé ñ = 1,5.
Ðïéá åßíáé ç ðåñßìåôñüò ôïõ;
3. Ðïéïé åßíáé ïé ôýðïé õðïëïãéóìïý ôïõ åìâáäïý åíüò

ôñéãþíïõ;

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óå ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ åßíáé ÁÂ = 18,ÂÃ = 20
êáé ÁÃ = 34. Íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ.
2. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÄ//ÂÃ) ìå ÂÃ = 25, ÁÄ =
11, ÁÂ = 13 êáé ÄÃ = 15. Íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ
êáé ôï ýøïò ôïõ.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ = 4, ÁÃ = 7 êáé 

Á^ = 60°. Íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ.
4. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 1z) ìå 
ÁÂ = 6 êáé ÁÃ = 8. Íá âñåßôå: 
i) ôï åìâáäüí,
ii) ôï ýøïò õá ,
iii) ôçí áêôßíá ñ ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ. 

Ó÷Þìá 18
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ÁóêÞóåéò AðïäåéêôéêÝò
1. Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé âã = áõá íá áðïäåßîåôå

üôé Á^ = 1z.
2. Áí Å ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ìå ðëåõñÝò á,
â, ã, íá áðïäåßîåôå üôé:
i) Å<ô(ô � á) Û A < 1z,

ii) Å = ô(ô � á) Û A = 1z,

iii) Å>ô(ô � á) Û A > 1z.
3. Áí äõï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ åßíáé åããåãñáììÝ-
íá óôïí ßäéï êýêëï íá áðïäåßîåôå üôé

}
(Á

(A

¢Â
B

¢
Ã

Ã

)

¢)
} = }

á

á

¢â
â

¢
ã

ã¢
} .

4. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á^ Þ 1z öÝñïõìå ôá ýøç ÂÆ êáé

ÃÇ. Íá áðïäåßîåôå üôé (ÁÆÇ)=(ÁÂÃ)óõí2Á.
5. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ íá áðïäåßîåôå üôé: 

}
õ

1

á

} + }
õ

1

â

} + }
õ

1

ã

} = }
1

ñ
} .

Óýíèåôá èÝìáôá
1. i) Äßíåôáé ãùíßá xO^ y êáé óôáèåñü óçìåßï Ê óôï
åóùôåñéêü áõôÞò. Áðü ôï Ê öÝñïõìå ìåôáâëçôÞ åõèåßá
å ðïõ ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò Ïx, Ïy óôá óçìåßá Ì, Í áíôß-
óôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï Üèñïéóìá

}
(OK

1

M)
} + }

(OK

1

N)
} åßíáé óôáèåñü.

ii) Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ, óçìåßï Ê óôï åóùôåñéêü
ôïõ êáé ôá ôìÞìáôá ÁÁ´, ÂÂ´ êáé ÃÃ´ ðïõ äéÝñ÷ïíôáé
áðü ôï Ê. Áí E1,E2,...,E6 åßíáé áíôßóôïé÷á ôá åìâáäÜ

ôùí ôñéãþíùí ÁÊÃ´, ÂÊÃ´, ÂÁ´Ê, ÃÊÁ´, ÃÊÂ´ êáé
ÁÊÂ´, íá áðïäåßîåôå üôé:

}
Å

1

1

} + }
Å

1

3

} + }
Å

1

5

} = }
Å

1

2

} + }
Å

1

4

} + }
Å

1

6

} .

2. Áí ñá , ñâ , ñã åßíáé ïé áêôßíåò ôùí ðáñåããåãñáììÝ-

íùí êýêëùí ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé

(ÁÂÃ) = (ô � á)ñá = (ô � â)ñâ = (ô � ã)ñã .

3. ¸óôù ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åããñÜøéìï óå êýêëï. Áí
èÝóïõìå ÁÂ = á, ÂÃ = â, ÃÄ = ã êáé ÄÁ = ä íá áðï-

äåßîåôå üôé }
Â

Á

Ä

Ã
} = }

á

á

ä

â

+

+

â

ãä

ã
} (2ï Èåþñçìá Ðôïëåìáßïõ).

Åìâáäüí êáé ïìïéüôçôá

10.5 Ëüãïò åìâáäþí üìïéùí ôñéãþíùí -
ðïëõãþíùí

Áò èåùñÞóïõìå äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ ìå åìâáäÜ Å êáé

Å´ áíôßóôïé÷á. Ôüôå åßíáé Å = }
1

2
}áõá êáé Å¢ = }

1

2
}á¢õá¢, ïðüôå 

}
Å

Å

¢
} = }

á

á

¢
õ

õ
á

á¢
} . Áðü ôçí éóüôçôá áõôÞ ðñïêýðôåé Üìåóá üôé:

d Áí á = á´, ôüôå }
Å

Å

¢
} = }

õ

õ

á

á

¢
} (ó÷.19á).

d Áí õá = õá´, ôüôå }
Å

Å

¢
} = }

á

á

¢
} (ó÷.19â).

ÄçëáäÞ: áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ßóåò âÜóåéò, ôüôå ï ëüãïò
ôùí åìâáäþí ôïõò éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôùí áíôßóôïé÷ùí
õøþí, åíþ áí Ý÷ïõí ßóá ýøç, ôüôå ï ëüãïò ôùí åìâáäþí
ôïõò éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôùí áíôßóôïé÷ùí âÜóåùí.
Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ åßíáé üìïéá,
éó÷ýåé ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Ó÷Þìá 19
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