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9.3  ÃåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò  

Ìå åöáñìïãÞ ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåùñÞìáôïò êáé ôïõ èåùñÞ-
ìáôïò ÉV áíôéìåôùðßæïõìå ôá ðáñáêÜôù âáóéêÜ ðñïâëÞìáôá
ãåùìåôñéêþí êáôáóêåõþí åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí .

2. Áí óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (A
^

= 1z) åßíáé 

B
^

= 2Ã
^

ôüôå ï ëüãïò }
â

ã
} åßíáé ßóïò ìå:

á. }
1

2
} â. 1 ã. Ï3w ä. 2 å. 3

Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óùóôÞ áðÜ-
íôçóç êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
3. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ABÃ (A

^
= 1z) öÝñïõìå ôï

ýøïò ÁÄ. Áí åßíáé ÁÂ=5 êáé ÂÄ = }
2

1

5

3
} , íá äéáôÜîåôå

êáôÜ áýîïõóá óåéñÜ ìÞêïõò ôá ôìÞìáôá: ÁÃ, ÂÃ, ÃÄ
êáé ÁÄ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá áðïäåé÷èåß üôé ôï ôñßãùíï, ðïõ Ý÷åé ðëåõñÝò 
á = ê2+ë2, â = 2êë êáé ã = ê2 � ë2, üðïõ ê, ë èåôéêïß
áêÝñáéïé ìå ê>ë, åßíáé ïñèïãþíéï.
2. Áí ÁÅ, ÁÆ åßíáé áíôßóôïé÷á ïé ðñïâïëÝò äýï ÷ïñäþí
ÁÃ êáé ÁÄ åíüò êýêëïõ óå ìßá äéÜìåôñü ôïõ ÁÂ, íá
áðïäåßîåôå üôé ÁÆ ? ÁÅ2 = ÁÃ ? ÁÄ2.
3. Áí Ä åßíáé ìÝóï ôçò êÜèåôçò ðëåõñÜò ÁÃ åíüò
ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ (A

^
= 1z) êáé Å ç ðñïâïëÞ

ôïõ óôç ÂÃ, ôüôå íá áðïäåßîåôå üôé ÅÃ 2 + ÁÂ2 = ÅÂ2.
Óôç óõíÝ÷åéá äéáôÜîôå êáôÜ áýîïõóá óåéñÜ ìÞêïõò ôá
ôìÞìáôá  ÄÂ, ÅÂ, ÅÃ.
4. Äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ (A

^
= A

^¢ = 1z)
Ý÷ïõí ìâ = ìâ´ êáé ìã = ìã´ . 

Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) á = á¢ ii) â = â¢. 
Té óõìðåñáßíåôå ãéá ôá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢;
5. Óå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) öÝñïõìå ôï
ýøïò ôïõ ÂÅ. Íá áðïäåßîåôå üôé  

á2+â2+ã2= 3ÂÅ2 +2ÁÅ2+ÃÅ2.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Èåùñïýìå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (A

^
= 1z) êáé ôï

ýøïò ôïõ ÁÄ. Áí Å, Æ åßíáé ïé ðñïâïëÝò ôïõ Ä ðÜíù
óôéò ÁÂ, ÁÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé :

i) }
Á

Á

Â

Ã3

3

} = }
Â

Ã

Å

Æ
} ii) ÁÄ3 = ÂÃ ? ÄÅ ? ÄÆ.

2. Äßíïíôáé äýï êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ðïõ åöÜðôïíôáé
åîùôåñéêÜ óôï Á. Áí ÂÃ åßíáé ôï êïéíü åîùôåñéêü åöá-
ðôüìåíï ôìÞìá ôïõò  êáé (Ï,ó) ï êýêëïò ðïõ åöÜðôåôáé
óôïõò (Ê,R), (Ë,ñ) êáé óôç ÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé: 

i) ÂÃ = 2ÏRwñw ii) + = .

3. Èåùñïýìå ôñáðÝæéï ABÃÄ ìå A
^

= Â
^

= 1z. Áí Ì, Í
ôá ìÝóá ôùí äéáãùíßùí ÂÄ, ÁÃ áíôßóôïé÷á êáé Ê ôï
óçìåßï ôïìÞò ôçò ÁÌ ìå ôç ÂÃ íá áðïäåßîåôå üôé :
i) ôo ABKÄ åßíáé ïñèïãþíéï,
ii) ÄÃ2 � ÁÂ2 = 4ÌÍ2.
4. Óå êÜèå ïñèïãþíéï ôñßãùíï íá áðïäåßîåôå üôé
2ìá

2 $ âã.

5. Èåùñïýìå êýêëï (Ï,R), äéÜìåôñü ôïõ ÁÂ êáé ìßá
÷ïñäÞ ôïõ ÃÄ ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÂ óôï Å êáé ó÷çìáôßæåé
ìå áõôÞ ãùíßá 45°. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÅÃ2 + ÅÄ2 = 2R2.
6. Èåùñïýìå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (A

^
= 1z) êáé ôï

ýøïò ôïõ ÁÄ. Áí x, y êáé ù åßíáé áíôßóôïé÷á ôá ìÞêç
ïðïéùíäÞðïôå ïìüëïãùí ãñáììéêþí óôïé÷åßùí ôùí ôñé-
ãþíùí (ð.÷. äéáìÝóùí, õøþí, áêôßíùí åããåãñáììÝíùí
êýêëùí êôë.) ÄÁÂ, ÄÁÃ êáé ÁÂÃ, ôüôå x2 + y2 = ù2.

1
}
Ïów

1
}
Ïñw

1
}
ÏRw
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Áí á, â åßíáé ãíùóôÜ ôìÞìáôá, íá êáôáóêåõÜóåôå ôï ôìÞìá k , ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí
éóüôçôá : (i) k = ÏÏáw2w+wâw2w, (ii) k = ÏÏáw2w�w âw2w.

Ëýóç
(i) Ç äïóìÝíç éóüôçôá ãñÜöåôáé éóïäýíáìá k2 = á2 + â2, ïðüôå

ôï æçôïýìåíï ôìÞìá k åßíáé õðïôåßíïõóá ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ìå
êÜèåôåò ðëåõñÝò á, â.
ÅðïìÝíùò, áí ðÜíù óôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò (ó÷.7) Ïx, Oy ìßáò
ïñèÞò ãùíßáò xO

^
y ðÜñïõìå áíôßóôïé÷á ôá óçìåßá Á, Â, þóôå

OA=á êáé ÏÂ=â, ôüôå

êáé åðïìÝíùò ôï ôìÞìá ÁÂ åßíáé ôï æçôïýìåíï ôìÞìá k . 
Åßíáé öáíåñü üôé ôï ôìÞìá k êáôáóêåõÜæåôáé ãéá ïðïéáäÞðïôå
ôìÞìáôá á, â.

(ii) Ç äïóìÝíç éóüôçôá ãñÜöåôáé éóïäýíáìá k2 = á2�â2 ç ïðïßá
óçìáßíåé üôé ôï æçôïýìåíï ôìÞìá k åßíáé ç ìßá êÜèåôç ðëåõñÜ
ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ìå õðïôåßíïõóá á êáé Üëëç êÜèåôç ðëåõñÜ ôï â. Ç êáôáóêåõÞ åßíáé
üìïéá ôçò (i).

ÐÑÏÂËÇÌÁ 2 

Áí á, â åßíáé ãíùóôÜ ôìÞìáôá, íá êáôáóêåõÜóåôå ôï ôìÞìá x , ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí
éóüôçôá x = ÏÏáwâw. Ôï ôìÞìá x åßíáé ç ìÝóç áíÜëïãïò ôùí á, â.
Ëýóç
Ç äïóìÝíç éóüôçôá ãñÜöåôáé éóïäýíáìá x2 = áâ ç ïðïßá óçìáß-
íåé üôé ôï x åßíáé ôï ýøïò ôïõ ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ, ðïõ ÷ùñßæåé
ôçí õðïôåßíïõóá óå äýï ôìÞìáôá ßóá ìå á êáé â áíôßóôïé÷á.
Ðáßñíïõìå åðïìÝíùò óå ìßá åõèåßá äéáäï÷éêÜ ôá ôìÞìáôá AB=á
êáé ÂÃ=â (ó÷.8). ÃñÜöïõìå çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÃ êáé óôï Â
õøþíïõìå êÜèåôo óôçí ÁÃ, ðïõ ôÝìíåé ôï çìéêýêëéï óôï Ä. Ó÷ç-
ìáôßæïõìå ôï ôñßãùíï ÄÁÃ ôï ïðïßï åßíáé ïñèïãþíéï (Ä^=1z).
ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ÄÂ2 = ÁÂ ? ÂÃ = áâ êáé êáôÜ óõíÝðåéá ôï
ôìÞìá ÄÂ åßíáé ôï æçôïýìåíï. Åßíáé öáíåñü üôé ôï ôìÞìá x êáôá-
óêåõÜæåôáé ãéá ïðïéáäÞðïôå ôìÞìáôá á, â.

ÁÂ ÏÁ ÏÂ á â2 2 2 2 2= + = +

Ó÷Þìá 7

Ó÷Þìá 8
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Ç áíáêÜëõøç ôçò áóõììåôñßáò
Áñ÷éêÜ ïé Ðõèáãüñåéïé ðßóôåõáí üôé ï ëüãïò

ïéùíäÞðïôå (öõóéêþí Þ ãåùìåôñéêþí) ìåãåèþí
ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò ëüãïò öõóéêþí áñéè-
ìþí. Åéäéêüôåñá, èåùñïýóáí üôé üëá ôá ôìÞìá-
ôá åßíáé óýììåôñá, äçëáäÞ ãéá ïðïéáäÞðïôå
äýï ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ õðÜñ÷åé ôìÞìá ÅÆ ðïõ
ðåñéÝ÷åôáé áêÝñáéï áñéèìü öïñþí ôüóï óôï
ÁÂ, üóï êáé ôï ÃÄ.

¼ìùò óýíôïìá Ýêáíáí ìéá áíáêÜëõøç ðïõ
Ýìåëëå íá êëïíßóåé ôçí ðåðïßèçóÞ ôïõò áõôÞ.
ÂñÞêáí üôé õðÜñ÷ïõí ìåãÝèç ðïõ äåí åßíáé
óýììåôñá. Äåí ãíùñßæïõìå ìå âåâáéüôçôá ðïéï
áêñéâþò ðñüâëçìá ïäÞãçóå ôïõò áñ÷áßïõò ¸ë-
ëçíåò óôçí áíáêÜëõøç áõôÞ. Ïé éóôïñéêïß
Ý÷ïõí ðñïôåßíåé êáôÜ êáéñïýò ðïëëÝò åêäï÷Ýò.
Ç áíáêÜëõøç áõôÞ ìðïñåß íá åß÷å ãßíåé ð.÷. óôç
ãåùìåôñßá, óôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò ôïõ êïé-
íïý ìÝôñïõ ôçò äéáãùíßïõ ðñïò ôçí ðëåõñÜ ôïõ
ôåôñáãþíïõ, Þ êáôÜ ôç ìåëÝôç ôïõ êáíïíéêïý
äùäåêáÝäñïõ, Þ óôç èåùñßá ôçò ìïõóéêÞò, óôï
ðñüâëçìá ôçò äéáßñåóçò ôçò ïêôÜâáò, ðïõ áíÜ-
ãåôáé óôçí åýñåóç ôïõ ãåùìåôñéêïý ìÝóïõ ôùí
áñéèìþí 1 êáé 2, Þ óôçí áñéèìçôéêÞ, óôï ðñü-
âëçìá ôïõ ïñéóìïý ôïõ ëüãïõ, ðïõ ôï ôåôñÜ-
ãùíü ôïõ åßíáé ßóï ìå 2.

Ç ðñþôç ìáñôõñßá ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò
áóõììåôñßáò (áëëÜ ü÷é êáô� áíÜãêç êáé éóôïñé-
êÜ ðñþôç áðüäåéîç) áðáíôÜôáé óôá «Áíáëõ-
ôéêÜ ¾óôåñá» ôïõ ÁñéóôïôÝëç, ï ïðïßïò áíáöÝ-
ñåé üôé ç áðüäåéîç ôçò áóõììåôñßáò ôçò äéáãù-
íßïõ ìå ôçí ðëåõñÜ ôïõ ôåôñáãþíïõ ãßíåôáé ìå
ôçí åéò Üôïðï áðáãùãÞ, ãéáôß «áí õðïôåèåß üôé ç
äéÜìåôñïò åßíáé óýììåôñç ìå ôçí ðëåõñÜ, ôüôå
ï Üñôéïò èá éóïýôáé ìå ôïí ðåñéôôü». Ç ðñüôáóç
áõôÞ ôïõ ÁñéóôïôÝëç åñìçíåýåôáé ùò åîÞò:

Áí õðïèÝóïõìå üôé ç ðëåõñÜ ÁÂ åßíáé óýììåôñç
ðñïò ôç äéáãþíéï ÁÃ, ôüôå ï ëüãïò ôïõò åßíáé ëü-

ãïò áêåñáßùí áñéèìþí, äçëáäÞ, }
A

A

B

Ã
} = }

á

â
}, üðïõ

ïé á, â äåí åßíáé êáé ïé äýï Üñôéïé. Ôüôå, áðü ôï
Ðõèáãüñåéï èåþñçìá Ý÷ïõìå ÁÃ2 = 2ÁÂ2.

ÅðïìÝíùò, }
Á

Á

Â

Ã2

2

} = }
á

â2

2

} = }
1

2
}, Þ â2=2á2.
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Áí á åßíáé ãíùóôü ôìÞìá, íá êáôáóêåõáóèåß ôìÞìá ßóï ìå ÏÏ2w á , ÏÏ3w á , ÏÏ5w á, ¼ , ÏÏíw á
ìå í öõóéêü ìåãáëýôåñï Þ ßóï ôïõ äýï.
Ëýóç 
Áí x =Ï2w á, ôüôå x2 = 2á2 = á2 + á2 , ç ïðïßá óçìáßíåé üôé
ôï x ìðïñåß íá êáôáóêåõáóèåß (ó÷.9) ùò õðïôåßíïõóá ïñèï-
ãþíéïõ êáé éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ìå êÜèåôåò ðëåõñÝò ßóåò
ìå á. ¸ôóé ôï ÏÂ åßíáé ôï æçôïýìåíï ôìÞìá.

Áí y 5Ï3w á, ôüôå y2 5 3á2 5 á2 1 2á2 5 á2 1 x2 ðïõ óç-
ìáßíåé üôé ôï y åßíáé õðïôåßíïõóá ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ìå
êÜèåôåò ðëåõñÝò á êáé x . Áí ëïéðüí öÝñïõìå êÜèåôo óôçí
ÏÂ óôï Â êáé ðÜíù óå áõôÞ ðÜñïõìå óçìåßï Ã, þóôå ÂÃ=á,
ôüôå ÏÃ =Ï3w á, äçëáäÞ y = ÏÃ. Óõíå÷ßæïíôáò ìå áõôüí ôïí
ôñüðï êáôáóêåõÜæïõìå äéáäï÷éêÜ ôá ôìÞìáôá Ï2w á, Ï3w á, Ï5w á, ¼ , Ïíw á.

Ó÷Þìá 9
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Áõôü óçìáßíåé üôé ï â2 åßíáé Üñôéïò êáé åðïìÝ-
íùò êáé ï â åßíáé Üñôéïò (äçëáäÞ ôçò ìïñöÞò
â=2ë). Ôüôå ï á ðñÝðåé íá åßíáé ðåñéôôüò (áöïý
ïé á, â äåí åßíáé êáé ïé äýï Üñôéïé). ¼ìùò ôüôå
(2ë)2 = 2á2, Þ 4ë2=2á2, Þ 2ë2 = á2 êé åðïìÝíùò
ï á2 åßíáé Üñôéïò, ïðüôå êáé ï á åßíáé Üñôéïò,
ðïõ åßíáé Üôïðï.

ÐñÝðåé íá óçìåéþóïõìå üôé ç áðüäåéîç
áõôÞ Ý÷åé êáèáñÜ áñéèìçôéêü ÷áñáêôÞñá êáé
óôçñßæåôáé óôç èåùñßá ôïõ Üñôéïõ êáé ôïõ ðå-
ñéôôïý (äçëáäÞ ôç èåùñßá äéáéñåôüôçôáò äéá 2)
ðïõ åß÷áí áíáðôýîåé ïé Ðõèáãüñåéïé.

ÃñÞãïñá âñÝèçêáí êáé Üëëá áóýììåôñá
ôìÞìáôá. Åéäéêüôåñá, ï Èåüäùñïò ï Êõñçíáßïò
(ôÝëç ôïõ 5ïõ áé. ð.×.) áíáêÜëõøå üôé ïé ðëåõ-

ñÝò ôùí ôåôñáãþíùí ìå åìâáäüí 3, 5, 6, 7, 8,
10, 11, 12, 13, 14, 15 åßíáé áóýììåôñåò ìå ôç
äéáãþíéï ôïõ ôåôñáãþíïõ ìå ðëåõñÝò ôç
ìïíÜäá. Åðßóçò, ï Èåáßôçôïò áðÝäåéîå üôé áí ôï
åìâáäüí åíüò ôåôñáãþíïõ åêöñÜæåôáé ìå Ýíáí
áñéèìü Í ðïõ äåí åßíáé ôåôñÜãùíïò, ôüôå ç
ðëåõñÜ ôïõ åßíáé áóýììåôñç ìå ôç ìïíÜäá. Ìå

óýã÷ñïíç ïñïëïãßá, áí Í Þ á2, ôüôå ï ÏÍw äåí

åßíáé ñçôüò áñéèìüò. Ï Èåáßôçôïò ðñï÷þñçóå
ðáñáðÝñá ôéò ÝñåõíÝò ôïõ êáé áðÝäåéîå üôé êáé

üëïé ïé áñéèìïß ôçò ìïñöÞò Ï3
Íw, üðïõ Í öõóé-

êüò áñéèìüò äåí åßíáé ôÝëåéïé êýâïé. Åðßóçò
åîÝôáóå Üññçôïõò ôçò ìïñöÞò ÏÌw +w Íw, ÏÌw +

ÏÍw, ÏÏwÌww +w ÏwÍww.

9.4 Ãåíßêåõóç ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåùñÞìáôïò

Ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá åêöñÜæåé ôï ôåôñÜãùíï ìßáò ðëåõñÜò
ôñéãþíïõ ðïõ âñßóêåôáé áðÝíáíôé áðü ïñèÞ ãùíßá, ùò ðñïò ôéò
äýï Üëëåò ðëåõñÝò. Ðñïêýðôåé, ëïéðüí, ôï åñþôçìá: ôï ôåôñÜ-
ãùíï ìßáò ðëåõñÜò ôñéãþíïõ ðïõ âñßóêåôáé áðÝíáíôé óå ïîåßá
Þ áìâëåßá ãùíßá ìðïñåß íá åêöñáóèåß ùò óõíÜñôçóç ôùí
Üëëùí ðëåõñþí; ÁðÜíôçóç óôï åñþôçìá áõôü äßíïõí ôá áêü-
ëïõèá äýï èåùñÞìáôá.

Áí äçëáäÞ óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ (ó÷.10) åßíáé ð.÷. A
^

< 1z êáé

ÁÄ ç ðñïâïëÞ ôçò ðëåõñÜò ã ðÜíù óôç â, ôüôå éó÷ýåé üôé

.
Áðüäåéîç
Áðü ôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÄÂÃ, ÄÂÁ Ý÷ïõìå, ìå åöáñìïãÝò

á â ã â ÁÄ2 2 2 2= + - ×

Ôï ôåôñÜãùíï ðëåõñÜò ôñéãþíïõ, ðïõ âñßóêåôáé áðÝíá-
íôé áðü ïîåßá ãùíßá, åßíáé ßóï ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôå-
ôñáãþíùí ôùí äýï Üëëùí ðëåõñþí ôïõ, åëáôôùìÝíï
êáôÜ ôï äéðëÜóéï ãéíüìåíï ôçò ìßáò áðü áõôÝò åðß ôçí
ðñïâïëÞ ôçò Üëëçò ðÜíù óå áõôÞ.

Èåþñçìá É

Ó÷Þìá 10
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ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåùñÞìáôïò  áíôßóôïé÷á : 

êáé .

ÅðåéäÞ åßíáé z ôá Ä,Ã âñßóêïíôáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôïõ

Á êáé åéäéêüôåñá:

� áí z ôï Ä åßíáé ìåôáîý ôùí Á, Ã (ó÷.10á), ïðüôå
ÄÃ 5â 2 ÁÄ.

� áí z ôï Ã åßíáé ìåôáîý ôùí Á, Ä (ó÷.10â), ïðüôå

.

Áðü ôéò äýï ôåëåõôáßåò éóüôçôåò ðñïêýðôåé üôé 

.

Ìå áíôéêáôÜóôáóç áõôÞò ôçò ó÷Ýóçò êáé ôçò 
ÄÂ2 = ã2 � ÁÄ2 óôçí á2 = ÄÂ2 + ÄÃ2 ðñïêýðôåé üôé

,

äçëáäÞ ç æçôïýìåíç éóüôçôá.

� áí ôÝëïò =1z, ôï Ä óõìðßðôåé ìå ôï Ã êáé ôï ïñèïãþíéï

ôñßãùíï ÃÁÂ äßíåé ðïõ ãñÜöåôáé

, áöïý .

Áí äçëáäÞ óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ (ó÷.11) åßíáé ð.÷. A
^

> 1z êáé
ÁÄ ç ðñïâïëÞ ôçò ðëåõñÜò ã ðÜíù óôç â, ôüôå éó÷ýåé 

Áðüäåéîç 
Áðü ôá ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÄÂÃ êáé ÄÂÁ, ðáßñíïõìå áíôß-
óôïé÷á: 

êáé .
ÅðåéäÞ A

^
> 1z, ôï Ä âñßóêåôáé óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÃÁ ðñïò

ôï Á êáé åðïìÝíùò ïðüôå

ÄÃ2 = (â + ÁÄ)2 = â2 + ÁÄ2 + 2â ? ÁÄ.

ÄÃ â ÁÄ= +

ÄÂ ã ÁÄ2 2 2= -á ÄÂ ÄÃ2 2 2= +

á2 = â2 + ã2 + 2â ? ÁÄ.

ÁÄ â=á â ã â ÁÄ2 2 2 2= + - .

á ã â2 2 2= -

$Ã

á ã ÁÄ â ÁÄ â ÁÄ â ã â ÁÄ2 2 2 2 2 2 22 2= - + + - = + -. .

( )ÄÃ â ÁÄ â ÁÄ â ÁÄ2 2 2 2 2= - = + - .

ÄÃ ÁÄ â= -

$Ã >1

$Ã <1

$Á<1

ÄÂ ã ÁÄ2 2 2= -á ÄÂ ÄÃ2 2 2= +

Ôï ôåôñÜãùíï ðëåõñÜò ôñéãþíïõ ðïõ âñßóêåôáé áðÝ-
íáíôé áðü áìâëåßá ãùíßá åßíáé ßóï ìå ôï Üèñïéóìá ôùí
ôåôñáãþíùí ôùí äýï Üëëùí ðëåõñþí, áõîçìÝíï êáôÜ
ôï äéðëÜóéï ãéíüìåíï ôçò ìßáò áðü áõôÝò åðß ôçí
ðñïâïëÞ ôçò Üëëçò ðÜíù óå áõôÞ.

Èåþñçìá ÉÉ
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Ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí ó÷Ýóåùí êáé

óôç ó÷Ýóç á2 5 ÄÂ2 1 ÄÃ2, ðñïêýðôåé ç æçôïýìåíç éóüôçôá  

.

Áðü ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá êáé ôá ðñïçãïýìåíá èåùñÞìáôá
É êáé ÉÉ ðñïêýðôåé Üìåóá üôé óå êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷ïõìå :

(i) Aí Á
^

<1zz, ôüôå á2 < â2 + ã2,
(ii) Aí Á

^
=1zz, ôüôå á2 = â2 + ã2,

(iii) Aí Á
^

>1zz, ôüôå á2 > â2 + ã2.
Áðïäåéêíýåôáé üìùò, ìå áðáãùãÞ óå Üôïðï üôé éó÷ýåé êáé ôï áíôß-
óôñïöï ôùí (i), (ii), (iii). ÐñÜãìáôé, áí ð.÷. éó÷ýåé á2 < â2 + ã2 äåí
ìðïñåß íá éó÷ýåé Á

^
=1z Þ Á

^
>1z, ãéáôß ôüôå áðü ôéò (ii) êáé (iii) èá

åß÷áìå á2 = â2 + ã2 Þ á2 > â2 + ã2 áíôßóôïé÷á, ðïõ åßíáé Üôïðï, áöïý
á2 < â2 + ã2. ¢ñá Á

^
<1z. 

¼ìïéá áðïäåéêíýïíôáé êáé ïé Üëëåò ðåñéðôþóåéò. 

¸ôóé Ý÷ïõìå ôï áêüëïõèï ðüñéóìá:

Óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá áõôü êáé åðåéäÞ óå êÜèå ôñßãùíï ç
ìåãáëýôåñç ðëåõñÜ âñßóêåôáé áðÝíáíôé óôç ìåãáëýôåñç ãù-
íßá, óõãêñßíïíôáò ôï ôåôñÜãùíï ôçò ìåãáëýôåñçò ðëåõñÜò
åíüò ôñéãþíïõ ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí Üëëùí
ðëåõñþí ôïõ, äéáðéóôþíïõìå áí ôï ôñßãùíï åßíáé ïîõãþíéï,
ïñèïãþíéï Þ áìâëõãþíéï.

á ã ÁÄ â ÁÄ â ÁÄ â ã â ÁÄ2 2 2 2 2 2 22 2= - + + + = + +. .

( )ÄÃ â ÁÄ â ÁÄ â ÁÄ2 2 2 2 2= + = + + .

ÄÂ ã ÁÄ2 2 2= -

Ó×ÏËÉÏ
Åßíáé öáíåñü üôé ôá ðáñáðÜíù
èåùñÞìáôá É êáé ÉÉ áðïôåëïýí
ãåíßêåõóç ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåù-
ñÞìáôïò, áöïý óôçí ðåñßðôùóç
ðïõ åßíáé A

^
= 1z, ôá èåùñÞìáôá

áõôÜ äßíïõí ùò åéäéêÞ ðåñß-
ðôùóç ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá.

ÐÏÑIÓÌÁ

Óå êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýïõí ïé éóïäõíáìßåò:

(i) á2 > â2 + ã2, áí êáé ìüíï áí Á
^

>1zz,

(ii) á2 = â2 + ã2, áí êáé ìüíï áí Á
^

=1zz,

(iii) á2 < â2 + ã2, áí êáé ìüíï áí Á
^

<1zz.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ

Áí óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé á=8, â=10 êáé ã=7, èá Ý÷ïõìå
â2=100, á2 + ã2 = 64 + 49 =113 äçëáäÞ â2 < á2 + ã2, ïðüôå
Â
^

<1z êáé åðåéäÞ ç Â
^

åßíáé ç ìåãáëýôåñç ãùíßá ôïõ ôñé-
ãþíïõ, ôï ôñßãùíï èá åßíáé ïîõãþíéï.
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ÔÝëïò áðü ôá èåùñÞìáôá I êáé II åêöñÜæïíôáò ôçí ðñïâïëÞ
ÁÄ ùò ðñïò ôï óõíÁ ðñïêýðôåé ôï åðüìåíï ðüñéóìá:

ÍÏÌÏÓ ÔÙÍ ÓÕÍÇÌÉÔÏÍÙÍ

Óå êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé ç ó÷Ýóç 

á2 = â2 + ã2 � 2âã ? óõíÁ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

Áí ìåôáîý ôùí ðëåõñþí á, â, ã åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ

éó÷ýåé ã = ÏÏáw2w+w âw2w+w ÏÏw3wwáwâw, ôüôå :

(i) íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï åßíáé áìâëõãþíéï,
(ii) íá õðïëïãßóåôå ôç ãùíßá Ã

^
.

Ëýóç
(i) Áðü ôç äïóìÝíç éóüôçôá ðñïêýðôåé üôé ç ã åßíáé ç ìå-
ãáëýôåñç ðëåõñÜ êáé åðéðëÝïí üôé ã2 > á2 + â2 , ïðüôå ç
ãùíßá Ã

^
åßíáé áìâëåßá.

(ii) ÅðåéäÞ ç ãùíßá Ã
^

åßíáé áìâëåßá, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá áìâëåßáò ãùíßáò Ý÷ïõìå:
ã2 = á2 + â2 + 2á ? ÃÄ (1).

Áðü ôçí õðüèåóç üìùò Ý÷ïõìå 
ã2 = á2 + â2 + Ï3wáâ   (2).

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé ÃÄ = }
Ï
2

3w
} â. Åöáñìüæïíôáò ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá óôï

ôñßãùíï ÁÄÃ Ý÷ïõìå ÁÄ2 = â2 �ÃÄ2 = }
â

4

2

}, ïðüôå ÁÄ = }
â

2
} = }

Á

2

Ã
} ðïõ óçìáßíåé üôé Ã

^

åî = 30°

êáé åðïìÝíùò Ã
^

= 150°.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Ôï ýøïò õá åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

õá = }
á

2
} ÏÏô(wôw�w áw)(wôw�w âw)(wôw�w ãw)w,

üðïõ ô = }
1

2
} (á + â + ã) ç çìéðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþíïõ. ÁíÜëïãåò åêöñÜóåéò éó÷ýïõí

êáé ãéá ôá Üëëá ýøç õâ êáé õã.

Ó÷Þìá 12
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Áðüäåéîç

Åóôù Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ÁÄ ôï ýøïò ôïõ . Áðü ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÄÁÂ Ý÷ïõìå

(1).

ÐñÝðåé åðïìÝíùò íá õðïëïãßóïõìå ôçí
ðñïâïëÞ ÂÄ ôçò ã ðÜíù óôçí á.
� Áí Â

^
# 1z, áðü ôï ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷ïõìå

Þ

(2)

� Áí Â
^

$ 1z, áðü ôï ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷ïõìå

Þ   (3).

Áðü ôéò (2) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé

ìå áíôéêáôÜóôáóç ôçò ïðïßáò óôçí (1) ðáßñíïõìå:

= }
4

1

á2
} (2áã + á2 + ã2 � â2)(2áã � á2 � ã2 + â2) =

(4).

ÅðåéäÞ , èá åßíáé 

, êáé ,

ïðüôå ç (4) ãßíåôáé:

áðü ôçí ïðïßá ðñïêýðôåé ôï æçôïýìåíï.

( ) ( ) ( ) ( )( )( )õ
á

ô ô â ô ã ô á
á

ô ô á ô â ô ãá
2

2 2

1

4
2 2 2 2

4
= - - - = - - -. . .

( )â ã á ô á+ - = -2( )á â ã ô ã+ - = -2( )á ã â ô â â ô â+ - = - - = -2 2

á â ã ô+ + =2

( )( )( )( )= + + + - + - - +
1

4 2á
á â ã á ã â â á ã â á ã

( )[ ] ( )[ ]= + - - - =
1

4 2

2 2 2 2

á
á ã â â á ã

( ) ( )[ ]õ ã
á

á ã â
á

á ã á ã âá
2 2

2
2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 21

4

1

4
4= - + - = - + - =

( )ÂÄ
á

á ã â2
2

2 2 2 21

4
= + -

( )ÂÄ
á

á ã â= - + -
1

2
2 2 2â á ã á ÂÄ2 2 2 2= + + .

( )ÂÄ
á

á ã â= + -
1

2
2 2 2

â á ã á ÂÄ2 2 2 2= + - .

õ ã ÂÄá
2 2 2= -

õá

Ó÷Þìá 13
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9.5  ÈåùñÞìáôá äéáìÝóùí

Ïé åðüìåíåò ìåôñéêÝò ó÷Ýóåéò ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå áöïñïýí
ôïí õðïëïãéóìü ôùí äéáìÝóùí åíüò ôñéãþíïõ êáé ôùí ðñï-
âïëþí ôïõò óôéò ðëåõñÝò, ùò óõíÜñôçóç ôùí ðëåõñþí ôïõ ôñé-
ãþíïõ.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá íá óõìðëçñþóôå ôá êåíÜ:

i) ÂÃ2 = ¼ + ¼ + 2ÁÂ ¼
ii) ÂÃ2 = ¼ + ¼ + 2ÁÃ ¼
2. Íá âñåèåß ôï åßäïò ôùí ãùíéþí ôñéãþíïõ ÁÂÃ üôáí:
i) â2 = 3á2 + ã2,
ii) ã2 = á2 � â2,
iii) á2 � â2 = 2ã2.
3. Áí â ç ..................... ðëåõñÜ áìâëõãþíéïõ ôñéãþíïõ
ÁÂÃ ôüôå .... > á2 + .... (Íá óõìðëçñþóåôå ôá êåíÜ).
4. Áí óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé ÁÂ = ÁÃ êáé 
Á
^

= 120°, íá äéêáéïëïãÞóåôå ãéáôß á2 = 3â2.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá åîåôÜóåôå áí õðÜñ÷åé ôñßãùíï ÁÂÃ, ìå á=6ì,
â=5ì, ã=4ì, üðïõ ì èåôéêÞ ðáñÜìåôñïò. Íá åîåôáóèåß
ôï åßäïò ôïõ ôñéãþíïõ ùò ðñïò ôéò ãùíßåò ôïõ.
2. ÕðÜñ÷åé ôñßãùíï ìå ìÞêç ðëåõñþí á=6, â=5, ã=4;
Áí íáé, íá õðïëïãéóèïýí ôá ýøç ôïõ ôñéãþíïõ.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå a = Ï2w, â = 1+Ï3w, ã = 2.
Íá õðïëïãéóèåß ç ãùíßá Á

^
.

4. Äßíåôáé ïîõãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ = 4cm, ÁÃ =
5cm êáé ÁÂ

^
Ä = 30°, üðïõ ÂÄ ôï ýøïò ôïõ. Íá õðïëï-

ãéóèåß ç ðëåõñÜ ôïõ ÂÃ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Ïé ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ Ý÷ïõí ìÞêç
ÁÂ=9cm, ÂÃ=7cm êáé ÁÃ=12cm. Íá õðïëïãéóèåß ôï
ìÞêïò ôçò ðñïâïëÞò ôçò ÂÃ ðÜíù óôçí ÁÂ.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé óå êÜèå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå âÜóåéò
ÁÂ, ÃÄ éó÷ýåé üôé 

.
3. Áí ÂÂ´, ÃÃ´åßíáé ýøç åíüò ïîõãþíéïõ ôñéãþíïõ

ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé .

4. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ( 1z). Ðñï-
åêôåßíïõìå ôçí ðëåõñÜ ÁÃ êáôÜ ÃÄ=ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå
üôé ÂÄ2=2ÂÃ×ÁÄ.
5. Óå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) öÝñïõìå ðá-
ñÜëëçëï ôçò ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ óôá Ä êáé Å
áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ÂÅ2=ÅÃ2+ÂÃ×ÄÅ.

6. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 1z) ìå ðëåõ-
ñÝò á, â, ã. ÕðÜñ÷åé ôñßãùíï ìå ðëåõñÝò 5á, 4â, 3ã;

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ = ÁÃ êáé

Á
^

= 30°. Íá áðïäåßîåôå üôé .

2. Äßíåôáé êýêëïò äéáìÝôñïõ ÁÂ êáé ìßá ÷ïñäÞ ôïõ
ÃÄ//ÁÂ. Áí Ì åßíáé ôõ÷áßï óçìåßï ôçò ÁÂ, íá áðïäåß-
îåôå üôé ÌÃ2+ÌÄ2=ÌÁ2+ÌÂ2.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå á3=â3+ã3. Íá áðïäåßîåôå ü-
ôé ôï ôñßãùíï åßíáé ïîõãþíéï.

á â= -2 3

$A =

á â ÃÂ ã ÂÃ2 = ¢ + ¢. .

AÃ ÂÄ ÁÄ ÂÃ ÁÂ ÃÄ2 2 2 2 2+ = + + .
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