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2.8 Κυρτότητα και σημεία καμπής συνάρτησης 

Β΄  Ομάδας 

Άσκηση 1 σελ. 160 

 

Λύση  

Πεδίο ορισμού  :  ℝ. 

𝑓′(𝑥) =
(𝑥)′(𝑥2+1)−𝑥(𝑥2+1)

′

(𝑥2+1)2 =
𝑥2+1−2𝑥2

(𝑥2+1)2 =
1−𝑥2

(𝑥2+1)2 , 𝑥 ∈ ℝ  

𝑓′′(𝑥) =
(1−𝑥2)

′
(𝑥2+1)

2
−(1−𝑥2)((𝑥2+1)

2
)

′

(𝑥2+1)4    =  

=  
(−2𝑥(𝑥2+1)

2
−4𝑥(1−𝑥2)(𝑥2+1))

(𝑥2+1)4 =         

=
−2𝑥(𝑥2+1)−4𝑥(1−𝑥2)

(𝑥2+1)3  =
−2𝑥3−2𝑥−4𝑥+4𝑥3

(𝑥2+1)2  =
2𝑥3−6𝑥

(𝑥2+1)3 =
2𝑥(𝑥2−3)

(𝑥2+1)3   

 

Η 𝑓′′  μηδενίζεται στα −√3, 0 , √3  και εκατέρωθεν αυτών αλλάζει 

πρόσημο, οπότε τα σημεία 𝛢 (−√3, −
√3

4
) , 𝛣(0,0) 𝜅𝛼𝜄  𝛤(√3,

√3

4
)  είναι 

σημεία καμπής της 𝐶𝑓 . 

Τα 𝛢 (−√3, −
√3

4
) , 𝛤(√3,

√3

4
)  έχουν αντίθετες συντεταγμένες 

επομένως είναι συμμετρικά ως προς το 𝛰(0,0). 
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Άσκηση 2 σελ. 160 

 

Λύση  

Πεδίο ορισμού  :  ℝ. 

𝑓′(𝑥) = 2𝑒𝑥−𝑎(𝑥 − 𝑎)′ − 2𝑥 = 2𝑒𝑥−𝑎 − 2𝑥  

𝑓′′(𝑥) = 2𝑒𝑥−𝑎(𝑥 − 𝑎)′ − 2(𝑥)′ = 2(𝑒𝑥−𝑎 − 1)  

𝑥 −∞                                        𝑎                                                 + ∞ 
𝑓′′(𝑥) − + 
𝑓(𝑥)                      ↷                   2 − 𝑎2                    ↺ 

                                                ΣΚ 
 

Επειδή η 𝑓 ″ μηδενίζεται στο σημείο α και εκατέρωθεν αυτού αλλάζει 

πρόσημο,  το σημείο Α(𝛼, 2 − 𝛼2 ), 𝛼 ∈ ℝ είναι σημείο καμπής της 𝐶𝑓 . 

Το σημείο αυτό βρίσκεται στην παραβολή 𝑦 =  −𝑥2  +  2,  αφού για 

𝑥 = 𝑎 𝜀ί𝜈𝛼𝜄  𝑦 = −𝑎2 + 2 = 2 − 𝑎2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Άσκηση 3 σελ. 160 
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Λύση  

Η 𝑓 είναι  κυρτή σε όλο το ℝ  αν  𝑓′′(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. 

𝑓′(𝑥) = 4𝑥3 − 6𝑎𝑥2 + 12𝑥 + 2 , 𝑥 ∈ ℝ  

𝑓′′(𝑥) = 12𝑥2 − 12𝑎𝑥 + 12 = 12(𝑥2 − 𝑎𝑥 + 1),   𝑥 ∈ ℝ  

𝑓′′(𝑥) > 0  ⟺   𝑥2 − 𝑎𝑥 + 1 > 0   𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ ℝ.  

Πρέπει : 𝛥 < 0  ⟺   (−𝛼)2 − 4 < 0 ⟺    𝛼2 − 4 < 0   ⟺   

⟺ 𝛼2 < 4  ⟺   |𝛼|2 < 4   ⟺   |𝛼| < 2    ⟺   −2 < 𝛼 < 2  ⟺  

⟺ 𝛼 ∈ (−2,2)  που ισχύει. Επομένως, 𝑓′′(𝑥) > 0 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. 
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Άσκηση 4 σελ. 160 

 

Λύση  

i) Πεδίο ορισμού : ℝ. 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 6𝑥 = 3𝑥(𝑥 − 2) , 𝑓′′(𝑥) = 6𝑥 − 6 = 6(𝑥 − 1)  

 

Δηλαδή, η 𝑓  παρουσιάζει: 

- στο σημείο 0 τοπικό μέγιστο το 𝑓(0)  =  2 και 

- στο σημείο 2 τοπικό ελάχιστο το 𝑓(2)  = –  2. 

Επειδή η 𝑓 ″ μηδενίζεται στο 1 και εκατέρωθεν αυτού αλλάζει 

πρόσημο το σημείο 𝛤(1,0) είναι σημείο καμπής της 𝐶𝑓 . 

 

ii) Τοπικό μέγιστο  :  𝛢(0,2). 

Τοπικό ελάχιστο  :  𝛣(2, −2) 

Σημείο καμπής  : 𝛤(1,0) 

Για να είναι τα 𝛢, 𝛣 , 𝛤 συνευθειακά αρκεί να δείξουμε ότι : 𝜆𝛢𝛣 = 𝜆𝛢𝛤. 

𝛦ί𝜈𝛼𝜄 ∶   𝜆𝛢𝛣 =
−2−2

2−0
= −2 ,    𝜆𝛢𝛤 =

0−2

1−0
= −2 

Πράγματι ισχύει ότι: 𝜆𝛢𝛣 = 𝜆𝛢𝛤 . 
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Άσκηση 5 σελ. 161 

 

Λύση  

Έστω ότι η 𝑓  έχει σημείο καμπής το 𝛢(𝑥𝑜, 𝑓(𝑥𝑜)).  Τότε πρέπει να 

είναι: 𝑓′′(𝑥𝑜) = 0    (1). 

Από τη δοθείσα σχέση έχουμε : 

(𝑓2(𝑥))
′

− 2𝑓′(𝑥) + (𝑥2 − 3)′ = 0 ⟺   

⟺ 2𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥) − 2𝑓′(𝑥) + 2𝑥 = 0  ⟺    

⟺ 𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥) − 𝑓′(𝑥) + 𝑥 = 0   

 

Παραγωγίζουμε και πάλι για να βρούμε την 𝑓′′(𝑥). Οπότε : 

𝑓′(𝑥)𝑓′(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑓′′(𝑥) − 𝑓′′(𝑥) + 1 = 0   ⟺  

(𝑓′(𝑥))
2

+ (𝑓(𝑥) − 1)𝑓′′(𝑥) + 1 = 0 

Για 𝑥 = 𝑥𝑜  έχουμε : 

(𝑓′(𝑥𝑜 ))
2

+ (𝑓(𝑥𝑜 ) − 1)𝑓′′(𝑥𝑜 ) + 1 = 0  οπότε από την (1) 

προκύπτει : 

(𝑓′(𝑥𝑜))
2

+ 1 = 0  που είναι άτοπο. 

Άρα, η 𝑓  δεν έχει σημείο καμπής.  

 


