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2.7 Τοπικά ακρότατα συνάρτησης 

 

Α΄  Ομάδας 

 

Άσκηση 2 σελ. 149 

 

Λύση 

α) 

i) 𝑓(𝑥) =  𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 + 1 

Πεδίο ορισμού :  ℝ 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 6𝑥 + 3 = 3(𝑥2 − 2𝑥 + 1) =  

= 3(𝑥 − 1)2 ≥ 0, 𝑥 ∈ ℝ  

𝑓′(𝑥) = 0   ⟺   3(𝑥 − 1)2  = 0   ⟺    𝑥 = 1  

𝑥 −∞                               1                               +∞ 

𝑓′(𝑥) + + 

𝑓(𝑥)   

 

Η 𝑓 είναι  γνησίως αύξουσα για κάθε 𝑥 ∈ ℝ .Δεν έχει ακρότατα . 
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ii) Πεδίο ορισμού :  ℝ. 

𝑔′(𝑥) = 3𝑥2 − 3 = 3(𝑥2 − 1)  

𝑔′(𝑥) = 0   ⟺   𝑥2 − 1 = 0   ⟺    𝑥2 = 1  ⟺   𝑥 = ±1  

 

𝑥 −∞                      −1                              1                           +∞ 

𝑓′(𝑥) + − + 

𝑓(𝑥)    

 

Οπότε, η  𝑓   είναι γνησίως αύξουσα στο 

(−∞, −1] 𝜅𝛼𝜄 𝜎𝜏𝜊 [1, +∞)  και γνησίως φθίνουσα στο [−1,1]. 

Έχει τοπικό μέγιστο στο −1 το : 

𝑔(−1) = (−1)3 − 3(−1) + 2 = 4 

Έχει τοπικό ελάχιστο στο 1  το: 

𝑔(1) = 13 − 3 ∙ 1 + 2 = 0 

  

iii) Πεδίο ορισμού της ℎ  είναι : ℝ. 

ℎ′(𝑥) = 6𝑥2 − 6𝑥 = 6𝑥(𝑥 − 1)  

  

𝑥 −∞                      0                              1                           +∞ 

𝑓′(𝑥) + − + 

𝑓(𝑥)  

 

  

 

Οπότε, η  ℎ   είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞, 0] 𝜅𝛼𝜄 𝜎𝜏𝜊 [0, +∞)  

και γνησίως φθίνουσα στο [0,1]. 

Έχει τοπικό μέγιστο στο 0 το :  ℎ(0) = −1. 

Έχει τοπικό ελάχιστο στο 1  το:  ℎ(1) = −2. 
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β) i) 𝑓 συνεχής ως πολυωνυμική. 

Είναι : lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥3 = −∞   και lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥3 = +∞ . 

Αφού η 𝑓 είναι γνησίως αύξουσα (από ερώτημα (α)), το σύνολο τιμών 

της 𝑓  είναι το :             𝑓(𝐴) = (−∞, +∞) = ℝ 

Το  0 ∈ 𝑓(𝐴) = ℝ  επομένως,  υπάρχει ένα τουλάχιστον:  

𝑥𝑜 ∈ 𝐴:    𝑓(𝑥𝑜) = 0 

Αφού η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα στο 𝛢  το 𝑥𝑜  είναι 

μοναδική ρίζα. 

 

ii) H 𝑔(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 + 2  είναι συνεχής ως πολυωνυμική στο ℝ. 

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

𝑥3 = −∞   και 𝑔(−1) = 4    

H 𝑔  στο (−∞, −1]  είναι συνεχής  και  γνησίως αύξουσα άρα : 

 𝑔((−∞, −1]) = (−∞, 4] 

Είναι   :   0 ∈ (−∞, 4]   οπότε υπάρχει ένα τουλάχιστον: 

𝑥1  ∈ (−∞, 1]: 𝑔(𝑥1) = 0.  Επειδή η 𝑔  είναι γνησίως αύξουσα η ρίζα 

αυτή είναι μοναδική. 

 

H 𝑔  στο [−1,1]  είναι συνεχής  και  γνησίως φθίνουσα άρα : 

 𝑔([−1,1]) = [0,4] 

Είναι   :   0 ∈ [0,4]   οπότε υπάρχει ένα τουλάχιστον: 

𝑥2  ∈ [−1,1]: 𝑔(𝑥2) = 0.  Επειδή η 𝑔  είναι γνησίως φθίνουσα η ρίζα 

αυτή είναι μοναδική. Επειδή  𝑔(1) = 0  το 1  είναι αυτή η ρίζα. 
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lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥3 = +∞   και 𝑔(1) = 0    

H 𝑔  στο [1, +∞)  είναι συνεχής  και  γνησίως αύξουσα άρα : 

 𝑔([1, +∞) = [0, +∞) 

Είναι   :   0 ∈ [0, +∞)  οπότε υπάρχει ένα τουλάχιστον: 

𝑥3  ∈ [1, +∞): 𝑔(𝑥3) = 0.  Επειδή η 𝑔  είναι γνησίως αύξουσα η ρίζα 

αυτή είναι μοναδική. Επειδή  𝑔(1) = 0  το 1  είναι αυτή η ρίζα 

Επομένως, η 𝑔  έχει στο ℝ  δύο άνισες ρίζες. 

iii) H ℎ(𝑥) = 2𝑥3 − 3𝑥2 − 1   είναι συνεχής ως πολυωνυμική στο ℝ. 

lim
𝑥→−∞

ℎ(𝑥) = −∞  και ℎ(0) = −1  και είναι γνησίως αύξουσα στο  

(−∞, 0]    (από ερώτημα (α)) 

Επομένως,  ℎ((−∞, 0]) = (−∞, −1]  στο οποίο δεν ανήκει το 0 έτσι η 

ℎ  δεν έχει ρίζα σε αυτό το διάστημα. 

Όμοια :  𝑔([0,1]) = [−3, −1] στο οποίο δεν ανήκει το 0 έτσι η ℎ  δεν 

έχει ρίζα σε αυτό το διάστημα. 

ℎ([1, +∞)) = [−3, +∞)  στο οποίο ανήκει το 0  και επειδή είναι και 

γνησίως αύξουσα έχει μοναδική ρίζα σε αυτό το διάστημα. 
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Άσκηση 5 σελ. 150 

 

Λύση 

Η 𝑓  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο ℝ  με  

𝑓′(𝑥) = 3𝑎𝑥2 + 2𝛽𝑥 − 3 

 Αφού είναι παραγωγίσιμη και παρουσιάζει ακρότατο στα  −1  𝜅𝛼𝜄 1,  

από το  θεώρημα  Fermat προκύπτει :   

𝑓′(−1) = 0  𝜅𝛼𝜄  𝑓′(1) = 0 

𝑓′(−1) = 0  ⟺   3𝑎 − 2𝛽 − 3 = 0  ⟺   3𝛼 − 2𝛽 = 3   (𝟏) 

𝑓′(1) = 0  ⟺   3𝑎 + 2𝛽 − 3 = 0  ⟺   3𝛼 + 2𝛽 = 3  (𝟐) 

Λύνοντας το σύστημα των εξισώσεων (1) 𝜅𝛼𝜄 (2)  προκύπτει ότι : 

𝜶 = 𝟏  𝜅𝛼𝜄  𝜷 = 𝟎 

Για τα α,  β  που βρήκαμε η συνάρτηση γίνεται : 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 + 1. 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 3, 𝑥 ∈ ℝ 

𝑓′(𝑥) = 0   ⟺   3𝑥2 − 3 = 0   ⟺ 𝑥 = ±1 

𝑥 −∞                     −1                              1                           +∞ 

𝑓′(𝑥) + − + 

𝑓(𝑥)    

 

Άρα, η 𝑓  παρουσιάζει  −1  τοπικό μέγιστο το 3    και στο 1  τοπικό 

ελάχιστο το1. 
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Άσκηση 10 σελ. 150 

 

Λύση 

Κέρδος :  

𝑓(𝑥) = 𝐸(𝑥) − 𝐾(𝑥) = −
1

3
𝑥3 + 18𝑥2 − 180𝑥 − 1000, 𝑥 ∈ [0,105]  

𝑓′(𝑥) = −𝑥2 + 36𝑥 − 180 

𝑓′(𝑥) = 0   ⟺   𝑥 = 6   ή  𝑥 = 30 

𝑥 0                             6                           30                           105 

𝑓′(𝑥) − + − 

𝑓(𝑥) 
   

 

Άρα, η 𝑓  παρουσιάζει  μέγιστο κέρδος όταν έχει ημερήσια παραγωγή 

30 μονάδες αφού εκεί παρουσιάζει μέγιστο. 
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Β΄ Ομάδας 

Άσκηση  2  β’   ομάδας  σελ. 151 

 

 

Λύση 

i) Η  𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑥 − 1  έχει πεδίο ορισμού το 𝛢 = (0, +∞). 

 

𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
+ 1 > 0  𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 > 0 

Οπότε, η  𝑓   είναι γνησίως αύξουσα  στο  (0, +∞). 

Είναι :  𝑓(1) = 𝑙𝑛1 + 1 − 1 = 0   δηλαδή το 1  είναι μοναδική ρίζα. 

𝑥 < 1   ⟹   𝑓(𝑥) < 𝑓(1) = 0   αφού η f  είναι γνησίως αύξουσα.  

𝑥 > 1  ⟹    𝑓(𝑥) > 𝑓(1) = 0   αφού η f  είναι γνησίως αύξουσα. 

 

ii) 𝜑(𝑥) = 2𝑥𝑙𝑛𝑥 + 𝑥2 − 4𝑥 + 3 

𝜑′(𝑥) = 2𝑙𝑛𝑥 + 2𝑥 ∙
1

𝑥
+ 2𝑥 − 4  

= 2𝑙𝑛𝑥 + 2 + 2𝑥 − 4   

= 2𝑙𝑛𝑥 + 2𝑥 − 2 = 2(𝑙𝑛𝑥 + 𝑥 − 1) = 2𝑓(𝑥)   

𝜑′(𝑥) = 0  ⟺   𝑓(𝑥) = 0   ⟺   𝑥 = 1  
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𝑥 0                                   1                               +∞ 

𝜑′(𝑥) − + 

𝜑(𝑥) 
  

 
Έχει ελάχιστο το 𝜑(1) = 0. 

 

iii) Για να βρούμε το σημείο τομής των 𝑔(𝑥)  𝜅𝛼𝜄 ℎ(𝑥)  αρκεί να 

λύσουμε την εξίσωση 𝑔(𝑥) = ℎ(𝑥). 

g(x) = h(x)  ⟺  𝑥𝑙𝑛𝑥 =  −
1

2
𝑥2 − 2𝑥 +

3

2
    ⟺  

⟺ 2𝑥𝑙𝑛𝑥 = −𝑥2 − 4𝑥 + 3   ⟺    𝜑(𝑥) = 0  που έχουν 1  ρίζα 

𝜏𝜂 𝑥 = 1. Επομένως, οι γραφικές παραστάσεις των 𝑓, 𝑔  έχουν 1  

κοινό σημείο το 𝛢(1,0). 

Επίσης : 

𝑔′(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 1   𝜅𝛼𝜄   𝑔′(1) = 1 

ℎ′(𝑥) = −𝑥 + 2   𝜅𝛼𝜄   ℎ′(1) = 1 

Δηλαδή 𝑔′(1) = ℎ′(1)   𝜅𝛼𝜄  𝑔(1) = ℎ(1) = 0. 

Άρα, έχουν κοινή εφαπτομένη στο κοινό τους σημείο 𝛢. 
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Άσκηση  3  β’   ομάδας  σελ. 151 

 

Λύση 

 

i) α)  𝑒𝑥 > 1 + 𝑥   ⟺   𝑒𝑥 − 𝑥 − 1 > 0 

Έστω η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑥 − 1  με πεδίο ορισμού τοℝ. 

𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1  

𝑥 −∞                                   0                               +∞ 

𝜑′(𝑥) − + 

𝜑(𝑥) 
  

 

Στο [0, +∞)  η  𝑓   είναι γνησίως αύξουσα : 

𝑥 > 0  ⟹    𝑓(𝑥) > 𝑓(0) = 0 ⟺   𝑒𝑥 − 𝑥 − 1 > 0  

 

 

β)  𝑒𝑥 > 1 + 𝑥 +
1

2
𝑥2 

Έστω 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 −
1

2
𝑥2 − 𝑥 − 1,   𝑥 ∈ ℝ. 

𝑔′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑥 − 1 > 0 𝛾𝜄𝛼   𝑥 ∈ (0, +∞)  από το ερώτημα (𝛼). 

Οπότε : η 𝑔  είναι  γνησίως αύξουσα στο [0, +∞)  άρα: 
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 𝑥 > 0 ⟹ 𝑔(𝑥) > 𝑔(0)  οπότε  : 𝑒𝑥 > 1 + 𝑥 +
1

2
𝑥2. 

 

ii) α) 𝑓(𝑥) = 𝜎𝜐𝜈𝑥 +
1

2
𝑥2 − 1,   𝑥 ∈ ℝ. 

 𝑓′(𝑥) = −𝜂𝜇𝑥 + 𝑥 

 𝑥 ≠ 0 ∶   |𝜂𝜇𝑥| < |𝑥|  ⟺  −|𝑥| < 𝜂𝜇𝑥 < |𝑥|.  Οπότε :  για 𝑥 > 0 ∶ 

𝜂𝜇𝑥 < 𝑥  ⟺  −𝜂𝜇𝑥 + 𝑥 > 0 

 Άρα,  𝑓′(𝑥) > 0  ⟹   𝑓 𝛾𝜈𝜂𝜎ί𝜔𝜍 𝛼ύ𝜉𝜊𝜐𝜎𝛼 𝜎𝜏𝜊 [0, +∞). 

 Οπότε,  για  𝑥 > 0  ⟹   𝑓(𝑥) > 𝑓(0) = 0. 

β) 𝑔(𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 +
1

6
𝑥3 − 𝑥,   𝑥 ∈ ℝ.  

𝑔′(𝑥) = 𝜎𝜐𝜈𝑥 +
𝑥2

2
− 1 = 𝑓(𝑥) > 0  , 𝑥 > 0  

𝛨   𝑔 είναι γνησίως αύξουσα στο [0, +∞).  Οπότε : 

𝑥 > 0  ⟹   𝑔(𝑥) > 𝑔(0)  ⟹  𝑒𝑥 −
1

2
𝑥2 − 𝑥 − 1 > 0  

 

iv) α) 𝑓(𝑥) = (1 + 𝑥)𝑣 − 𝑣𝑥 − 1,   𝑥 ≥ 0 

𝑓′(𝑥) = 𝑣(1 + 𝑥)𝑣−1 − 𝑣 = 𝑣[(1 + 𝑥)𝑣−1 − 1] >0 

Αφού :  1 + 𝑥 > 1  ⟹   (1 + 𝑥)𝑣−1 > 1. 

Άρα,   𝑓  γνησίως  αύξουσα στο (0, +∞)  αφού  𝑓  συνεχής στο 0. 

𝑥 > 0 ⟹   𝑓(𝑥) > 𝑓(0)   

Οπότε :   (1 + 𝑥)𝑣 − 1 − 𝑣𝑥 > 0 

Αφού 𝑓(0) = (1 + 0)𝑣 − 1 − 𝑣 ∙ 0 = 0 

 

β) 𝑔(𝑥) = (1 + 𝑥)𝑣 − 1 − 𝑣𝑥 −
𝑣(𝑣−1)

2
𝑥2,   𝑥 ≥ 0. 

𝑔′(𝑥) = 𝑣(1 + 𝑥)𝑣−1 − 𝑣 − 𝑣(𝑣 − 1)𝑥   

= 𝑣[(1 + 𝑥)𝑣−1 − 1 − 𝑣(𝑣 − 1)] > 0   από (𝛼). 
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Οπότε : 𝑔  γνησίως αύξουσα στο [0, +∞). 

𝑥 > 0  ⟹   𝑔(𝑥) > 𝑔(0)  ⟹    

⟹  (1 + 𝑥)𝑣 − 1 − 𝑣𝑥 −
𝑣(𝑣−1)

2
𝑥2 > 0  
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Άσκηση  4  β’   ομάδας  σελ. 151 

 

Λύση 

 

Επειδή η 𝑓  είναι  παραγωγίσιμη αν είχε ακρότατα θα ήταν ρίζες της 

εξίσωσης 𝑓′(𝑥) = 0. 

Για κάθε  𝑥 ∈ ℝ,  παραγωγίζουμε τη σχέση που μας δίνεται και έχουμε: 

2(𝑓3(𝑥))
′

+ 6(𝑓(𝑥))
′

= 2(𝑥3)′ + 6(𝑥)′ + (1)′   ⟺  

2 ∙ 3𝑓2(𝑥)𝑓′(𝑥) + 6𝑓′(𝑥) = 2 ∙ 3𝑥2 + 6 ∙ 1 + 0  ⟺  

6𝑓2(𝑥)𝑓′(𝑥) + 6𝑓′(𝑥) = 6𝑥2 + 6  ⟺  

6𝑓′(𝑥)[𝑓2(𝑥) + 1] = 6(𝑥2 + 1)  ⟺  

𝑓′(𝑥)[𝑓2(𝑥) + 1] = 𝑥2 + 1    (1) 

 

Είναι :   𝑓2(𝑥) + 1 ≠ 0   οπότε  από την (1)   ⟹   𝑓′(𝑥) =
𝑥2+1

𝑓2(𝑥)+1
. 

Επομένως,   𝑓′(𝑥) = 0   ⟺   
𝑥2+1

𝑓2(𝑥)+1
 = 0  ⟺   𝑥2 + 1 = 0    που είναι 

αδύνατη αφού 𝑥2 + 1 > 0  𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀  𝑥 ∈  ℝ. 

Αν είχε ακρότατο στο 𝑥𝑜  θα ήταν 𝑓′(𝑥𝑜) = 0.   Αν στην (1) βάλουμε 

όπου 𝑥 το 𝑥𝑜  παίρνουμε : 𝑥𝑜
2 + 1 = 0.   ΑΤΟΠΟ  
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Άσκηση  6  β’   ομάδας  σελ. 152 

 

Λύση 

 

Παρατηρούμε ότι 𝑓(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ∈ ℝ  :   𝑓(𝑎) = 𝑓(𝛽) = 𝑓(𝛾) = 0. 

Άρα στα 𝛼, 𝛽, 𝛾 έχει ολικό ελάχιστο. 

Συμπεραίνουμε ότι : 𝑓′(𝑎) = 𝑓′(𝛽) = 𝑓′(𝛾) = 0. 

Στο [𝛼, 𝛽]  έχουμε 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝛽) = 0  και  𝑥 ∈ (𝑎, 𝛽) με 𝑓(𝑥) > 0. 

Στο [𝛼, 𝛽]  σαν συνεχής παίρνει μέγιστη τιμή έστω στο 𝑥1. 

Στο 𝑥1  έχουμε τοπικό μέγιστο .  

Επίσης, επειδή  𝑥1 ∈ (𝑎, 𝛽) με 𝑓′(𝑥1) = 0. 

Όμοια, για το [𝛽, 𝛾]  υπάρχει 𝑥2 ∈ (𝛽, 𝛾)  στο οποίο η 𝑓  έχει τοπικό 

μέγιστο και 𝑓′(𝑥2) = 0. 

Στα 𝛼, 𝛽, 𝛾 έχουμε ολικό ελάχιστο άρα και τοπικό . 

Στα 𝑥1, 𝑥2  έχουμε τοπικό μέγιστο . 

To 𝑓(𝑥)  είναι πολυώνυμο 6𝜊𝜐  βαθμού.  Άρα, 𝑓′(𝑥) είναι πολυώνυμο 

5𝜊𝜐  βαθμού. 

Αφού 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑥1, 𝑥2   ρίζες και 𝑓′(𝑥) = 0  αυτές είναι όλες οι ρίζες της 

𝑓′. Άρα, η 𝑓  δεν έχει αλλού τοπικό ακρότατο.  
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Άσκηση  8  β’   ομάδας  σελ. 152 

 

Λύση 

 

 
 

i) Βρίσκουμε την απόσταση του Μ από το Α.  

(𝑀𝐴) = √(
9

2
− 𝑥)

2

+ (0 − 𝑓(𝑥))
2

  ⟺ 

(𝑀𝐴)2 = (𝑥 −
9

2
)

2

+ 𝑓2(𝑥) 

Για να είναι ελάχιστο το 𝛭𝛢 αρκεί να είναι το 𝛭𝛢2  ελάχιστο. 

Άρα, θεωρούμε τη συνάρτηση 

𝑔(𝑥) = (𝑥 −
9

2
)

2

+ 𝑓2(𝑥),   𝑥 ∈ [0, +∞) 

και τη μελετάμε ως προς τα ακρότατα. 

𝑔′(𝑥) = 2 (𝑥 −
9

2
) (𝑥 −

9

2
)

′
+ 2𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥) = 2 (𝑥 −

9

2
) + 2𝑓(𝑥)𝑓′(𝑥)  
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= 2 (𝑥 −
9

2
) + 2√𝑥

1

2√𝑥
= 2 (𝑥 −

9

2
) + 1 = 2𝑥 − 8  

𝑥 0                                   4                               +∞ 

𝑔′(𝑥) − + 

𝑔(𝑥) 
  

 

Άρα, έχει ελάχιστο για 𝑥 = 4  το 𝑔(4) =
17

4
. 

Επομένως,  η (𝑀𝛢)2  και συνεπώς και η (𝛭𝛢)  γίνεται ελάχιστη για 

𝑥 = 4. 

Συνεπώς, το ζητούμενο σημείο είναι το 𝛭(4, 2). 

 

ii)  Η εφαπτομένη στο 𝛭  είναι :  (ε):  𝑦 − 𝑓(4) = 𝑓′(4)(𝑥 − 4). 

𝑓(4) = 2,   𝑓′(4) =
1

4
 

Άρα  :  𝑦 − 4 =
1

4
(𝑥 − 4)   ⟺   𝑦 =

1

4
𝑥 + 3. 

𝜆𝜀 =
1

4
  

 

𝜆𝛢𝛭 =
2−0

4−
9

2

= −4  

𝜆𝜀 ∙ 𝜆𝛢𝛭 = −1 

Οπότε :  𝜀 ⊥ 𝛢𝛭. 

 

 

 


