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2.3 Κανόνες παραγώγισης 

Α΄  Ομάδας 

 

Άσκηση 5 σελ. 120 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

i) Μας  ενδιαφέρουν τα σημεία (𝑥, 𝑓(𝑥)) της  𝑓  για τα οποία ισχύει 

ότι:  

𝑓′(𝑥) = 0 

Για 𝑥 ≠ 0 έχουμε:  𝑓′(𝑥) = (𝑥)′ + (
4

𝑥
)

′
= 1 −

4

𝑥2
=

𝑥2−4

𝑥
. 

Οπότε:  𝑓′(𝑥) = 0   ⟺    𝑥2 − 4 = 0  ⟺   𝑥2 = 4   ⟺   𝒙 = ±𝟐 

Για  𝑥 = 2 έχουμε:   𝑓(2) = 2 +
4

2
= 4. 

Για  𝑥 = −2 έχουμε:  𝑓(−2) = −2 +
4

−2
= −4. 

Επομένως, τα ζητούμενα σημεία είναι: 𝛢(−2, −4) 𝜅𝛼𝜄 𝛣(2,4). 

ii) Μας  ενδιαφέρουν τα σημεία (𝑥, 𝑓(𝑥)) της  𝑓  για τα οποία ισχύει 

ότι:  

𝑓′(𝑥) = 0 

Έχουμε:  𝑓′(𝑥) = (
𝑥

𝑒𝑥)
′

=
(𝑥)′𝑒𝑥−𝑥(𝑒𝑥)′

(𝑒𝑥)2
 =  

𝑒𝑥−𝑥𝑒𝑥

𝑒2𝑥
=

𝑒𝑥(1−𝑥)

𝑒2𝑥
=

1−𝑥

𝑒𝑥
. 

Οπότε:  𝑓′(𝑥) = 0   ⟺    1 − 𝑥 = 0  ⟺   𝒙 = 𝟏. 

Για  𝑥 = 1  είναι :  𝑓(1) =
1

𝑒
 .  Επομένως, τo ζητούμενo σημείo είναι: 

𝛢 (1 ,
1

𝑒
) . 

iii) Μας  ενδιαφέρουν τα σημεία (𝑥, 𝑓(𝑥)) της  𝑓  για τα οποία ισχύει 

ότι:   𝑓′(𝑥) = 0 
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Για 𝑥 ≠ 0 έχουμε:  𝑓′(𝑥) =
(𝑥2+1)′𝑥−(𝑥2+1)(𝑥)′

𝑥2
 =  

2𝑥2−𝑥2−1

𝑥2
 =  

(𝑥2−1)

𝑥2
 

Οπότε:  𝑓′(𝑥) = 0   ⟺    𝑥2 − 1 = 0  ⟺   𝑥2 = 1   ⟺   𝒙 = ±𝟏 

Για  𝑥 = 1  έχουμε:   𝑓(1) =
1+1

1
= 2. 

Για  𝑥 = −1  έχουμε:   𝑓(−1) =
1+1

−1
= −2. 

Επομένως, τα ζητούμενα σημεία είναι: 𝛢(1,2) 𝜅𝛼𝜄 𝛣(−1, −2). 
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Άσκηση 7 σελ. 121 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

Για να είναι κάθετες δύο ευθείες αρκεί οι συντελεστές τους 

διεύθυνσης να έχουν γινόμενο −1. 

Αρχικά βρίσκουμε τις παραγώγους των 𝑓, 𝑔. 

Είναι : 𝑓′(𝑥) = 2𝑥   𝜅𝛼𝜄   𝑔′(𝑥) = −
1

4𝑥2
(2𝑥)′ = −

2

4𝑥2
= −

1

2𝑥2
. 

Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της  𝑓  στο 𝐴   είναι ο 

𝑓′(1) = 2.  

Ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης της  𝑔 στο 𝐴  είναι ο   

𝑔′(1) = −
1

2
 

Βρίσκουμε το γινόμενό τους : 𝑓′(1) ∙ 𝑔′(1) = 2 ∙ (−
1

2
).  . 

Επομένως, οι εφαπτόμενες των γραφικών τους παραστάσεων είναι 

στο κάθετες στο κοινό τους σημείο (1,1).   
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Άσκηση 8 σελ. 121 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

Είναι 𝑓(0) = 1  για κάθε 𝛼 ∈ ℝ∗. 

Η κλίση της  𝐶𝑓   στο 0  είναι 𝑓′(0). 

Βρίσκουμε για κάθε  𝑥 ∈  ℝ − {𝑎}  την παράγωγο : 

𝑓′(𝑥) =
𝑎(𝑥 + 𝑎) − (𝑎𝑥 + 𝑎)

(𝑥 + 𝑎)2
=

𝑎2 − 𝑎

(𝑥 + 𝑎)2
 

Οπότε:  𝑓′(0) =
𝑎2−𝑎

𝑎2 =
𝑎−1

𝑎
. 

Επομένως λύνουμε την εξίσωση 𝑓′(0) =
1

2
  ⟺   

𝑎−1

𝑎
=

1

2
   ⟺ 

⟺   2(𝑎 − 1) = 𝑎   ⟺   2𝑎 − 2 = 𝑎  ⟺   𝒂 = 𝟐    
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Άσκηση 9 σελ. 121 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

• Για να είναι η εφαπτομένη παράλληλη στην πρέπει να έχουν την 

ίδια κλίση, δηλαδή να είναι: 𝑓′(𝑥) = 9.   

Λύνουμε την εξίσωση και θα βρούμε τις τετμημένες των 

ζητούμενων σημείων. 

Αρχικά βρίσκουμε την  𝑓′(𝑥). 

𝑓′(𝑥) = (𝑥3)′ − (3𝑥)′ + (5)′ = 3𝑥2 − 3 

 Επομένως,  𝑓′(𝑥) = 0    ⟺   3𝑥2 − 3 = 9   ⟺    3𝑥2  = 12  ⟺   

𝑥2 = 4   ⟺   𝒙 = ±𝟐  

Θα βρούμε και τις τεταγμένες αντικαθιστώντας στην   τις τιμές 

που βρήκαμε. 

Για 𝑥 = 2  είναι :  𝑓(2) = 23 − 3 ∙ 2 + 5 = 7  

 Για 𝑥 = −2  είναι : 𝑓(−2) = (−2)3 − 3 ∙ (−2) + 5 =  −8 + 6 +

5 = 3. 

Επομένως, τα ζητούμενα σημεία είναι :   𝐴(2,7),   𝐵(−2,3). 

  

 

• Για να είναι η εφαπτομένη κάθετη στην  πρέπει οι κλίσεις τους να 

έχουν γινόμενο −1 , δηλαδή να είναι:  
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𝑓′(𝑥) ∙ (−1) = −1   ⟺   𝑓′(𝑥) = 1 

Λύνουμε την εξίσωση και θα βρούμε τις τετμημένες των 

ζητούμενων σημείων. 

Αρχικά βρίσκουμε την παράγωγο 𝑓′(𝑥). 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 3  

Επομένως,  𝑓′(𝑥) = 1    ⟺   3𝑥2 − 3 = 1   ⟺    3𝑥2  = 4  ⟺   

𝑥2 =
4

3
   ⟺   𝒙 = ±

𝟐

√𝟑
   ⟺    𝒙 =  ±

𝟐√𝟑

𝟑
  

Θα βρούμε και τις τεταγμένες αντικαθιστώντας στην   τις τιμές 

που βρήκαμε. 

Για 𝑥 =
2√3

3
  είναι :  𝑓 (

2√3

3
) =

−10√3+45

9
. 

 Για 𝑥 = −
2√3

3
  είναι :  𝑓 (−

2√3

3
) =

10√3+45

9
. 

Επομένως, τα ζητούμενα σημεία είναι :   

𝐴 (
2√3 

3
,
−10√3 + 45

9
) ,   𝐵(

−2√3 

3
,
10√3 + 45

9
) 

  

  

Άσκηση 10 σελ. 121 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 
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Δεν γνωρίζουμε το σημείο επαφής της εφαπτομένης της  με αυτήν. 

Έστω λοιπόν   το σημείο.  

Η εξίσωση της εφαπτομένης στο 𝑀𝑜(𝑥𝑜, 𝑓(𝑥𝑜))  είναι :  

𝒚 − 𝒇(𝒙𝒐) = 𝒇′(𝒙𝒐)(𝒙 − 𝒙𝒐) 

  

𝑦 − 𝑥𝑜
2 = 2𝑥𝑜(𝑥 − 𝑥𝑜)    ⟺   𝑦 = 2𝑥𝑜𝑥 − 2𝑥𝑜

2 + 𝑥𝑜
2    ⟺ \ 

 ⟺  𝑦 = 2𝑥𝑜𝑥 − 𝑥𝑜
2 

Για  να περνάει η 𝜀 από το σημείο 𝛢(0, −1),  αρκεί οι 

συντεταγμένες του να την επαληθεύουν.  

Δηλαδή:  −1 = 2𝑥𝑜 ∙ 0 − 𝑥𝑜
2   ⟺   𝑥𝑜

2 = 1   ⟺   𝑥𝑜 =  ±1.  

Για 𝑥𝑜 = 1 έχουμε:  𝑦 = 2𝑥 − 1. 

Για 𝑥𝑜 = −1 έχουμε:  𝑦 = −2𝑥 − 1. 
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Άσκηση 11 σελ. 121 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

Αφού η γραφική παράσταση της 𝑓  διέρχεται από τα  𝐴(1,2) και 

𝛰(0,0)  οι συντεταγμένες τους την επαληθεύουν.  Λύνουμε το 

σύστημα:  

𝑓(1) = 2  𝜅𝛼𝜄  𝑓(0) = 0  

Άρα,  𝑓(0) = 0  ⟺   𝜸 = 𝟎. 

Επίσης,  𝑓(1) = 2   ⟺   𝑎 + 𝛽 + 𝛾 = 2    ⟺  

⟺   𝛼 + 𝛽 + 0 = 2  ⟺  

⟺   𝛼 + 𝛽 = 2     (𝟏)  

Βρίσκουμε την παράγωγο της 𝑓 για  κάθε 𝑥 ∈ ℝ. 

Είναι:   𝑓′(𝑥) = 2𝑎𝑥 + 𝛽. 

Επειδή η  𝑦  εφάπτεται της 𝐶𝑓  στο σημείο 𝛰(0,0) έπεται ότι: 

𝑓′(0) = 1  ⟺   𝜷 = 𝟏  

(1) ⟺   𝛼 + 1 = 2   ⟺   𝜶 =  𝟏  
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Άσκηση 12 σελ. 121 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

Θυμίζουμε ότι είναι :  (𝑓(𝑔(𝑥))
′

= 𝑓′(𝑔(𝑥)) ∙ 𝑔′(𝑥). 

i) 𝑓′(𝑥) = −2(3𝑥4 + 4𝑥3)−2−1(3𝑥4 + 4𝑥3)′ = 

= −2(3𝑥4 + 4𝑥3)−3(12𝑥3 + 12𝑥2) =  

= −2 ∙ 12𝑥2 ∙ (3𝑥4 + 4𝑥3)−3 ∙ (𝑥 + 1) =  

= −24𝑥2 ∙ (3𝑥4 + 4𝑥3)−3 ∙ (𝑥 + 1) = 

= −24𝑥2 ∙
1

(3𝑥4 + 4𝑥3)3
∙ (𝑥 + 1) = 

= −
24𝑥2

𝑥9(3𝑥 + 4)3
∙ (𝑥 + 1) =  −

24(𝑥 + 1)

𝑥7(3𝑥 + 4)3
  

 

ii)  𝑓′(𝑥) =
2

3
(𝑥 − 1)

2

3
−1(𝑥 − 1)′ =

2

3
(𝑥 − 1)−

1

3 =
2

3 √(𝑥−1)
3    𝛾𝜄𝛼  𝑥 > 1. 

 

iii) 𝑓′(𝑥) = 𝜎𝜐𝜈 (
1

1+𝑥2) (
1

1+𝑥2)
′

= 𝜎𝜐𝜈 (
1

1+𝑥2) (−
1

(1+𝑥2)2) (1 + 𝑥2)′ = 

= −𝜎𝜐𝜈 (
1

1 + 𝑥2
) ∙

2𝑥

(1 + 𝑥2)2
 

iv) 𝑓′(𝑥) =
1

1

𝑥
−𝑥

(
1

𝑥
− 𝑥)

′
 =

𝑥

1−𝑥2 (−
1

𝑥2
− 1) = −

𝑥(1+𝑥2)

(1−𝑥2)𝑥2
= −

1+𝑥2

𝑥(1−𝑥2)
 

v) 𝑓′(𝑥) = 𝑒−𝑥2
(−𝑥2)′ = −2𝑥𝑒−𝑥2

 

Άσκηση 14 σελ. 121 σχολικού βιβλίου 
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Λύση 

i) Γράφουμε την 𝑓  ως  εξής : 

 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑙𝑛𝑥 = 𝑒𝑙𝑛𝑥𝑙𝑛𝑥
= 𝑒𝑙𝑛𝑥𝑙𝑛𝑥 = 𝑒ln2 𝑥      

𝑓′(𝑥) = (𝑥𝑙𝑛𝑥)′ = (𝑒ln2 𝑥)
′

=  𝑒ln2 𝑥(ln2 𝑥)′ =    

= 𝑥𝑙𝑛𝑥2𝑙𝑛𝑥(𝑙𝑛𝑥)′ =
2𝑥𝑙𝑛𝑥𝑙𝑛𝑥

𝑥
= 2𝑥𝑙𝑛𝑥−1𝑙𝑛𝑥 ,  𝑥 > 0 

 

ii)  𝑓(𝑥) = 25𝑥−3 = 𝑒𝑙𝑛25𝑥−3
= 𝑒(5𝑥−3)𝑙𝑛2 

𝑓′(𝑥) = (𝑒(5𝑥−3)𝑙𝑛2)
′

=  𝑒(5𝑥−3)𝑙𝑛2((5𝑥 − 3)𝑙𝑛2)
′

=  

=  25𝑥−3 ∙ 5𝑙𝑛2  

 

iii) 𝑓(𝑥) = (𝑙𝑛𝑥)𝑥 = 𝑒ln(𝑙𝑛𝑥)𝑥
= 𝑒𝑥𝑙𝑛(𝑙𝑛𝑥) 

𝑓′(𝑥) =  𝑒𝑥𝑙𝑛(𝑙𝑛𝑥)(𝑥𝑙𝑛(𝑙𝑛𝑥))
′

= (𝑙𝑛𝑥)𝑥(ln(𝑙𝑛𝑥) + 𝑥 ∙
1

𝑙𝑛𝑥
∙ (𝑙𝑛𝑥)′ = 

= (𝑙𝑛𝑥)𝑥 (ln(𝑙𝑛𝑥) +
1

𝑙𝑛𝑥
) ,   𝑥 > 1 

iv) 𝑓′(𝑥) = (𝜂𝜇𝑥 ∙ 𝑒𝜎𝜐𝜈𝑥)′ = (𝜂𝜇𝑥)′ ∙ 𝑒𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝜂𝜇𝑥 ∙ (𝑒𝜎𝜐𝜈𝑥)" = 

= 𝜎𝜐𝜈𝑥 ∙ 𝑒𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝜂𝜇𝑥 ∙ 𝑒𝜎𝜐𝜈𝑥(𝜎𝜐𝜈𝑥)′ =  

= 𝜎𝜐𝜈𝑥 ∙ 𝑒𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇2𝑥 ∙ 𝑒𝜎𝜐𝜈𝑥 = 𝑒𝜎𝜐𝜈𝑥(𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇2𝑥)  

Άσκηση 15 σελ. 122 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

Είναι: 
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𝑓′(𝑥) = 2𝜂𝜇𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥  

𝑓′′(𝑥) = 2𝜎𝜐𝜈𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥 − 2𝜂𝜇𝑥𝜂𝜇𝑥  

Επομένως: 

 

𝑓′′(𝑥) + 4𝑓(𝑥) = 2(𝜎𝜐𝜈𝑥)2 − 2(𝜂𝜇𝑥)2 + 4(𝜂𝜇𝑥)2 =  

= 2𝜎𝜐𝜈2𝑥 + 2𝜂𝜇2𝑥 = 2(𝜎𝜐𝜈2𝑥 + 𝜂𝜇2𝑥) = 2 ∙ 1 = 2  
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Β΄  Ομάδας 

 

Άσκηση 1 σελ. 122 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

Για να βρούμε το κοινό σημείο τους αρκεί να λύσουμε την εξίσωση   

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) και να δείξουμε ότι έχει μοναδική λύση. 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)    ⟺    
1

𝑥
 = 𝑥2 − 𝑥 + 1   ⟺   𝑥3 − 𝑥2 + 𝑥 − 1 = 0   ⟺ 

⟺   𝑥2(𝑥 − 1) + (𝑥 − 1) = 0   ⟺     (𝑥 − 1)(𝑥2 + 1) = 0   ⟺   

⟺ 𝑥 − 1 = 0   ή    𝑥2 + 1 = 0   ⟺ 𝑥 = 1  ή   𝑥2 = −1 𝛼𝛿ύ𝜈𝛼𝜏𝜂   ⟺    

⟺ 𝒙 = 𝟏  

Για να  βρούμε την τεταγμένη του κοινού σημείου αρκεί να 

αντικαταστήσουμε το 𝑥  που βρήκαμε είτε στην 𝑓(𝑥)  είτε στην 𝑔(𝑥). 

𝑓(1) =
1

1
= 1 

Επομένως, το κοινό σημείο τους είναι το (1,1). 

Για να είναι οι εφαπτομένες τους κάθετες αρκεί οι κλίσεις τους να 

έχουν γινόμενο −1. 

Αρχικά βρίσκουμε τις παραγώγους των 𝑓, 𝑔. 

Είναι : 𝑓′(𝑥) = −
1

𝑥2
  𝜅𝛼𝜄   𝑔′(𝑥) = 2𝑥 − 1. 

Η κλίση τους λοιπόν στο 𝑥𝑜 = 1 είναι:  
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 𝑓′(1) = −1  𝜅𝛼𝜄  𝑔′(1) = 2 − 1 = 1 

Παρατηρούμε ότι :   𝑓′(1) ∙ 𝑔′(1) = −1. 

Επομένως, οι εφαπτομένες τους στο   (1,1)  είναι κάθετες. 
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Άσκηση 2 σελ. 122 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

Για να βρούμε τα σημεία τομής των γραφικών παραστάσεων δύο 

συναρτήσεων εξισώνουμε τους τύπους των συναρτήσεων και 

επιλύουμε την εξίσωση που προκύπτει. 

Έτσι έχουμε: 

  

 𝑓(𝑥) = 𝑦    ⟺   𝑥3 = 3𝑥 − 2   ⟺   𝑥3 − 3𝑥 + 2 = 0   ⟺ 

⟺ 𝑥3 − 𝑥 − 2𝑥 + 2 = 0   ⟺   𝑥(𝑥2 − 1) − 2(𝑥 − 1) = 0  ⟺  

⟺    𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) − 2(𝑥 − 1) = 0  ⟺   (𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 − 2) = 0 

⟺ 

𝒙 = 𝟏    ή    𝒙 = −𝟐  

 Οπότε οι τετμημένες των  κοινών σημείων είναι:  𝒙 = 𝟏    ή    𝒙 = −𝟐  

Οι τεταγμένες τους είναι : 

Για  𝑥 = 1 έχουμε: 𝑓(1) = 1     οπότε το ένα σημείο είναι το: 𝐴(1,1) 

Για 𝑥 = −2 έχουμε: 𝑓(−2) = −8    οπότε το ένα σημείο είναι το: 

𝛣(−2, −8) 

Βρίσκουμε την παράγωγο της  𝑓   𝛾𝜄𝛼   𝑥 ∈ ℝ:  𝑓′(𝑥) = 3𝑥2.  

 Για  𝑥 = 1   είναι: 𝑓′(1) = 3   ίση με την κλίση της 𝑦 = 3𝑥 − 2.   

Επομένως, η 𝑦 = 3𝑥 − 2  είναι εφαπτομένη της  𝐶𝑓 στο (1, 𝑓(1)). 
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Για 𝑥 = −2   είναι:  𝑓′(−2) = 12   διαφορετική από την κλίση της   

𝑦 = 3𝑥 − 2.  

 Επομένως, η 𝑦 = 3𝑥 − 2  δεν είναι εφαπτομένη της 𝐶𝑓  στο 

(−2, 𝑓(−2)). 
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Άσκηση 3 σελ. 122 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

Στο 𝑥𝑜 = 1  πρέπει οι 𝐶𝑓 , 𝐶𝑔  να τέμνονται. Δηλαδή: 𝑓(1) = 𝑔(1). 

Άρα, 𝛼 + 𝛽 + 2 = 1   ή  𝛼 + 𝛽 = −1       (𝟏) 

Βρίσκουμε  την παράγωγο των 𝑓, 𝑔. 

Είναι:   𝑓′(𝑥) = 2𝑎𝑥 + 𝛽   𝜅𝛼𝜄    𝑔′(𝑥) = −
1

𝑥2
. 

Επομένως,   𝑓′(1) = 2𝛼 + 𝛽   και   𝑔′(1) = −1. 

Για να έχουν κοινή εφαπτομένη πρέπει:  𝑓′(1) = 𝑔′(1).   

Δηλαδή:  2𝛼 + 𝛽 = −1          (2) 

Λύνουμε το σύστημα των (1)    𝜅𝛼𝜄    (2)  και προκύπτει ότι:  

𝜶 = 𝟎     𝜿𝜶𝜾     𝜷 = −𝟏 
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Άσκηση 4 σελ. 122 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

Αρχικά βρίσκουμε την εξίσωση της εφαπτομένης της     𝐶𝑓  στο σημείο 

𝐴(0,1). 

Είναι:  𝑓(0) = 1 ,    𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥  𝜅𝛼𝜄 ∶   𝑓′(0) = 𝑒0 = 1. 

Οπότε, η εφαπτομένη είναι :  𝑦 − 𝑓(0) = 𝑓′(0)(𝑥 − 0)   ⟺ 

𝑦 − 1 = 1𝑥  ⟺    𝑦 = 𝑥 + 1    (𝜀) 

Για να είναι η  (𝜀)  εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝐶𝑓  

πρέπει και αρκεί να υπάρχει  𝑥𝑜 τέτοιο ώστε: 

𝑔(𝑥𝑜) = 𝑥𝑜 + 1     𝜅𝛼𝜄     𝑔′(𝑥𝑜) = 1 

𝑔(𝑥𝑜) = 𝑥𝑜 + 1     ⟺  −𝑥𝑜
2 − 𝑥𝑜 = 𝑥𝑜 + 1   ⟺ 

⟺   𝑥𝑜
2 + 2𝑥𝑜 + 1 = 0   ⟺    (𝑥𝑜 + 1)2 = 0   ⟺  

⟺    𝑥𝑜 + 1 = 0 ⟺   𝒙𝒐 = −𝟏 

𝑔′(𝑥𝑜) = 1   ⟺    −2𝑥𝑜 − 1 = 1  ⟺  −2𝑥𝑜 = 2    ⟺  𝑥𝑜 = −1 

 Επομένως, η  εφαπτομένη   της  𝐶𝑓  στο σημείο  (0,1) εφάπτεται στη  

 𝐶𝑔  στο (−1, 0). 
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Άσκηση 5 σελ. 122 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

Αφού  έχουμε ένα πολυώνυμο 3ου βαθμού θα το γράψουμε ως εξής : 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝛽𝑥2 + 𝛾𝑥 + 𝛿 = 0 

𝑓′(𝑥) = 3𝑎𝑥2 + 2𝛽𝑥 + 𝛾  

𝑓′′(𝑥) = 6𝑎𝑥 + 2𝛽  

𝑓3(𝑥) = 6𝑎  

 

Επομένως: 

𝑓(0) = 4   ⇒    𝜹 = 𝟒 

𝑓3(1) = 6   ⟹   𝒂 = 𝟏 

𝑓′′(2) = 4  ⟹   12 + 2𝛽 = 4   ⟺   𝜷 = −𝟒 

𝑓′(−1) = 2   ⟹   3 ∙ 1 + 2 ∙ (−4)(−1) + 𝛾 = 2   ⇔ 𝜸 = −𝟗  

 

Επομένως, το πολυώνυμο είναι:  𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 4𝑥2 − 9𝑥 + 4.  
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Άσκηση 7 σελ. 122 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

 

i. Για να είναι η   παραγωγίσιμη στο  πρέπει να υπάρχει το όριο  

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
   και να είναι πραγματικός αριθμός.  Άρα, πρέπει να 

εμφανίσουμε το αντίστοιχο κλάσμα στο δοσμένο όριο. Πρέπει 

λοιπόν να προσθαφαιρήσω  τον κατάλληλο όρο. 

Για  𝑥 ≠ 𝑎:  

𝑥𝑓(𝑥) − 𝑥𝑓(𝑎) + 𝑥𝑓(𝑎) − 𝑎𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= 

=
𝑥(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎))

𝑥 − 𝑎
+

𝑓(𝑎)(𝑥 − 𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

Επομένως:  

 lim
𝑥→𝑎

𝑥𝑓(𝑥)−𝑎𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
=  lim

𝑥→𝑎
 

𝑥(𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎))

𝑥−𝑎
+ lim

𝑥→𝑎

𝑓(𝑎)(𝑥−𝑎)

𝑥−𝑎
= 𝑎𝑓′(𝑎) + 𝑓(𝑎) 

 

 

 

ii. Για  𝑥 ≠ 𝑎:  
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𝑒𝑥𝑓(𝑥) − 𝑒𝑥𝑓(𝑎) + 𝑒𝑥𝑓(𝑎) − 𝑎𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= 

=
𝑒𝑥(𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎))

𝑥 − 𝑎
+

𝑓(𝑎)(𝑒𝑥 − 𝑎)

𝑥 − 𝑎
 

Επομένως:  

 Lim
𝑥→𝑎

𝑒𝑥𝑓(𝑥)−𝑒𝑎𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
=  lim

𝑥→𝑎
 

𝑒𝑥(𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎))

𝑥−𝑎
+ lim

𝑥→𝑎

𝑓(𝑎)(𝑒𝑥−𝑎)

𝑥−𝑎
= 

=  𝑒𝑎𝑓′(𝑎) + 𝑓(𝑎)𝑒𝑎 =   𝑒𝑎(𝑓′(𝑎) + 𝑓(𝑎))  

Aν θέσουμε 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥𝑓(𝑥), τότε η 𝑔′(𝑎)  υπάρχει αφού οι  𝑓, 𝑒𝑥  

παραγωγίζονται στο 𝛼. 

Είναι : 𝑔′(𝑎) = 𝑒𝑎𝑓′(𝑎) + 𝑒𝑎𝑓(𝑎)    αφού (𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥. 

Είναι :   lim
𝑥⟶𝑎

𝑒𝑥𝑓(𝑥)−𝑒𝑎𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
= 𝑔′(𝑎) = 𝑒𝑎𝑓′(𝑎) + 𝑎𝑓(𝑎).  
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Άσκηση 9 σελ. 122 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

i. Επειδή 𝑥2 = |𝑥|2   είναι: 

 Για 𝑥 ≠ 0   έχουμε :   𝑓(𝑥) = |𝑥|
2

3 = {
𝑥

2

3 ,   𝑥 ≥ 0

(−𝑥)
2

3,    𝑥 < 0
. 

 

Αν   𝑥 > 0, τότε :  𝑓′(𝑥) = (𝑥
2

3)
′

=
2

3
𝑥−

1

3 =
2

3 √𝑥
3 . 

Αν   𝑥 < 0, τότε :  𝑓′(𝑥) = ((−𝑥)
2

3)
′

= 

=
2

3
(−𝑥)−

1
3(−𝑥)′ =  −

2

3
(−𝑥)−

1
3 =

−2

3√−𝑥
3 . 

 

Για 𝑥𝑜 = 0   είναι :   

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
=

√𝑥23

𝑥
 

 

 

Επομένως: 

Αν είναι 𝑥 > 0   έχουμε: 

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
=

√𝑥23
√𝑥
3

𝑥 √𝑥
3 =

1

√𝑥
3  

Οπότε :   lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= lim

𝑥→0+

1

√𝑥
3  = +∞  

 

Αν είναι 𝑥 < 0   έχουμε: 
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𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
=

√𝑥23
√−𝑥
3

𝑥 √−𝑥
3 =

−1

√−𝑥
3  

 

Οπότε :   lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= lim

𝑥→0−

−1

√−𝑥
3  = −∞  

 

Στο 0 δεν έχει παράγωγο. 

 

ii. Επειδή:  |𝑥|4 = 𝑥4  είναι: 

 Για 𝑥 ≠ 0   έχουμε :   𝑓(𝑥) = |𝑥|
4

3 = {
𝑥

4

3 ,   𝑥 ≥ 0

(−𝑥)
4

3,    𝑥 < 0
. 

 

Αν   𝑥 > 0, τότε :  𝑓′(𝑥) = (𝑥
4

3)
′

=
4

3
𝑥

1

3 =
4

3
√𝑥
3

. 

Αν   𝑥 < 0, τότε :  𝑓′(𝑥) = ((−𝑥)
4

3)
′

=
−4

3
(−𝑥)

1

3 =
−4

3
√𝑥
3

. 

 

 

Για 𝑥𝑜 = 0   είναι :   

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
=

√𝑥43

𝑥
 

 

Επομένως: 

Αν είναι 𝑥 > 0   έχουμε: 

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
=

√𝑥3𝑥
3

𝑥
=

𝑥 √𝑥
3

𝑥
=  √𝑥

3  

Οπότε :   lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= lim

𝑥→0+
√𝑥
3

 = 0  
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Αν είναι 𝑥 < 0   έχουμε: 

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
=

√(−𝑥3) ∙ (−𝑥)
3

𝑥
= −√−𝑥

3
 

 

Οπότε :   lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= lim

𝑥→0−
√−𝑥
3

 = 0 . 

 

Δηλαδή είναι :  𝑓′(0) = 0. 
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Άσκηση 10 σελ. 123 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

H 𝑔 είναι παραγωγίσιμη  ως σύνθεση παραγωγίσιμων.   ‘Ετσι: 

𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥2 + 𝑥 + 1) ∙ (2𝑥 + 1),   

Οπότε  𝑔′(0) = 𝑓′(1) = 1. 

Επίσης, έχουμε  𝑔(0) = 𝑓(1) − 1. 

Η εξίσωση της εφαπτομένης της 𝐶𝑓  στο σημείο 𝛢(1, 𝑓(1))  είναι: 

𝑦 − 𝑓(1) = 𝑓′(1)(𝑥 − 1)    ⟺   𝑦 = 𝑥 − 1 + 𝑓(1)              (1) 

  Η εξίσωση της εφαπτομένης της 𝐶𝑔  στο σημείο 𝐵(0, 𝑔(0))  είναι: 

𝑦 − 𝑓(0) = 𝑓′(0)(𝑥 − 0)    ⟺   𝑦 = 𝑥 − 1 + 𝑓(1)              (2) 

Επομένως,   η  𝑦 = 𝑥 − 1 + 𝑓(1)  είναι κοινή εφαπτομένη των   𝐶𝑓 , 𝐶𝑔 

στα σημεία 𝛢, 𝛣 αντίστοιχα. 
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Άσκηση 11 σελ. 123 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

i) Επειδή η 𝑓   είναι παραγωγίσιμη στο (−1,1)   και η 𝑓(𝜂𝜇𝑥)  είναι σαν 

σύνθεση, έχουμε: 

(𝑓(𝜂𝜇𝑥))
′

= (𝑒𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥)′     ⟺  

⟺   𝑓′(𝜂𝜇𝑥)(𝜂𝜇𝑥)′ = 𝑒𝑥𝜎𝜐𝜈𝑥 + 𝑒𝑥(−𝜂𝜇𝑥)  ⟺  

⟺ 𝑓′(𝜂𝜇𝑥)𝜎𝜐𝜈𝑥 = 𝑒𝑥(𝜎𝜐𝜈𝑥 − 𝜂𝜇𝑥)  

 

Επομένως, για 𝑥 = 0: 

𝑓′(𝜂𝜇0)𝜎𝜐𝜈0 = 𝑒0(𝜎𝜐𝜈0 − 𝜂𝜇0) ⟺  

⟺   𝑓′(0) = 1   

 

ii)   Είναι :   𝑓(0) =   1.  Η εξίσωση της εφαπτομένης της 𝐶𝑓  στο σημείο 

𝛢   είναι :   𝑦 − 𝑓(0) = 𝑓′(0)(𝑥 − 0)   ⟺   𝑦 − 1 = 𝑥   ⟺   𝑦 = 𝑥 +

1. 

Για να βρούμε σε ποιο σημείο τέμνει τον 𝜒’𝜒 βάζουμε 𝑦 = 0.  Οπότε 

έχουμε :  0 = 𝑥 + 1   ⟺    𝒙 = −𝟏.   

Επομένως, τέμνει τον 𝜒’𝜒 στο σημείο  𝜝(−𝟏, 𝟎). 

Για να βρούμε σε ποιο σημείο τέμνει τον 𝑦’𝑦 βάζουμε 𝑥 = 0.  Οπότε 

έχουμε : 𝑦 = 1 

Επομένως, τέμνει τον 𝑦′𝑦 στο σημείο  𝐴(𝟎, 𝟏). 
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Είναι :  (𝛰𝛢) = (𝛰𝛣) = 1  οπότε το τρίγωνο 𝛰𝛢𝛣  είναι ισοσκελές. 

 


