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2.2 Παραγωγίσιμες συναρτήσεις – παράγωγος συνάρτηση  

Α΄  Ομάδας 

Α΄  Ομάδας 

 

Άσκηση 2 σελ. 109 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

 

i) Για κάθε 𝒙 < 𝟏  ισχύει 𝑓′(𝑥) = 2𝑥2−1 = 2𝑥. 

Για κάθε 𝒙 > 𝟏 ισχύει 𝑓΄(𝑥) =
1

2√𝑥
. 

Εξετάζουμε αν η 𝑓  παραγωγίζεται   στο σημείο 𝑥𝑜 = 1. 

• Για 𝒙 < 𝟏  έχουμε : 
𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
=

𝑥2−1

𝑥−1
= 𝑥 + 1. 

Έτσι έχουμε :  lim
𝑥→1

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1
(𝑥 + 1) = 1 + 1 = 2 . 

• Για 𝒙 > 𝟏  έχουμε : 

 
𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
=

√𝑥−1

𝑥−1
=

(√𝑥−1)(√𝑥+1)

(𝑥−1)(√𝑥+1)
=

√𝑥
2
−12

(𝑥−1)(√𝑥+1)
=

𝑥−1

(𝑥−1)(√𝑥+1)
=

1

√𝑥+1
 

Έτσι έχουμε : lim
𝑥→1

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1

1

√𝑥+1
=

1

1+1
=

1

2
. 

Επομένως, η 𝑓  δεν παραγωγίζεται στο 1  αφού : 
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lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
≠ lim

𝑥→1+

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
 

Έτσι έχουμε : 𝑓′(𝑥) = {
2𝑥,   𝑥 < 1
1

2√𝑥
,   𝑥 > 1

 

 

ii)   

Για κάθε 𝒙 < 𝟎  ισχύει 𝑓′(𝑥) = (𝜂𝜇𝑥)′ = 𝜎𝜐𝜈𝑥. 

Για κάθε 𝒙 > 𝟎 ισχύει 𝑓΄(𝑥) = (𝑥) = 1 

Εξετάζουμε αν η 𝑓  παραγωγίζεται   στο σημείο 𝑥𝑜 = 0. 

• Για 𝒙 < 𝟎  έχουμε : 
𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
=

𝜂𝜇𝑥−0

𝑥−0
=

𝜂𝜇𝑥

𝑥
. 

Έτσι έχουμε :  lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= lim

𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥
= 1. . 

• Για 𝒙 > 𝟎  έχουμε : 

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
=
𝑥 − 0

𝑥 − 0
=
𝑥

𝑥
= 1 

Έτσι έχουμε : lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)−𝑓(0)

𝑥−0
= lim

𝑥→0
1 = 1. 

Επομένως, η 𝑓   παραγωγίζεται στο 0  αφού : 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= 1 = 𝑓′(0) 

Έτσι έχουμε : 𝑓′(𝑥) = {
𝜎𝜐𝜈𝑥,   𝑥 < 0
1,   𝑥 ≥ 0
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iii)  

Για κάθε 𝒙 < 𝟐  ισχύει 𝑓′(𝑥) = 3𝑥3−1 = 3𝑥2. 

Για κάθε 𝒙 > 𝟐 ισχύει 𝑓΄(𝑥) = 4𝑥4−1 = 4𝑥3. 

Ελέγχουμε αν η 𝑓 είναι συνεχής στο 2. 

Για 𝒙 < 𝟐 είναι  : lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2

𝑥3 = 23 = 8. 

Για 𝒙 > 𝟐 είναι  : lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2

𝑥4 = 24 = 16. 

Βλέπουμε ότι : lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) επομένως η 𝑓  δεν είναι 

συνεχής στο 𝑥0 = 2 και έτσι η 𝑓  δεν παραγωγίζεται στο 2  . 

Έτσι έχουμε : 𝑓′(𝑥) = {
3𝑥2,   𝑥 < 2

4𝑥3,   𝑥 > 2
 

iv)  

Για κάθε 𝒙 <
𝟐

𝟑
  ισχύει 𝑓′(𝑥) = 2𝑥2−1 = 2𝑥1 = 2𝑥. 

Για κάθε 𝒙 >
𝟐

𝟑
  ισχύει 𝑓΄(𝑥) = 3𝑥3−1 = 3𝑥2. 

Ελέγχουμε αν η 𝑓 είναι συνεχής στο 
2

3
. 

Για 𝒙 <
𝟐

𝟑
 είναι  : lim

𝑥→
2

3

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→

2

3

𝑥2 = (
2

3
)2 =

4

9
. 

Για 𝒙 >
𝟐

𝟑
 είναι  : lim

𝑥→
2

3

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→

2

3

𝑥3 = (
2

3
)3 =

8

27
. 
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Βλέπουμε ότι : lim
𝑥→

2

3

− 𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→

2

3

+
𝑓(𝑥) επομένως η 𝑓  δεν είναι 

συνεχής στο 𝑥0 =
2

3
  και έτσι η 𝑓  δεν παραγωγίζεται στο 

2

3
. 

     Έτσι έχουμε : 𝑓′(𝑥) = {
2𝑥,   𝑥 <

2

3

3𝑥2,   𝑥 >
2

3
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Άσκηση 3 σελ. 102 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

 

• Στο διάστημα (−2,0), τo 1𝑜 τμήμα ενώνει τα σημεία 

(−2,0) 𝜅𝛼𝜄 (0,2) οπότε η κλίση του τμήματος είναι  :  

𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

=
2 − 0

0 − (−2)
=
2

2
= 1 

 

• Στο διάστημα (0,2), τo 2𝑜 τμήμα ενώνει τα σημεία (0,2) 𝜅𝛼𝜄 (2, −2) 

οπότε η κλίση του τμήματος είναι  :  

𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

=
−2 − 2

2 − 0
=
−4

2
= −2 

 

• Στο διάστημα (2,4), τo 3𝑜 τμήμα είναι παράλληλο στον 𝜒′𝜒  άρα η 

κλίση του είναι 0. 

 

• Στο διάστημα (4,6), τo 4𝑜 τμήμα ενώνει τα σημεία (4,−2) 𝜅𝛼𝜄 (6,4) 

οπότε η κλίση του τμήματος είναι  :  

𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

=
4 − (−2)

6 − 4
=
6

2
= 3 
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• Στο διάστημα (6,9), τo 5𝑜 τμήμα ενώνει τα σημεία (6,4) 𝜅𝛼𝜄 (9,0) 

οπότε η κλίση του τμήματος είναι  :  

𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

=
0 − 4

9 − 6
=
−4

3
= −

4

3
 

 

Θυμόμαστε ότι η κλίση της ευθείας είναι ίση με την παράγωγο, οπότε: 

𝑓′(𝑥) =

{
 
 

 
 
       1,     𝑥 ∈ (−2,0)

    −2,      𝑥 ∈ (0 , 2)
        0,       𝑥 ∈ (2, 4)
    3,      𝑥 ∈ (4, 6)

−
4

3
,     𝑥 ∈ (6,9)

 

Επομένως, η γραφική παράσταση της παραγώγου είναι : 
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Β΄  Ομάδας 

 

Άσκηση 1 σελ. 110 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

 

Αφού η 𝑓  είναι παραγωγίσιμη στο 𝑥𝑜 = 𝜋 είναι και συνεχής στο  

𝑥𝑜 = 𝜋. Οπότε :  lim
𝑥→𝜋−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝜋+

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝜋).  (1) 

lim
𝑥→𝜋+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝜋+

(𝑎𝑥 + 𝛽) = 𝛼𝜋 + 𝛽   

lim
𝑥→𝜋−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝜋−

(𝜂𝜇𝑥) = 𝜂𝜇𝜋 = 0   

𝛢𝜋ό 𝜏𝜂𝜈 (1) έ𝜋𝜀𝜏𝛼𝜄 ∶ 𝛼𝜋 + 𝛽 = 0  ⟺   𝜷 =  −𝜶𝝅. 

 

Αφού είναι παραγωγίσιμη  έχουμε : 

lim
𝑥⟶𝜋+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝜋)

𝑥 − 𝜋
= lim
𝑥⟶𝜋−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝜋)

𝑥 − 𝜋
          (𝟐) 

lim
𝑥⟶𝜋+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝜋)

𝑥 − 𝜋
= lim

𝑥⟶𝜋+

𝑎𝑥 + 𝛽 − (𝛼𝜋 + 𝛽)

𝑥 − 𝜋
= lim

𝑥⟶𝜋+

𝛼𝑥 − 𝛼𝜋

𝑥 − 𝜋
= 

lim
𝑥⟶𝜋+

𝛼(𝑥 − 𝜋)

𝑥 − 𝜋
= 𝛼 

lim
𝑥⟶𝜋−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝜋)

𝑥 − 𝜋
= lim

𝑥⟶𝜋−

𝜂𝜇𝑥 − 𝜂𝜇𝜋

𝑥 − 𝜋
= lim
𝑥⟶𝜋−

𝜂𝜇𝑥 − 0

𝑥 − 𝜋
= 

lim
𝑥⟶𝜋−

𝜂𝜇(𝜋 − 𝑥)

𝑥 − 𝜋
= − lim

𝑥⟶𝜋−

𝜂𝜇(𝜋 − 𝑥)

𝜋 − 𝑥
= − 1 

Γιατί : 
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Θέτουμε 𝑢 = 𝜋 − 𝑥.  Αφού  𝑥 ⟶ 𝜋− θα είναι :  𝑢 ⟶ 0−.  Έτσι το όριο 

γίνεται :  lim
𝑢⟶0−

𝜂𝜇𝑢

𝑢
= 1. 

 

Από τη σχέση (2) έπεται ότι :  𝜶 = −𝟏. 

Πιο πάνω είδαμε ότι 𝛽 = −𝛼𝜋.  Έτσι για 𝛼 = −1  είναι : 𝜷 = −𝝅. 

 

 

  



 

Εκπαιδευτική Οικογένεια Ι arnos.gr 

 

                      H Γνώση με τρόπο απλό και κατανοητό!                   9 
 

Σολωμού 29 Αθήνα   I   τηλ: 210 38 22 157   I   info@arnos.gr   Ι   www.arnos.gr 

 

Άσκηση 2 σελ. 102 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

Για κάθε 𝑥 > 0 είναι 𝑓′(𝑥) =
1

2√𝑥
. Οπότε και για 𝜉 > 0  είναι : 

𝑓′(𝜉) =
1

2√𝜉
 

Η εξίσωση της εφαπτομένης της 𝐶𝑓 στο σημείο 𝛢(𝜉, 𝑓(𝜉))  είναι : 

𝑦 − 𝑓(𝜉) = 𝑓΄(𝜉)(𝑥 − 𝜉) ⟺ 𝑦 − √𝜉 =
1

2√𝜉
(𝑥 − 𝜉) ⟺ 

𝑦 =
1

2√𝜉
𝑥 −

𝜉

2√𝜉
+ √𝜉 =

1

2√𝜉
𝑥 +

√𝜉

2
 

 

Αρκεί να δείξουμε ότι αυτή η ευθεία διέρχεται από το σημείο 𝛣(−𝜉, 0). 

Για 𝑥 = −𝜉:   

y = −
1

2√ξ
ξ +

√ξ

2
= −

ξ√ξ

2√ξ
2 +

√ξ

2
= −

√ξ

2
+
√ξ

2
= 𝟎.  
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Άσκηση 3 σελ. 102 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

 

Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της 𝑓  στο σημείο 𝛭 είναι : 

𝑦 − 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) 

Αρχικά βρίσκουμε την παράγωγο της 𝑓. 

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 

Είναι : 𝑓(𝑎) = 𝑎3  και 𝑓′(𝑎) = 3𝑎2. 

Έτσι, η εφαπτομένη γίνεται : 𝑦 − 𝑎3 = 3𝑎2(𝑥 − 𝑎) ⟺ 

𝑦 = 3𝑎2𝑥 − 3𝑎3 + 𝑎3 ⟺ 𝑦 = 3𝑎2𝑥 − 2𝑎3  

Για να βρούμε τα κοινά σημεία της 𝐶𝑓  και της εφαπτομένης αρκεί να 

λύσουμε το σύστημα : 

{
𝑦 = 𝑥3

𝑦 = 3𝑎2𝑥 − 2𝑎3
⟺ {

𝑦 = 𝑥3

𝑥3 − 3𝑎2𝑥 + 2𝑎3 = 0
⟺

{
𝑦 = 𝑥3

𝑥3 − 𝑎2𝑥 − 2𝑎2𝑥 + 2𝑎3 = 0
 ⟺ 

{
𝑦 = 𝑥3

𝑥(𝑥2 − 𝑎2) − 2𝑎2(𝑥 − 𝑎) = 0
⟺  

{
𝑦 = 𝑥3

𝑥(𝑥 − 𝑎)(𝑥 + 𝑎) − 2𝑎2(𝑥 − 𝑎) = 0
 ⟺ 
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{
𝑦 = 𝑥3

(𝑥 − 𝑎)(𝑥2 + 𝑎𝑥 − 2𝑎2) = 0
 ⟺ 

{
𝑦 = 𝑥3

𝑥 = 𝑎   ή   𝑥 = −2𝑎
  ⟺ 

{
𝑥 = 𝑎
𝑦 = 𝑎3  ή   {

𝑥 = −2𝛼
𝑦 = −8𝑎3

 

Επομένως, έχουν 2 κοινά σημεία τα 𝛭(𝛼, 𝛼3)  και 𝛮(−2𝛼,−8𝛼3). 

Η κλίση στο 𝛭 είναι 𝑓′(𝑎) = 3𝑎2.   

H κλίση στο 𝛮  είναι : 𝑓′(−2𝑎) = 3(−2𝑎)2 = 12𝑎2 = 4 ∙ 3𝑎2 = 4𝑓′(𝑎). 
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Άσκηση 4 σελ. 102 σχολικού βιβλίου 

 

Λύση 

i) H εξίσωση της  εφαπτομένης της 𝐶𝑓 στο σημείο 𝛭 είναι : 

𝑦 − 𝑓(𝜉) = 𝑓′(𝜉)(𝑥 − 𝜉) 

𝑓′(𝑥) = (
1

𝑥
)
′
= (𝑥−1)′ = −1𝑥−2 = −

1

𝑥2
,   𝑥 ≠ 0 

𝑓′(𝜉) = −
1

𝜉2
 

𝑓(𝜉) =
1

𝜉
 

Οπότε η εφαπτομένη είναι : 𝑦 −
1

𝜉
= −

1

𝜉2
(𝑥 − 𝜉)  ⟺ 

𝑦 = −
1

𝜉2
𝑥 +

1

𝜉
+
1

𝜉
= −

1

𝜉2
𝑥 +

2

𝜉
 

Για να βρούμε σε ποιο σημείο τέμνει τον y’y  βάζουμε όπου 𝑥  το 0. 

Οπότε : 𝑦 =
2

𝜉
.  Άρα το 𝛣  είναι το 𝛣 (0,

2

𝜉
). 

Για να βρούμε σε ποιο σημείο τέμνει τον x’x βάζουμε όπου y το 0. 

Οπότε : 0 = −
1

𝜉2
𝑥 +

2

𝜉
⟺−𝑥 + 2𝜉 = 0 ⟺ 𝑥 = 2𝜉. 

Επομένως, το σημείο 𝛢  είναι το 𝛢(2𝜉, 0). 

Το μέσο του 𝛢𝛣  είναι το (
2𝜉+0

2
 ,

2

𝜉
+0

2
) = (𝜉,

1

𝜉
)  δηλαδή το σημείο 𝛭. 

ii) 𝐸 =
1

2
(𝑂𝐴)(𝑂𝐵) =

1

2
|2𝜉| ∙ |

2

𝜉
| =

1

2
|2𝜉 ∙

2

𝜉
| = 2 𝜏. 𝜇. 


