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1.8 Συνέχεια Συνάρτησης  

 

Α Ομάδας 

Άσκηση 2 σελ. 79 

 

Λύση 

i. Καταρχάς θα εξετάσουμε αν υπάρχει το όριο στο 𝑥𝑜, παίρνοντας 

πλευρικά όρια. 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→ 2−

𝑓(𝑥) =  22 +  4 =  8,           𝑙𝑖𝑚
𝑥→ 2+

𝑓(𝑥) =  23 =  8        

Άρα   𝑙𝑖𝑚
𝑥→ 2

𝑓(𝑥)= 8.  Για να βρούμε το 𝑓(2)πηγαίνουμε στον κάτω κλάδο 

𝑓 (2)  =  23 =  8. 

Άρα   𝑙𝑖𝑚
𝑥→ 2

𝑓(𝑥) =  𝑓(2)        𝑓 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊  𝑥𝑂 =  2 

ii. Καταρχάς θα εξετάσουμε αν υπάρχει το όριο στο 𝑥𝑜, παίρνοντας 

πλευρικά όρια. 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→ 1−

𝑓(𝑥) =  12 +  1 = 2,           𝑙𝑖𝑚
𝑥→ 1+

𝑓(𝑥) =  √1 + 3 = √4 = 2        
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Άρα   𝑙𝑖𝑚
𝑥→ 1

𝑓(𝑥) = 2.  Για να βρούμε το 𝑓(1)πηγαίνουμε στον κάτω 

κλάδο 𝑓 (1)  =  √1 + 3 = √4 = 2       . 

Άρα   𝑙𝑖𝑚
𝑥→ 1

𝑓(𝑥) =  𝑓(1)        𝑓 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊  𝑥𝑂 =  1 

iii.  lim
𝑥→−2

𝑥2+𝑥−2

𝑥+2
= lim

𝑥→−2
 
(𝑥+2)(𝑥−1)

𝑥+2
= lim

𝑥→−2
(𝑥 − 1) = −2 − 1 = −3 =

𝑓(−2)     

Επομένως, η 𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥𝑂 =  −2. 

 

  



 

Εκπαιδευτική Οικογένεια Ι arnos.gr 

 

                      H Γνώση με τρόπο απλό και κατανοητό!                   3 
 

Σολωμού 29 Αθήνα   I   τηλ: 210 38 22 157   I   info@arnos.gr   Ι   www.arnos.gr 

 

Άσκηση 3 σελ. 80 

 

Λύση 

i) Ο τύπος της συνάρτησης γράφεται:   

𝑓(𝑥) = {
2𝑥2,           − 1 ≤  𝑥 ≤  1

2

𝑥
 ,    𝑥 <  −1  ή  𝑥 >  1

 

Η διαφορά σε σχέση με την προηγούμενη άσκηση είναι η εξής:    

Πριν μας ζητήθηκε να εξετάσουμε την συνέχεια στο 𝑥𝑜. Τώρα μας 

ζητείται να εξετάσουμε την συνέχεια σε ολόκληρο το πεδίο ορισμού 

των συναρτήσεων. 

Στο διάστημα  (– 1, 1)  είναι  𝑓(𝑥) =  2𝑥2,   συνεχής σαν πολυωνυμική.   

Στα διαστήματα   (– ∞, – 1), (1, +∞)   είναι  𝑓(𝑥)= 
2

𝑥
  συνεχής σαν  

ρητή. 

𝜮𝝉𝝄 – 𝟏 : 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→ −1−

𝑓(𝑥)= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→ −1−

2

𝑥
 = 

2

−1
 = – 2  ≠  𝑓(−1)  =  2(– 1 2)  =  2 

Άρα  η 𝑓 δεν είναι συνεχής στο  𝑥0 = – 1 

𝜮𝝉𝝄 𝟏 : 
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x

5

y

-1

2O

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

𝑓(𝑥)= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1−

 (2𝑥2) = 2 ∙ 12  =  2,   

𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

𝑓(𝑥)= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1+

2

𝑥
 =  

2

1
 =  2,   𝑓(−1)  =  2 

   Άρα  𝑓 συνεχής στο  𝑥0 =  1. 

 

 

 

 

 

 

ii) Για 𝑥 ≠ 2, ο τύπος της συνάρτησης γράφεται     

𝑓(𝑥)= 
(𝑥−2)(𝑥−3)

𝑥−2
 =   𝑥 –  3  

Στο  (– ∞, 2)(2, +∞)   είναι  𝑓(𝑥) =  𝑥 –  3,   

συνεχής σαν πολυωνυμική.   

𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

 ( 𝑥 –  3)  =  2 –  3 = – 1 ≠  𝑓(2) =  5 

Άρα  η 𝑓 δεν είναι συνεχής στο  𝑥0 =  2. 
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iii)   

𝑓(𝑥) = {
𝑥,   𝑥 < 1

𝑙𝑛𝑥,   𝑥 ≥ 1
 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

𝑥 = 1  

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

𝑙𝑛𝑥 = 𝑙𝑛1 = 0  

Είναι :  lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥). 

Άρα, η 𝑓  δεν είναι συνεχής στο 𝑥0 =  1. 

Για 𝑥 < 1,  η 𝑓(𝑥) = 𝑥  είναι συνεχής ως πολυωνυμική. 

Για 𝑥 ≥ 1,  η 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥  είναι συνεχής ως λογαριθμική. 

 

 

iv)  𝑓(𝑥) = {
𝑒𝑥,   𝑥 ≤ 0 

−𝑥2 + 1, 𝑥 > 0
 

𝑓(0) = 𝑒0 = 1  

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

𝑒𝑥 = 1  

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

(−𝑥2 + 1) = 1  

Είναι :  lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 1 = 𝑓(0). 

Άρα, η 𝑓  είναι συνεχής στο 𝑥0 =  0. 
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Για 𝑥 ≤ 0,  η 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥  είναι συνεχής ως εκθετική. 

Για 𝑥 > 1,  η 𝑓(𝑥) = −𝑥2 + 1  είναι συνεχής ως πολυωνυμική. 
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Άσκηση 6 σελ. 80 

 

Λύση 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 + 1 στο διάστημα [0, 𝜋]. 

• Η 𝑓  είναι συνεχής στο [0, 𝜋]  ως άθροισμα των συνεχών 

συναρτήσεων 𝜂𝜇𝑥  και −𝑥 + 1 . 

Επίσης :  

𝑓(0) = 𝜂𝜇0 − 0 + 1 = 1 > 0, 𝑓(𝜋) = 𝜂𝜇𝜋 − 𝜋 + 1 = 1 − 𝜋 < 0 

• Οπότε :  𝑓(0) ∙ 𝑓(𝜋) < 0. 

Οπότε, από το θεώρημα Bolzano συνεπάγεται ότι η εξίσωση 

 𝑓(𝑥) = 0  δηλαδή η εξίσωση 𝜂𝜇𝑥 − 𝑥 + 1 = 0  έχει μία τουλάχιστον 

λύση στο διάστημα (0, 𝜋). 
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Άσκηση 7 σελ.80 

 

Λύση 

Και οι τέσσερις συναρτήσεις της άσκησης είναι συνεχείς στο ℝ ως 

πολυωνυμικές. Θα πρέπει να βρούμε κατάλληλη τιμή του 𝛼, με σκοπό 

να ικανοποιείται η συνθήκη 𝑓(𝑎) ∙ 𝑓(𝑎 + 1) < 0 του θεωρήματος 

Bolzano. 

i) Για 𝑥 = 0 ∶   𝑓(0) = 03 + 0 − 1 = −1 < 0 . 

Για 𝑥 = 1 ∶   𝑓(1) = 13 + 1 − 1 = 1 > 0 . 

𝑓(0) ∙ 𝑓(1) < 0   .  Άρα, ικανοποιείται ο Bolzano και είναι 𝛼 = 0. 

ii) Για 𝑥 = 0 ∶   𝑓(0) = 05 + 2 ∙ 0 + 1 = 1 > 0 . 

Για 𝑥 = −1 ∶   𝑓(−1) = (−1)3 + 2 ∙ (−1) + 1 = −2 < 0 . 

𝑓(−1) ∙ 𝑓(0) < 0 

Άρα, ικανοποιείται ο Bolzano και είναι 𝛼 = −1. 

iii) Για 𝑥 = 1 ∶   𝑓(1) = 14 + 2 ∙ 1 − 4 = −1 < 0 . 

Για 𝑥 = 2 ∶   𝑓(2) = 24 + 2 ∙ 2 − 4 = 16 > 0 . 

𝑓(1) ∙ 𝑓(2) < 0 

Άρα, ικανοποιείται ο Bolzano και είναι 𝛼 = 1. 

iv) Για 𝑥 = 1 ∶   𝑓(1) = −13 + 1 + 2 = 2 > 0 . 

Για 𝑥 = 2 ∶   𝑓(2) = −23 + 2 + 2 = −4 > 0 . 

𝑓(1) ∙ 𝑓(2) < 0 

Άρα, ικανοποιείται ο Bolzano και είναι 𝛼 = 1. 
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Άσκηση 8 σελ.81 

 

Λύση 

 

Θεωρούμε τη συνάρτηση : 

𝑓(𝑥) = 𝛼(𝑥 − 𝜇)(𝑥 − 𝜈) + 𝛽(𝑥 − 𝜆)(𝑥 − 𝜈) + 𝛾(𝑥 − 𝜆)(𝑥 − 𝜇) 

H 𝑓  είναι πολυωνυμική σαν άθροισμα τριωνύμων είναι συνεχής 

παντού. 

Επίσης : 

𝑓(𝜆) = 𝛼(𝜆 − 𝜇)(𝜆 − 𝜈) > 0, 𝛼𝜑𝜊ύ 𝛼 > 0, 𝜆 < 𝜇 𝜅𝛼𝜄 𝜆 < 𝜈. 

𝑓(𝜇) = 𝛽(𝜇 − 𝜆)(𝜇 − 𝜈) < 0, 𝛼𝜑𝜊ύ 𝛽 > 0, 𝜆 < 𝜇 𝜅𝛼𝜄 𝜇 < 𝜈. 

𝑓(𝜈) = 𝛾(𝜈 − 𝜇)(𝜈 − 𝜇) > 0, 𝛼𝜑𝜊ύ 𝛾 > 0, 𝜇 < 𝜈 𝜅𝛼𝜄 𝜆 < 𝜇. 

Οπότε :  

𝑓(𝜆) ∙ 𝑓(𝜇) < 0  𝜅𝛼𝜄 𝑓(𝜇) ∙ 𝑓(𝜈) < 0 

Δηλαδή, ικανοποιούνται οι συνθήκες του θεωρήματος Bolzano στα 

δύο διαστήματα. Οπότε : 

Υπάρχει , ένα τουλάχιστον 𝑥1 ∈ (𝜆, 𝜇):   𝑓(𝑥1) = 0 και ένα 

τουλάχιστον 𝑥2 ∈ (𝜇, 𝜈):   𝑓(𝑥2) = 0. 
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Άσκηση 9 σελ. 81 

 

Λύση 

i) Αρχικά : πεδίο ορισμού το ℝ. 

Συνεχής ως πολυωνυμική στο ℝ. 

Στη συνέχεια λύνουμε την εξίσωση :  

𝑓(𝑥) = 0 ⟺  𝑥3 + 2𝑥2 − 𝑥 − 2 = 0 ⟺ 𝑥2(𝑥 + 2) − (𝑥 + 2) = 0  

⟺ (𝑥 + 2)(𝑥2 − 1) = 0 ⟺ (𝑥 + 2)(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) = 0  

⟺ 𝑥 = −2  ή 𝑥 = 1 ή  𝑥 = −1  

Τα −2, −1, 1  χωρίζουν το πεδίο ορισμού σε 4 διαστήματα: 

(−∞, −2] ∪ [−2, −1] ∪ [−1,1] ∪ [1, +∞) 

Φτιάχνουμε τον παρακάτω πίνακα. 

Διάστημα (−∞, −𝟐) (−𝟐, −𝟏) (−𝟏, 𝟏) (𝟏, +∞) 

Αριθμός 𝒙𝝄 −3 −
3

2
 0 2 

𝒇(𝒙𝒐) −8 < 0 
5

8
> 0 −2 < 0 12 > 0 

Πρόσημο 

της 𝒇. 
− + − + 

 

Σε κάθε διάστημα πήραμε έναν τυχαίο αριθμό 𝑥𝑜,  υπολογίσαμε το 

αντίστοιχο 𝑓(𝑥𝑜) και ανάλογα με το πρόσημο του 𝑓(𝑥𝑜) στο 

αντίστοιχο διάστημα, βρίσκουμε και το πρόσημο της 𝑓  σε αυτό. 
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ii) Αρχικά : πεδίο ορισμού το ℝ. 

Συνεχής ως πολυωνυμική στο ℝ. 

Στη συνέχεια λύνουμε την εξίσωση :  

𝑓(𝑥) = 0 ⟺  𝑥4 − 9𝑥2 = 0 ⟺ 𝑥2(𝑥2 − 9) = 0 ⟺  

𝑥2(𝑥 − 3)(𝑥 + 3) = 0 ⟺ 𝑥 = 0 ή 𝑥 = 3 ή  𝑥 = −3  

Τα −3, 0, 3  χωρίζουν το πεδίο ορισμού σε 4 διαστήματα: 

(−∞, −3] ∪ [−3,0] ∪ [0,3] ∪ [3, +∞) 

Φτιάχνουμε τον παρακάτω πίνακα. 

Διάστημα (−∞, −𝟑) (−𝟑, −𝟎) (𝟎, 𝟑) (𝟑, +∞) 

Αριθμός 𝒙𝝄 −4 −1 1 4 

𝒇(𝒙𝒐) 112 > 0 −8 < 0 −8 < 0 112 > 0 

Πρόσημο 

της 𝒇. 
+ − − + 

  

iii) H 𝑓  είναι συνεχής στο(−𝜋,
𝜋

2
) ∪ (−

𝜋

2
,

𝜋

2
) ∪ (

𝜋

2
, 𝜋). 

𝑓(𝑥) = 0 ⟺ 𝜀𝜑𝑥 − √3 = 0 ⟺ 𝜀𝜑𝑥 = √3 ⟺ 𝜀𝜑𝑥 = 𝜀𝜑
𝜋

3
 ⟺  

𝑥 =
𝜋

3
    ή   𝑥 = −

2𝜋

3
    

Φτιάχνουμε τον παρακάτω πίνακα. 

Διάστημα (−𝝅, −
𝟐𝝅

𝟑
) (−

𝟐𝝅

𝟑
, −

𝝅

𝟐
) (−

𝝅

𝟐
,
𝝅

𝟑
) (

𝝅

𝟑
,
𝝅

𝟐
) (

𝝅

𝟐
, 𝝅) 

Αριθμός 

𝒙𝝄 
−

3𝜋

4
 −

7𝜋

12
 0 

5𝜋

12
 

3𝜋

4
   

𝒇(𝒙𝒐) −1 − √3 < 0 2 > 0 −√3 < 0 2 > 0 −1 − √3 < 0 

Πρόσημο 

της 𝒇. 
− + − + − 
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iv) 𝑓(𝑥) = 𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥, 𝑥 ∈ [0, 2𝜋] 

Η 𝑓  είναι συνεχής στο [0, 2𝜋]. 

𝑓(𝑥) = 0 ⟺ 𝜂𝜇𝑥 + 𝜎𝜐𝜈𝑥 = 0 ⟺ 𝜂𝜇𝑥 = −𝜎𝜐𝜈𝑥 ⟺  

𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥
= −1 ⟺ 𝜀𝜑𝑥 = −1 ⟺ 𝜀𝜑𝑥 = 𝜀𝜑 (

3𝜋

4
) ⟺  

𝑥 = 𝜅𝜋 +
3𝜋

4
 

 Στο διάστημα [0,2𝜋]  βρίσκονται οι ρίζες 
3𝜋

4
 𝜅𝛼𝜄

7𝜋

4
. 

 

Διάστημα [𝟎,
𝟑𝝅

𝟒
) (

𝟑𝝅

𝟒
,
𝟕𝝅

𝟒
) (

𝟕𝝅

𝟒
, 𝟐𝝅] 

Αριθμός 

𝒙𝝄 
0 𝜋 2𝜋 

𝒇(𝒙𝒐) 1 > 0 −1 < 0 1 > 0 

Πρόσημο 

της 𝒇. 
+ − + 
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Άσκηση 10 σελ. 81 

 

Λύση 

i) H 𝑓 είναι συνεχής ως λογαριθμική στο [1, 𝑒].  

𝑥1 < 𝑥2 ⟹ 𝑙𝑛𝑥1 < 𝑙𝑛𝑥2 ⟹ 𝑙𝑛𝑥1 − 1 < 𝑙𝑛𝑥2 − 1 ⟹ 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2) 

Δηλαδή, η  𝑓  είναι γνησίως αύξουσα. (Εξάλλου μπορούμε να το 

δικαιολογήσουμε και ως εξής : η 𝑙𝑛𝑥  είναι γνησίως αύξουσα άρα και 

η 𝑙𝑛𝑥 − 1  θα είναι το ίδιο). 

𝑓(1) = 𝑙𝑛1 − 1 = 0 − 1 = −1 

𝑓(𝑒) = 𝑙𝑛𝑒 − 1 = 1 − 1 = 0 

Οπότε : 𝑓([1, 𝑒]) = [−1,0]. 

 

ii) H 𝑓  είναι συνεχής στο (0,2)  και γνησίως φθίνουσα (είναι της 

μορφής 𝛼𝑥 + 𝛽, 𝛼 < 0). 

lim
𝑥⟶0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥⟶0+

(−𝑥 + 2) = 2  

lim
𝑥⟶2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥⟶2−

(−𝑥 + 2) = 0  

Οπότε : 𝑓((0,2)) = (0,2). 

 

iii)H 𝑓(𝑥) = 2𝜂𝜇𝑥 + 1, 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜅𝛼𝜄 𝛾𝜈𝜂𝜎ί𝜔𝜍 𝛼ύ𝜉𝜊𝜐𝜎𝛼 𝜎𝜏𝜊 [0,
𝜋

6
)  

 f(0) = 2𝜂𝜇0 + 1 = 1 

lim
𝑥⟶

𝜋

6

− 𝑓(𝑥) = lim
𝑥⟶

𝜋

6

−
(2𝜂𝜇𝑥 + 1) = 2𝜂𝜇

𝜋

6
+ 1 = 2 ∙

1

2
+ 1 = 2  
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Οπότε : 𝑓 ([0,
𝜋

6
)) = [1,2). 

iv) H 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 + 1 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜅𝛼𝜄 𝛾𝜈𝜂𝜎ί𝜔𝜍 𝛼ύ𝜉𝜊𝜐𝜎𝛼 𝜎𝜏𝜊(−∞, 0]. 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥→−∞

(𝑒𝑥 + 1) = 0 + 1 = 1 

𝑓(0) = 𝑒0 + 1 = 1 + 1 = 2  

Οπότε : 𝑓((−∞, 0]) = (1,2]. 
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Β΄ ομάδα 

Άσκηση 1 σελ. 81 

 

Λύση 

Για να είναι συνεχής στο 𝑥𝑜 = 2, πρέπει να ισχύει :  

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 𝑓(2) 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2−

(𝑥 − 𝑘)(𝑥 + 𝑘) = (2 − 𝑘)(2 + 𝑘)   

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

(𝑘𝑥 + 5) = 2𝑘 + 5   

Άρα : (2 − 𝜅)(2 + 𝜅) = 2𝜅 + 5 ⟺ 4 − 𝜅2 = 2𝜅 + 5 ⟺ 

𝜅2 + 2𝜅 + 1 = 0 ⟺ (𝜅 + 1)2 = 0 ⟺ 𝜿 = −𝟏  
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Άσκηση 2 σελ. 81 

 

Λύση 

Για να είναι συνεχής στο 𝑥𝑜 = 1, πρέπει να ισχύει :  

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) = 5 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

(𝛼2𝑥2 + 𝛽𝑥 − 12) = 𝑎2 ∙ 12 + 𝛽 ∙ 1 − 12 =

             𝛼2 + 𝛽 − 12   

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

(𝛼𝑥 + 𝛽) = 𝛼 ∙ 1 + 𝛽 = 𝛼 + 𝛽   

Άρα : 𝛼2 + 𝛽 − 12 = 𝛼 + 𝛽 ⟺ 𝛼2 − 𝛼 − 12 = 0 ⟺ 

𝛼 = −3 ή   𝛼 = 4  

Και  𝛼 + 𝛽 = 5 ⟺ 𝛽 = 5 − 𝛼 

Για 𝛼 = 4:   𝛽 = 5 − 4 = 1 

Για 𝛼 = −3:  𝛽 = 5 − (−3) = 8  
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Άσκηση 3 σελ. 81 

 

Λύση 

i) 𝐻 𝑓  η οποία είναι συνεχής στο 𝑥𝑜 = 0 οπότε : lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0).   (1) 

𝑥𝑓(𝑥) = 𝜎𝜐𝜈𝑥 − 1 ⟺ 𝑓(𝑥) =
𝜎𝜐𝜈𝑥 − 1

𝑥
, 𝑥 ≠ 0 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

𝜎𝜐𝜈𝑥 − 1

𝑥
= 0 

(1) ⟹ 𝑓(0) = 0. 

 

ii)  𝐻 𝑔  η οποία είναι συνεχής στο 𝑥𝑜 = 0 οπότε : lim
𝑥→0

𝑔(𝑥) = 𝑔(0).   (2) 

|𝑥𝑔(𝑥) − 𝜂𝜇𝑥| ≤ 𝑥2 ⟺ −𝑥2 ≤ 𝑥𝑔(𝑥) − 𝜂𝜇𝑥 ≤ 𝑥2 ⟺  

𝜂𝜇𝑥 − 𝑥2 ≤ 𝑥𝑔(𝑥) ≤ 𝜂𝜇𝑥 + 𝑥2 

Για 𝑥 > 0 ∶    

𝜂𝜇𝑥 − 𝑥2

𝑥
≤ 𝑔(𝑥) ≤

𝜂𝜇𝑥 + 𝑥2

𝑥
⟺ 

𝜂𝜇𝑥

𝑥
− 𝑥 ≤ 𝑔(𝑥) ≤

𝜂𝜇𝑥

𝑥
+ 𝑥 

Είναι : lim
𝑥⟶0+

(
𝜂𝜇𝑥

𝑥
− 𝑥) = 1 − 0 = 1 

lim
𝑥⟶0+

(
𝜂𝜇𝑥

𝑥
+ 𝑥) = 1 + 0 = 1  

Έτσι από το κριτήριο παρεμβολής ισχύει : lim
𝑥⟶0+

𝑔(𝑥) = 1. 
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Για 𝑥 < 0 ∶    

𝜂𝜇𝑥 − 𝑥2

𝑥
≥ 𝑔(𝑥) ≥

𝜂𝜇𝑥 + 𝑥2

𝑥
⟺ 

𝜂𝜇𝑥

𝑥
− 𝑥 ≥ 𝑔(𝑥) ≥

𝜂𝜇𝑥

𝑥
+ 𝑥 

Είναι : lim
𝑥⟶0−

(
𝜂𝜇𝑥

𝑥
− 𝑥) = 1 − 0 = 1 

lim
𝑥⟶0−

(
𝜂𝜇𝑥

𝑥
+ 𝑥) = 1 + 0 = 1  

Έτσι από το κριτήριο παρεμβολής ισχύει : lim
𝑥⟶0−

𝑔(𝑥) = 1. 

Άρα,  lim
𝑥⟶0

𝑔(𝑥) =  lim
𝑥⟶0−

𝑔(𝑥) = lim
𝑥⟶0+

𝑔(𝑥) = 1. 

 

Επομένως ,από τη σχέση (2) ⟹  𝑔(0) = lim
𝑥⟶0

𝑔(𝑥) = 1. 

 

Β΄ τρόπος 

Είναι : |𝑥𝑔(𝑥) − 𝜂𝜇𝑥| ≤ |𝑥|2. 

Αν  𝑥 ≠ 0 , |𝑔(𝑥) −
𝜂𝜇𝑥

𝑥
| ≤ |𝑥|. 

Οπότε : −|𝑥| ≤ 𝑔(𝑥) −
𝜂𝜇𝑥

𝑥
≤ |𝑥| 

Άρα,  lim
𝑥→0

|𝑥| = lim
𝑥→0

(−|𝑥|) = 0  και lim
𝑥→0

(𝑔(𝑥) −
𝜂𝜇𝑥

𝑥
) = 0 

Επειδή, lim
𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥
= 1   και lim

𝑥→0
𝑔(𝑥) = 1. 
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Άσκηση 4 σελ.81 

 

Λύση 

𝑓(𝜉) = 𝑔(𝜉) ⟺ 𝑓(𝜉) − 𝑔(𝜉) = 0  

Θεωρούμε τη συνάρτηση ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ [0,1]. 

Αφού οι 𝑓, 𝑔 είναι συνεχείς στο [0,1] είναι και η ℎ  ως διαφορά 

συνεχών συναρτήσεων. 

ℎ(0) = 𝑓(0) − 𝑔(0) < 0, 𝛼𝜑𝜊ύ 𝑓(0) < 𝑔(0)   

ℎ(1) = 𝑓(1) − 𝑔(1) > 0, 𝛼𝜑𝜊ύ 𝑓(1) > 𝑔(1)   

Επομένως, ℎ(0) ∙ ℎ(1) < 0. 

Ικανοποιούνται οι συνθήκες του Bolzano , επομένως υπάρχει ένα 

τουλάχιστον 𝜉 ∈ (0,1):  ℎ(𝜉) = 0 ⟺ 𝑓(𝜉) − 𝑔(𝜉) = 0 ⟺ 𝑓(𝜉) = 𝑔(𝜉)   
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Άσκηση 5 σελ. 82 

 

Λύση 

α) 
𝑥4+1

𝑥−1
+

𝑥6+1

𝑥−2
= 0 ⟺ (𝑥 − 2)(𝑥4 + 1) + (𝑥6 + 1)(𝑥 − 1) = 0 

 Θεωρούμε τη συνάρτηση : 

 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 2)(𝑥4 + 1) + (𝑥6 + 1)(𝑥 − 1), 𝑥 ∈ (1,2). 

 H 𝑓  είναι συνεχής ως πολυωνυμική στο [1,2]. 

 𝑓(1) = (1 − 2)(14 + 1) + (16 + 1)(1 − 1) = −1 ∙ 2 = −2 

 𝑓(2) = (2 − 2)(24 + 1) + (26 + 1)(2 − 1) = 65 

 Επομένως, 𝑓(1) ∙ 𝑓(2) < 0. 

 Ικανοποιούνται οι συνθήκες Bolzano  στο [1,2] , επομένως υπάρχει        

     ένα τουλάχιστον 𝑥𝑜 ∈ (1,2):  𝑓(𝑥𝑜) = 0, δηλαδή η 𝑓(𝑥) = 0  έχει μία    

     τουλάχιστον λύση στο(1,2). 

β) 
𝑒𝑥

𝑥−1
+

𝑙𝑛𝑥

𝑥−2
= 0 ⟺ 𝑒𝑥(𝑥 − 2) + 𝑙𝑛𝑥(𝑥 − 1) = 0 

 Θεωρούμε τη συνάρτηση : 

 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥(𝑥 − 2) + 𝑙𝑛𝑥(𝑥 − 1) =, 𝑥 ∈ (1,2). 

 H 𝑓  είναι συνεχής ως πολυωνυμική στο [1,2]. 

 𝑓(1) = 𝑒1(1 − 2) + 𝑙𝑛1(1 − 1) = −𝑒 
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 𝑓(2) = 𝑒2(2 − 2) + 𝑙𝑛2(2 − 1) = 𝑙𝑛2 > 0  

 αφού 2 > 1 ⟺ 𝑙𝑛2 > 𝑙𝑛1 = 0 

 Επομένως, 𝑓(1) ∙ 𝑓(2) < 0. 

 Ικανοποιούνται οι συνθήκες Bolzano  στο [1,2] , επομένως υπάρχει        

     ένα τουλάχιστον 𝑥𝑜 ∈ (1,2):  𝑓(𝑥𝑜) = 0, δηλαδή η 𝑓(𝑥) = 0  έχει μία    

     τουλάχιστον λύση στο(1,2). 
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Άσκηση 6 σελ. 82 

 

Λύση 

i. 𝐷𝑓 = ℝ  και 𝐷𝑔 = ℝ∗ 

Αρκεί η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥),   δηλαδή η εξίσωση 𝑒𝑥 =
1

𝑥
  να έχει 

ακριβώς μια ρίζα στο ℝ∗. 

Είναι  𝑒𝑥 > 0  οπότε και 
1

𝑥
> 0 και άρα 𝑥 > 0. Αναζητάμε τη ρίζα 

στο διάστημα  (0, +∞). 

Θεωρούμε τη συνάρτηση ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ (0, +∞). 

H ℎ  είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών. 

Θα τη μελετήσουμε τώρα ως προς τη μονοτονία (με βάση τον 

ορισμό). 

Έστω 𝑥1, 𝑥2 ∈ (0, +∞), 𝑥1 < 𝑥2. 

 𝑥1 < 𝑥2 ⟹ 𝑒𝑥1 < 𝑒𝑥2  (1) 

𝑥1 < 𝑥2 ⇒
1

𝑥1
>

1

𝑥2
⇒ −

1

𝑥1
< −

1

𝑥2
  (2) 

(1) + (2) ⇒ 𝑒𝑥1 −
1

𝑥1
< 𝑒𝑥2 −

1

𝑥2
⇒ ℎ(𝑥1) < ℎ(𝑥2) ⇒

  ℎ  γνησίως αύξουσα. 

Βρίσκουμε το σύνολο τιμών της ℎ ∶  

lim
𝑥⟶0+

ℎ(𝑥) = lim
𝑥⟶0+

(𝑒𝑥 −
1

𝑥
) = lim

𝑥⟶0+
𝑒𝑥 − lim

𝑥⟶0+

1

𝑥
  =   

𝑒0 − ∞ = −∞  

lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑒𝑥 −
1

𝑥
) = lim

𝑥→+∞
𝑒𝑥 − lim

𝑥→+∞

1

𝑥
=  
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+∞ − 0 = +∞  

Οπότε :  ℎ(𝐴) = (−∞, +∞) = ℝ. 

0 ∈ ℎ(𝐴) = ℝ και η ℎ  είναι γνησίως αύξουσα, άρα υπάρχει 

μοναδικό  𝜉 ∈ (0, +∞):  ℎ(𝜉) = 0 ⟺ 𝑓(𝜉) = 𝑔(𝜉). 

  

ii. 𝐷𝑓 = (0, +∞)  και 𝐷𝑔 = ℝ∗ 

Αρκεί η εξίσωση 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥),   δηλαδή η εξίσωση 𝑙𝑛𝑥 =
1

𝑥
  να 

έχει ακριβώς μια ρίζα στο (0, +∞). 

Θεωρούμε τη συνάρτηση ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ (0, +∞). 

H ℎ  είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών. 

Θα τη μελετήσουμε τώρα ως προς τη μονοτονία (με βάση τον 

ορισμό). 

Έστω 𝑥1, 𝑥2 ∈ (0, +∞), 𝑥1 < 𝑥2. 

 𝑥1 < 𝑥2 ⟹ 𝑙𝑛𝑥1 < 𝑙𝑛𝑥2   (1) 

𝑥1 < 𝑥2 ⇒
1

𝑥1
>

1

𝑥2
⇒ −

1

𝑥1
< −

1

𝑥2
  (2) 

(1) + (2) ⇒ 𝑙𝑛𝑥1 −
1

𝑥1
< 𝑙𝑛𝑥2 −

1

𝑥2
⇒ ℎ(𝑥1) < ℎ(𝑥2) ⇒

  ℎ  γνησίως αύξουσα. 

Βρίσκουμε το σύνολο τιμών της ℎ ∶  

lim
𝑥⟶0+

ℎ(𝑥) = lim
𝑥⟶0+

(𝑙𝑛𝑥 −
1

𝑥
) = lim

𝑥⟶0+
𝑙𝑛𝑥 − lim

𝑥⟶0+

1

𝑥
  =   

−∞ − ∞ = −∞  

lim
𝑥→+∞

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑙𝑛𝑥 −
1

𝑥
) = lim

𝑥→+∞
𝑙𝑛𝑥 − lim

𝑥→+∞

1

𝑥
=  

+∞ − 0 = +∞  

Οπότε :  ℎ(𝐴) = (−∞, +∞) = ℝ. 

0 ∈ ℎ(𝐴) = ℝ και η ℎ  είναι γνησίως αύξουσα, άρα υπάρχει 

μοναδικό  𝜉 ∈ (0, +∞):  ℎ(𝜉) = 0 ⟺ 𝑓(𝜉) = 𝑔(𝜉). 
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Άσκηση 7 σελ. 82 

 

Λύση 

i)  

a.  𝑥2 + 𝑓2(𝑥) = 1 ⟺ 𝑓2(𝑥) = 1 − 𝑥2, 𝑥 ∈ [−1,1].      (1) 

  𝑓(𝑥) = 0 ⟺ 𝑓2(𝑥) = 0 ⟺ 1 − 𝑥2 = 0 ⟺ 𝑥2 = 1 ⟺ 

𝑥 = −1  ή  𝑥 = 1  

b. H 𝑓  είναι συνεχής στο (−1,1)  και δεν μηδενίζεται σε αυτό, οπότε 

διατηρεί το πρόσημό της.  

c. Αν  𝑓(𝑥) > 0  και αφού η 𝑓  διατηρεί πρόσημο από (1) προκύπτει 

ότι : 

𝑓(𝑥) = √1 − 𝑥2  𝜎𝜏𝜊 (−1,1) 

 Και επειδή 𝑓(−1) = 𝑓(1) = 0  έχουμε : 

𝑓(𝑥) = √1 − 𝑥2  𝜎𝜏𝜊 [−1,1] 

 Αν  𝑓(𝑥) < 0 και αφού η 𝑓  διατηρεί πρόσημο από (1)  

προκύπτει ότι : 

𝑓(𝑥) = −√1 − 𝑥2  𝜎𝜏𝜊 (−1,1) 
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 Και επειδή 𝑓(−1) = 𝑓(1) = 0  έχουμε : 

𝑓(𝑥) = −√1 − 𝑥2  𝜎𝜏𝜊 [−1,1] 

Γραφική παράσταση : 

 

Ή 

 

 

ii)  a. 𝑓2(𝑥) = 𝑥2, 𝑥 ∈ ℝ ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑥  ή   𝑓(𝑥) = −𝑥 , 𝑥 ∈ ℝ        (𝟑) 

     𝑓(𝑥) = 0   ⟺    𝑓2(𝑥) = 0  ⟺ 𝑥2 = 0 ⟺ 𝑥 = 0 𝜇𝜊𝜈𝛼𝛿𝜄𝜅ή 𝜌ί𝜁𝛼. 

b. Η 𝑓  είναι συνεχής στο (−∞, 0)  και δε μηδενίζεται σ΄ αυτό οπότε 

διατηρεί το πρόσημό της στο (−∞, 0). Ομοίως, στο (0, +∞). 

Αφού η 𝑓  διατηρεί πρόσημο στο (−∞, 0), από την (3) θα είναι : 

𝑓(𝑥) = 𝑥  ή  𝑓(𝑥) = −𝑥  𝜎𝜏𝜊 (−∞, 0). 

Το 0  είναι ρίζα , 𝑓(0) = 0,  θα είναι : 

𝑓(𝑥) = 𝑥  ή 𝑓(𝑥) = −𝑥  στο (−∞, 0] 
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Ομοίως,  𝑓(𝑥) = 𝑥  ή 𝑓(𝑥) = −𝑥  στο [0, +∞). 

 Προκύπτουν οι συνδυασμοί : 

1) 𝑓(𝑥) = {
−𝑥,    𝑥 ≤ 0 

𝑥,    𝑥 ≥ 0
  ή αλλιώς 𝑓(𝑥) = |𝑥| 

 

 

2) 𝑓(𝑥) = {
−𝑥,    𝑥 ≤ 0 
−𝑥,    𝑥 ≥ 0

  ⟹ 𝑓(𝑥) = −𝑥  𝜎𝜏𝜊 ℝ 

 

 

3) 𝑓(𝑥) = {
𝑥,    𝑥 ≤ 0 
𝑥,    𝑥 ≥ 0

  ⟹ 𝑓(𝑥) = 𝑥  𝜎𝜏𝜊 ℝ 

 

4) 𝑓(𝑥) = {
𝑥,    𝑥 ≤ 0 

−𝑥,    𝑥 ≥ 0
  ή αλλιώς 𝑓(𝑥) = −|𝑥|. 

 

 


