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1.5 ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩΝ ΟΡΙΩΝ 

Α Ομάδας 

Άσκηση 3 σελ. 56 

Να βρείτε τα όρια : 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥4−16

𝑥3−8
          ii) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

2𝑥2−3𝑥+1

𝑥2−1
             iii)  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1−
1

𝑥

1−
1

𝑥2

 

iv) lim
𝑥⟶0

(𝑥+3)3−27

𝑥
                         

Λύση 

i. lim
𝑥⟶2

𝑥4−16

𝑥3−8
= lim

𝑥⟶2

(𝑥2−4)(𝑥2+4)

(𝑥−2)(𝑥2+2𝑥+4)
= lim

𝑥⟶2

(𝑥−2)(𝑥+2)(𝑥2+4)

(𝑥−2)(𝑥2+2𝑥+4)
=

lim
𝑥⟶2

(𝑥+2)(𝑥2+4)

𝑥2+2𝑥+4
=

(2+2)(4+4)

4+4+4
=

8

3
 

ii. lim
𝑥⟶0

(2𝑥2−3𝑥+1)

𝑥2−1
= lim

𝑥⟶0

2(𝑥−
1

2
)(𝑥−1)

(𝑥−1)(𝑥+1)
= lim

𝑥⟶0

(2𝑥−1)(𝑥−1)

(𝑥−1)(𝑥+1)
= lim

𝑥⟶0

2𝑥−1

𝑥+1
=

−
1

1
= −1 

iii. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

1−
1

𝑥

1−
1

𝑥2

= lim
𝑥⟶1

𝑥−1

𝑥

𝑥2−1

𝑥2

= lim
𝑥⟶1

𝑥2(𝑥−1)

𝑥(𝑥2−1)
= lim

𝑥⟶1

𝑥2(𝑥−1)

𝑥(𝑥−1)(𝑥+1)
= lim

𝑥⟶1

𝑥

𝑥+1
=

1

2
.   

iv.  lim
𝑥⟶0

(𝑥+3)3−27

𝑥
        =  lim

𝑥⟶0

(𝑥+3−3)[(𝑥+3)2+3(𝑥+3)+9]

𝑥
= 

lim
𝑥⟶0

[(𝑥 + 3)2 + 3(𝑥 + 3) + 9] = 32 + 3(0 + 3) + 9 = 27  
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Άσκηση 4 σελ. 57 

Να βρείτε τα όρια : 

𝑖)  lim
𝑥⟶9

3−√𝑥

9−𝑥
   ii) lim

𝑥⟶0

1−√1−𝑥2

𝑥2
  iii) lim

𝑥⟶2

√𝑥+2−2

√𝑥2+5−3
 

iv) lim
𝑥⟶4

√𝑥−2

𝑥2−5𝑥+4
  v) lim

𝑥⟶4

√𝑥−2

𝑥2−5𝑥+4
 

 

Λύση 

i. lim
𝑥⟶9

3−√𝑥

9−𝑥
=

3−√9

9−9
=

0

0
  𝛼𝜋𝜌𝜊𝜎𝛿𝜄𝜊𝜌𝜄𝜎𝜏ί𝛼  

 lim
𝑥⟶9

3−√𝑥

9−𝑥
= lim

𝑥⟶9

3−√𝑥

32−√𝑥
2 = lim

𝑥⟶9

3−√𝑥

(3−√𝑥)(3+√𝑥)
= lim

𝑥⟶9

1

3+√𝑥
=

1

6
  

ii. lim
𝑥⟶0

1−√1−𝑥2

𝑥2 = lim
𝑥⟶0

(1−√1−𝑥2)(1+√1−𝑥2)

𝑥2(1+√1−𝑥2)
= 

lim
𝑥⟶0

1−(1−𝑥2)

𝑥2(1+√1−𝑥2)
= lim

𝑥⟶0

𝑥2

𝑥2(1+√1−𝑥2)
= lim

𝑥⟶0

1

1+√1−𝑥2
=

1

2
  

iii. lim
𝑥⟶2

√𝑥+2−2

√𝑥2+5−3
= lim

𝑥⟶2

(√𝑥+2−2)(√𝑥+2+2)

(√𝑥2+5−3)(√𝑥+2+2)
=

lim
𝑥⟶2

√𝑥+2
2

−22

(√𝑥2+5−3)(√𝑥+2+2)
= 

lim
𝑥⟶2

(𝑥−2)(√𝑥2+5+3)

(√𝑥2+5−3)(√𝑥2+5+3)(√𝑥+2+2)
 = lim

𝑥⟶2

(𝑥−2)(√𝑥2+5+3)

(𝑥2−4)(√𝑥+2+2)
=  

lim
𝑥⟶2

(𝑥−2)(√𝑥2+5+3)

(𝑥−2)(𝑥+2)(√𝑥+2+2)
= lim

𝑥⟶2

(√𝑥2+5+3)

(𝑥+2)(√𝑥+2+2)
 =

√22+5+3

(2+2)(√2+2+2)
=

3

8
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iv. lim
𝑥⟶4

√𝑥−2

𝑥2−5𝑥+4
= lim
     𝑥⟶4

√𝑥−2

(𝑥−1)(𝑥−4)
= lim

𝑥⟶4

(√𝑥−2)(√𝑥+2)

(𝑥−1)(𝑥−4)(√𝑥+2)
= 

lim
𝑥⟶4

(𝑥−4)

(𝑥−1)(𝑥−4)(√𝑥+2)
= lim

𝑥⟶4

1

(𝑥−1)(√𝑥+2)
=

1

(4−1)(√4+2)
=

1

12
  

 

 

Άσκηση 6 σελ. 57 

Να βρείτε τα όρια : 

i) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇3𝑥

𝑥
  ii) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝜀𝜑𝑥

𝑥
         iii)  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝜀𝜑4𝑥

𝜂𝜇2𝑥
 

iv) 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(
𝑥−𝜂𝜇𝑥

𝑥
)                v) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
(

𝜂𝜇𝑥

𝑥3+𝑥
)          vi) 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝜂𝜇5𝑥

√5𝑥+4−2
 

Λύση 

i)   

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇3𝑥

𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
 (3 

𝜂𝜇3𝑥

3𝑥
) =  3 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝜂𝜇3𝑥

3𝑥
  =

∗
 3 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝜂𝜇𝑢

𝑢
  =  3. 1 =  3 

 ∗Θέσαμε   3x = u,   οπότε   u→0  

ii)    

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜀𝜙𝑥

𝑥
 =  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
(

𝜂𝜇𝑥

𝑥
⋅

1

𝜎𝜐𝜈𝑥
) 

               =  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥
.  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1

𝜎𝜐𝜈𝑥
  

               =  1. 
1

𝜎𝜐𝜈0
 =  

1

1
 =  1  

 

 

𝜀𝜑𝑥 =
𝜂𝜇𝑥

𝜎𝜐𝜈𝑥
  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥
= 1  
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iii)   

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜀𝜙4𝑥

𝜂𝜇2𝑥
 =  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝜀𝜙4𝑥

𝑥
𝜂𝜇2𝑥

𝑥

  = 
𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜀𝜙4𝑥

𝑥

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇2𝑥

𝑥

       (1) 

 Αλλά     𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜀𝜙4𝑥

𝑥
  =  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
(

𝜂𝜇4𝑥

𝑥
⋅

1

𝜎𝜐𝜈4𝑥
) 

                                =  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇4𝑥

𝑥
.  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1

𝜎𝜐𝜈4𝑥
  

                                =  4 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇4𝑥

4𝑥
 ∙  

1

1
 =  4 ∙  1 ∙  1 =   4 

               𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇2𝑥

𝑥
=  2 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝜂𝜇2𝑥

2𝑥
 =  2 ∙  1 =  2 

 (1)  ⇒  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜀𝜙4𝑥

𝜂𝜇2𝑥
 = 

4

2
 =  2  

iv)   

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑥−𝜂𝜇𝑥

𝑥
 =  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
 (1 – 

𝜂𝜇𝑥

𝑥
) =  1 – 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥
 = 1 – 1 = 0 

v)   

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥3+𝑥
 =  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥(𝑥2+1)
 =  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝜂𝜇𝑥

𝑥
∙   𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1

𝑥2+1
 =  1 ∙  

1

02+1
 =  1  

vi)   

 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇5𝑥

√5𝑥+4−2
 =  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝜂𝜇5𝑥 (√5𝑥+4+2)

(√5𝑥+4−2)(√5𝑥+4+2)
  

                            =  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇5𝑥 (√5𝑥+4+2)

5𝑥+4−4
  

                            =  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇5𝑥

5𝑥
 .  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
 (√5𝑥 + 4 + 2)  

                            =  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝜂𝜇5𝑥

5𝑥
 ∙(√5 ∙ 0 + 4 + 2) =  1 ∙  (2 +  2)  =   4     

Πολλαπλασιάσαμε με 

την συζυγή παράσταση 
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Άσκηση 8 σελ. 57 

Να βρείτε το lim
𝑥⟶0

𝑓(𝑥),  αν : 

i. 1 − 𝑥2 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1 + 𝑥2   για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. 

ii. 1 − 𝑥4 ≤ 𝑓(𝑥) ≤
1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
   για κάθε 𝑥 ∈ (−

𝜋

2
,

𝜋

2
). 

Λύση 

 

Κριτήριο Παρεμβολής 

 

  

i. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

 (1 – 𝑥2) = 1      και        𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

 (1 + 𝑥2) = 1      άρα     𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

f(x) = 1  

ii. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

 (1 – 𝑥4) = 1      και        
x 0
lim
→

1

𝜎𝜐𝜈2𝑥
 = 

1

1
 = 1        άρα     𝑙𝑖𝑚

𝑥→0
f(x) = 1   
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Άσκηση 9 σελ. 57 

Δίνεται η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = {
2𝑎𝑥 + 𝛽,     𝑥 ≤ 3
𝛼𝑥 + 3𝛽,    𝑥 > 3

.   Να βρείτε τις τιμές 

των 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ,  για τις οποίες ισχύει lim
𝑥⟶3

𝑓(𝑥) = 10. 

Λύση 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

f(x) = 10     ⇔    𝑙𝑖𝑚
𝑥→3−

f(x) = 10    και    𝑙𝑖𝑚
𝑥→3+

f(x) = 10 ⇔ 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→3−

 (2αx + β) = 10      και      𝑙𝑖𝑚
𝑥→3−

 (αx + 3β) = 10 ⇔ 

6𝛼 +  𝛽 =  10       𝜅𝛼𝜄      3𝛼 +  3𝛽 =  10 ⇔  

𝛽 =  10 –  6𝛼       𝜅𝛼𝜄      3𝛼 +  3(10 –  6𝛼)   =  10 ⇔  

𝛽 =  10 –  6𝛼       𝜅𝛼𝜄      3𝛼 +  30 –  18𝛼  =  10 ⇔  

𝛽 =  10 –  6𝛼       𝜅𝛼𝜄       –  15𝛼  =  −20 ⇔  

𝛽 =  10 –  6𝛼       𝜅𝛼𝜄       𝛼  =  
4

3
 ⇔  

𝛽 =  10 –  6 ∙  
4

3
   𝜅𝛼𝜄       𝛼  =  

4

3
  ⇔ 

𝛽 =  2      𝜅𝛼𝜄       𝛼  =  
4

3
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Β΄ Ομάδας 

Άσκηση 4 σελ. 58 

Να βρείτε το lim
𝑥⟶1

𝑓(𝑥),  αν : 

i) lim
𝑥⟶1

(4𝑓(𝑥) + 2 − 4𝑥) = −10 ii) lim
𝑥⟶1

𝑓(𝑥)

𝑥−1
= 1 

Λύση 

i. Θεωρούμε τη συνάρτηση 

𝑔(𝑥)  =  4 𝑓(𝑥)  +  2 –  4𝑥,   𝑥  𝜅𝜊𝜈𝜏ά 𝜎𝜏𝜊 1 

       

 𝑔(𝑥)–  2 +  4𝑥 =  4 𝑓(𝑥) ⟺  

𝑓(𝑥)  =  
1

4
 (𝑔(𝑥) –  2 +  4𝑥 )   

Η υπόθεση γίνεται     𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

 g(x) = –10 

Επομένως    𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

f(x) =  
1

4
 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

 (𝑔(𝑥)–  2 +  4𝑥 ) =  

1

4
∙  (– 10 –  2 +  4 ∙ 1)  =   

1

4
∙  (– 8 )   = – 2   

ii. Θεωρούμε τη συνάρτηση   g(x) = 
𝑓(𝑥)

𝑥−1
,    𝑥  𝜅𝜊𝜈𝜏ά 𝜎𝜏𝜊 1 

𝑓(𝑥)  =  𝑔(𝑥) (𝑥 –  1) 

 Η υπόθεση γίνεται      lim
𝑥⟶

𝑔(𝑥)  =  1. 

 Επομένως    𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑓(𝑥)  = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

[𝑔(𝑥) (𝑥 –  1)] 

     = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑔(𝑥) ∙ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

 (𝑥 –  1)] =   1 ∙ (1 –  1)  =   0   

Λύνουμε ως προς f(x) 

Θέτουμε g(x) την 

ποσότητα που 

βρίσκεται μέσα στο 

όριο 


