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ΘΕΜΑ Α 

 

Α.1. Θεωρία Σχολικοφ Βιβλίου, ςελίδα 111 

 

Α.2. Θεωρία Σχολικοφ Βιβλίου, ςελίδα 111 

 

Α.3. Θεωρία Σχολικοφ Βιβλίου, ςελίδα 74 

 

Α.4. α) Ψ 

 

 β) Αντιπαράδειγμα:  Ζςτω θ ςυνάρτθςθ 𝑓 𝑥 = 𝑥, με lim𝑥→0 𝑓(𝑥) = 0  και  

 Για 𝑥 > 0: lim𝑥→0
1

𝑓 𝑥 
= +∞ 

 Για 𝑥 < 0: lim𝑥→0
1

𝑓 𝑥 
= −∞ 

και επειδι (+∞) ≠ (−∞), τελικά το όριο lim𝑥→0
1

𝑓 𝑥 
 δεν 

υπάρχει. 

 

Α.5. α) Σωςτό 

 β) Σωςτό 

 γ) Λάκοσ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ Β 

 

Β.1. 

1οσ τρόποσ: 

Αρκεί θ 𝑓 να είναι 1-1 

Ζχουμε  

𝑓 𝑥1 = 𝑓 𝑥2 ⇒
3𝑥1 + 1

𝑥1 − 3
=

3𝑥2 + 1

𝑥2 − 3
⇒ 

⇒  3𝑥1 + 1  𝑥2 − 3 =  3𝑥2 + 1  𝑥1 − 3 ⇒ 
⇒ 3𝑥1𝑥2 − 9𝑥1 + 𝑥2 − 3 = 3𝑥1𝑥2 − 9𝑥2 + 𝑥1 − 3 ⇒ 

⇒ 10𝑥2 = 10𝑥1 ⇒ 𝑥2 = 𝑥1 
 

Άρα θ 𝑓είναι 1-1, οπότε αντιςτρζφεται. 

2οσ τρόποσ: 

𝑦 =
3𝑥 + 1

𝑥 − 3
⇔ 𝑥𝑦 − 3𝑦 = 3𝑥 + 1 ⇔ 𝑥 𝑦 − 3 = 3𝑦 + 1 

Αν 𝑦 ≠ 3 τότε 𝑥 =
3𝑦+1

𝑦−3
, ενώ για 𝑦 = 3παίρνουμε 10 = 0, δθλ. αδφνατθ. 

Άρα θ 𝑓 𝑥 = 𝑦 για 𝑦 = 3 δεν ζχει λφςθ, ενώ για 𝑦 ≠ 3ζχει μοναδικι λφςθ: 𝑥 =
3𝑦+1

𝑥−3
 

Μάλιςτα είναι 
3𝑦+1

𝑦−3
≠ 3  

Εάν  
3𝑦+1

𝑦−3
= 3 ⇔ 3𝑦 + 1 = 3𝑦 − 9 ⇔ 1 = −9   ΑΤΟΠΟ 

Άρα 𝑓−1 : ℝ ∖ {3} → ℝ ∖ {3} με  𝑓−1 𝑥 =
3𝑥+1

𝑥−3
 

 

 

Β.2. 

Ο 2οσ τρόποσ του Β.1. μάσ δίνει το ηθτοφμενο. 

 

 

 

 

 

 

 

 



Β.3.  

1οσ τρόποσ: 

Λόγω του Β.2. ζχουμε ότι  𝑓 𝑥 = 𝑓−1(𝑥)για 𝑥 ≠ 3.  

Άρα 𝑓 𝑓 𝑥  = 𝑓 𝑓−1 𝑥  = 𝑥 

για 𝑥 ≠ 3. 

 

2οσ τρόποσ: 

𝑓 ∘ 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑓 𝑥  =
3𝑓 𝑥 + 1

𝑓 𝑥 − 3
=

3 ⋅
3𝑥+1

𝑥−3
 + 1

3𝑥+1

𝑥−3
− 3

= ⋯ = 𝑥 

 

 

B.4.  

lim
𝑥→−

1

3

𝑓 𝑥 ∙ ημ
1

3𝑥 + 1
= lim

𝑥→−
1

3

3𝑥 + 1

𝑥 − 3
∙ ημ

1

3𝑥 + 1
 

 

Αλλά   − 3𝑥 + 1 ≤  3𝑥 + 1 ημ
1

3𝑥+1
≤ |3𝑥 + 1| 

 και  lim
𝑥→−

1

3

 3𝑥 + 1 = 0 

 

Από το κριτιριο τθσ παρεμβολισ είναι : 

lim
𝑥→−

1

3

 3𝑥 + 1 ημ
1

3𝑥 + 1
= 0 

 

και επιπλζον: 

lim
𝑥→−

1

3

1

𝑥 − 3
=

1

−
1

3
− 3

 

 

Άρα 

lim
𝑥→−

1

3

𝑓 𝑥 ∙ ημ
1

3𝑥 + 1
= 

= lim
𝑥→−

1

3

1

𝑥 − 3
 ∙ lim

𝑥→−
1

3

 3𝑥 + 1 ∙ ημ
1

3𝑥 + 1
= 

= −
1

1

3
+ 3

∙ 0 = 0 



ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ.1. 

Ζχουμε   𝛦 =
1

2
𝛣𝛤 ∙ 𝛢𝛭 = 𝛣𝛭 ∙ 𝛢𝛭 

και ότι   

ημ𝜃 =
𝛣𝛭

𝛰𝛣
= 𝛣𝛭,  

𝛢𝛭 = 𝛢𝛰 + 𝛰𝛭 

και συν𝜃 =
𝛰𝛭

𝛰𝛣
 

Άρα   𝛢𝛭 = 1 + συν𝜃   και   𝛦 𝜃 =  1 + συν𝜃 ημ𝜃 

 

Προςοχι: 𝜃 ∈  0,
𝜋

2
  . Όταν 𝜃 ∈  

𝜋

2
, 𝜋  ζχουμε το ςχιμα  

 

 

Είναι πάλι 𝛦 = 𝛢𝛭 ∙ 𝛣𝛭, 

ημ 𝜋 − 𝜃 =
𝛣𝛭

𝛰𝛣
 .   

Άρα 𝛣𝛭 = ημ 𝜋 − 𝜃 = ημ𝜃 

και 𝛢𝛭 = 𝛰𝛢 − 𝛰𝛭 = 1 − 𝛰𝛭 . 

Αλλά 𝛰𝛭 = 𝜎𝜐𝜈 𝜋 − 𝜃 = −συν𝜃 

και  𝛢𝛭 = 1 + συν𝜃 . 

Πάλι 𝛦 𝜃 =  1 + συν𝜃 ημ𝜃 . 

 

 

 

 



Γ.2. 

𝛦 𝜃 =  1 + συν𝜃 ημ𝜃, όπου 𝜃 ∈  0, 𝜋  

𝛦′ 𝜃 = − ημ𝜃 2 +  1 + συν𝜃 συν𝜃 =  συν𝜃 2 −  ημ𝜃 2 + συν𝜃 

Αλλά − ημ𝜃 2 =  συν𝜃 2 − 1 . 

  

Άρα  

𝛦′ 𝜃 = 2 συν𝜃 2 + συν𝜃 − 1 

  

Η εξίςωςθ:  2𝜏2 + 𝜏 − 1 = 0  ζχει ρίηεσ το −1 και το 
1

2
 . 

 Άρα 

𝛦′ 𝜃 = 2 συν𝜃 + 1  συν𝜃 −
1

2
  

Για 𝜃 ∈  𝜊, 𝜋  είναι συν𝜃 + 1 > 0. 

 

Η τριγωνομετρικι εξίςωςθ: συν𝜃 =
1

2
  ζχει ςτο  0, 𝜋  τθ ρίηα 𝜃 =

𝜋

3
 .  

 

Είναι φανερό ότι: 

 για 0 < 𝜃 <
𝜋

3
 , 𝛦′ 𝜃 > 0 

 για 
𝜋

3
< 𝜃 < 𝜋 , 𝛦′ 𝜃 < 0 

 

Άρα ςτο 𝜃 =
𝜋

3
  θ  𝛦(𝜃)  παίρνει μζγιςτθ τιμι. 

 

 

Γ.3. 

Ζχουμε ότι 𝛦  
𝜋

3
 = ημ

𝜋

3
 1 + συν

𝜋

3
 =

 3

2
∙

3

2
=

3

4
∙  3 . 

Η ςυνάρτθςθ  𝛦:  0,
𝜋

3
 → ℝ  είναι γνθςίωσ αφξουςα και: 

𝛦   0,
𝜋

3
  =  lim

𝜃→0
𝛦 𝜃 , lim

𝜃→
𝜋

3

− 𝛦 𝜃  =  0,
3

4
 3  

Επειδι 0 <
3

4
<

3

4
 3 , υπάρχει μοναδικι 𝜃1 ∈  0,

𝜋

3
  με 𝛦 𝜃1 =

3

4
 . 

 

 



Η ςυνάρτθςθ   𝛦:  
𝜋

3
, 𝜋 →  ℝ  είναι γνθςίωσ φκίνουςα και: 

𝛦   
𝜋

3
, 𝜋  =  lim

𝜃→𝜋−
𝛦 𝜃 , lim

𝜃→
𝜋

3

+
𝛦 𝜃  =  0,

3

4
 3  

Επειδι 0 <
3

4
<

3

4
 3 , υπάρχει μοναδικι 𝜃2 ∈  

𝜋

3
, 𝜋  με 𝛦 𝜃2 =

3

4
 . 

 

 

Γ.4. 

 

Από το ερώτθμα Γ.3. ιςχφει ότι 𝜃1 <
𝜋

3
< 𝜃2.  

 

Από Θ.Μ.Τ. υπάρχει γωνία 𝜉1  , με 𝜃1 < 𝜉1 <
𝜋

3
 , ώςτε 𝛦  

𝜋

3
 − 𝛦 𝜃1 =  

𝜋

3
− 𝜃1 𝛦′ 𝜉1  . 

 

Από Θ.Μ.Τ. υπάρχει γωνία 𝜉2  , με 
𝜋

3
< 𝜉2 < 𝜃2 ,ώςτε 𝛦 𝜃2 − 𝛦  

𝜋

3
 =  𝜃2 −

𝜋

3
 𝛦′ 𝜉2  .   

 

Αφοφ 𝛦 𝜃1 = 𝛦 𝜃2 =
3

4
 , παίρνουμε ότι: 

 

 
𝜋

3
− 𝜃1 𝛦′ 𝜉1 = − 𝜃2 −

𝜋

3
 𝛦′ 𝜉2 =  

𝜋

3
− 𝜃2 𝛦′ 𝜉2  

 

 

χόλιο: 1) Υπάρχει ανακρίβεια ςτθν εκφώνθςθ. Γράφει: 𝛣𝛰 𝛭 = 𝜃 το οποίο δεν είναι 
ακριβζσ. 

 Εάν   
𝜋

2
< 𝜃 < 𝜋  τότε 𝛣𝛰 𝛭 = 𝜋 − 𝜃. 

 

 



ΘΕΜΑ Δ 

 

Δ.1.  

𝑓 𝑥 = 𝑥 ln 𝑥 − ln 𝜆 − ln 𝑥 

𝑓′  𝑥 = ln 𝑥 + 𝑥 ∙
1

𝑥
−

1

𝑥
= ln 𝑥 + 1 −

1

𝑥
 

Ζχουμε:  𝑓′ (1) = 0 . 

 Αν  𝑥 > 1τότε  1 −
1

𝑥
> 0και  ln 𝑥 > 0 . 

 Άρα για 𝑥 > 1 , 𝑓′  𝑥 > 0 . 

 Αν  0 < 𝑥 < 1τότε  1 −
1

𝑥
< 0και  ln 𝑥 < 0 .  

Άρα για 0 < 𝑥 < 1 , 𝑓′  𝑥 < 0 . 

 

Άρα 𝑓 ↗(γνθςίωσ αφξουςα) ςτο  1, ∞  

και  

𝑓 ↘ (γνθςίωσ φκίνουςα) ςτο (0,1] .  

Συνεπώσ θ 𝑓παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο ςτο 𝑥 = 1, το 𝑓 1 = − ln 𝜆 . 

 Το ςθμείο ακροτάτου τθσ 𝑓είναι το  1, − ln 𝜆 . Κακώσ το 𝜆 μεταβάλλεται ςτο (0, +∞), θ  

ευκεία είναι θ 𝑥 = 1.  

 

Δ.2. 

1οσ τρόποσ: 

Η δοςμζνθ ςχζςθ 𝑥𝑥 ≥ 𝜆𝑥  για 𝑥 > 0  γράφεται: 𝑥𝑥−1 ≥ 𝜆 .  

Θζτουμε 𝑞 𝑥 = 𝑥𝑥−1 = 𝑒 𝑥−1 ln 𝑥  με  𝑥 > 0. 

Ζχουμε: 𝑞′ 𝑥 = 𝑥𝑥−1  ln 𝑥 +
𝑥−1

𝑥
  με 𝑥 > 0 .  

 

Επιπλζον 𝑥𝑥−1 > 0για 𝑥 > 0και: 

 Αν  𝑥 > 1είναι ln 𝑥 > 0και 
𝑥−1

𝑥
> 0 . 

 Άρα για 𝑥 > 1 , ζχουμε 𝑞′ 𝑥 > 0 . 

 Αν  0 < 𝑥 < 1είναι ln 𝑥 < 0και 
𝑥−1

𝑥
< 0 .  

Άρα για 0 < 𝑥 < 1 , ζχουμε 𝑞′ 𝑥 < 0 . 

 

 



Συνεπώσ θ ςυνάρτθςθ 𝑞 παίρνει ελάχιςτθ τιμι ςτο 𝑥 = 1, θ οποία είναι 𝑞 1 = 10 = 1. 

Άρα 𝑞 𝑥 ≥ 1για 𝑥 > 0 . 

Αφοφ κζλουμε 𝑞 𝑥 ≥ 𝜆, θ μεγαλφτερθ τιμι του 𝜆 που επαλθκεφει αυτι τθ ςχζςθ είναι το 
𝜆 = 1. 

 

2οσ τρόποσ (Χρθςιμοποιώντασ τθν ιδιότθτα et≥ 1 + t,   t ): 

 

𝑥𝑥−1 ≥ 𝜆 

 

𝑥𝑥−1 = 𝑒 𝑥−1 ln 𝑥 ≥ 1 +  𝑥 − 1 ln 𝑥 

Αλλά για  𝑥 > 0  ζχουμε   𝑥 − 1 ln 𝑥 ≥ 0 . 

 

Άρα  𝑥𝑥−1 ≥ 1 για  𝑥 > 0  και για  𝑥 = 1ζχουμε ιςότθτα. Άρα 𝜆 = 1 . 

 

Δ.3.  

Η εφαπτόμενθ τθσ 𝐶ςτο  𝑥0 ,  𝑥0  είναι  𝑦 =  𝑥0 + ′ 𝑥0  𝑥 − 𝑥0  . 

Για να περνάει από το ςθμείο  0,0  πρζπει  0 =  𝑥0 − 𝑥0
′ 𝑥0 . 

Δθλαδι πρζπει θ   𝑥 = 𝑥′ 𝑥 να ζχει ρίηα. 

 Εδώ ζχουμε τθν 𝑔(𝑥), δθλαδι τθν εξίςωςθ: 𝑔 𝑥 = 𝑥𝑔′(𝑥) . 

 Συγκεκριμζνα: 

𝑔 𝑥 = 𝑥𝑥 = 𝑒𝑥 ln 𝑥  
𝑔′ 𝑥 = 𝑥𝑥  ln 𝑥 + 1  

Άρα θ εξίςωςθ  𝑔 𝑥 = 𝑥𝑔′(𝑥)γίνεται: 

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥  1 + ln 𝑥 𝑥 
𝑥 1 + ln 𝑥 = 1 

𝑥 + 𝑥 ln 𝑥 − 1 = 0 
 

Θζτουμε 𝑟 𝑥 = 𝑥 + 𝑥 ln 𝑥 − 1. 

 Για 𝑥 > 1,  είναι 𝑟 𝑥 > 0 . 

 Για 𝑥 < 1,  είναι 𝑟 𝑥 < 0 . 

 Για 𝑥 = 1,  είναι 𝑟 1 = 0 . 

 

Άρα το μοναδικό ςθμείο για το οποίο 𝑟 𝑥 = 0 ⇔ 𝑔 𝑥 = 𝑥𝑔′(𝑥) είναι το  𝑥 = 1.  

 

 



Η εφαπτομζνθ τθσ 𝐶𝑔  ςτο ςθμείο  1, 𝑔 1  είναι: 

𝑦 = 𝑔 1 + 𝑔′ 1  𝑥 − 1 = 1 + 1 𝑥 − 1 = 𝑥 

Και αφοφ 𝜆 = 1, 

 είναι πράγματι θ 𝑦 = 𝑥. 

 

Δ.4. 

(i) 

lim
𝑥→0+

𝑥𝑥 = lim
𝑥→0+

𝑒𝑥 ln 𝑥  

Αλλά : 

lim
𝑥→0+

𝑥 ln 𝑥 = lim
𝑥→0+

ln 𝑥
1

𝑥

=

−∞

+∞
lim

𝑥→0+

1

𝑥

−
1

𝑥2

= lim
𝑥→0+

(−𝑥) = 0 

 

Λόγω ςυνζχειασ τθσ 𝑒𝑥είναι: 

lim
𝑥→0+

𝑒𝑥 ln 𝑥 = 𝑒
lim

𝑥→0+
𝑥 ln 𝑥

= 𝑒0 = 1 

Άρα  lim𝑥→0+ (𝑥) = 1 =  0 οπότε είναι ςυνεχισ. 

 

 

(ii) 

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ: 

𝜇 𝑥 = 𝑥2020  3 − 2  𝑔 𝑡 𝑑𝑡
2

1

 +  1 − 𝑥   1 − 𝑡 𝑑𝑡
1

0

 

που είναι ςυνεχισ.  

 

Επίςθσ  

𝜇 0 =   1 − 𝑡 𝑑𝑡
1

0

=   𝑡 𝑑𝑡
1

0

> 0 

γιατί   𝑥 > 0 για 𝑥 ≥ 0. 

 
Είναι 

𝜇 1 = 3 − 2  𝑔 𝑡 𝑑𝑡
2

1

 

 

 



Είναι 𝑔 𝑡 = 𝑡𝑡 ≥ 𝑡 για  𝑡 > 1 . 

 

Άρα 

 𝑔 𝑡 𝑑𝑡
2

1

>  𝑡𝑑𝑡
2

1

=  
𝑡2

2
 

1

2

=
4

2
−

1

2
=

3

2
 

 

δθλαδι 

𝜇 1 < 3 − 2 ∙
3

2
= 0 

 

Αφοφ  𝜇 0 ∙ 𝜇 1 < 0 ,  

το Θεώρθμα Bolzano μάσ δίνει ότι  θ εξίςωςθ  𝜇 𝑥 = 0  ζχει τουλάχιςτον μία ρίηα ςτο 
 0,1  .  


