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Θζμα Α 

Α.1. Σχολικό Βιβλίο, ςελίδα 76 

Α.2. Σχολικό Βιβλίο, ςελίδα 104 

Α.3. α) Ψευδισ 

        β) Σχολικό Βιβλίο, ςελίδα 136 

Α.4. α) Λάκοσ 

        β) Σωςτό 

         γ) Σωςτό 

         δ)   ;  

             Παρατιρθςθ: Το Σχολικό Βιβλίο ςτθ ςελίδα 76 γράφει ςτο κάτω - κάτω πλαίςιο  

             «Η εικόνα f(Δ) ενόσ διαςτιματοσ Δ μζςω μίασ ςυνεχοφσ και μθ ςτακερισ  

                ςυνάρτθςθσ f, είναι διάςτθμα».  

             Εάν το λάβουμε αυτό υπ’ όψιν, τότε θ πρόταςθ (δ) είναι ΢ωςτι. 

 

             Όμωσ, δεν είναι ακριβζσ αυτό, διότι εάν πάρουμε: 

:f     με   ( )f x x x x    

               Τότε θ f είναι ςυνεχισ μθ ςτακερι, με f(x) = 0 για x ≥ 0.  

               To f{[0, 1]} = {0) με βάςθ το Σχολικό Βιβλίο δεν είναι διάςτθμα. 

 

 

         ε) Σωςτό.  

 

 

 



Θζμα B 

Β.1.  

Ζχουμε τθ ςυνάρτθςθ :g     και   f : 1,     . 

Τα xγια τα οποία ορίηεται θ fοg  πρζπει να ικανοποιοφν τθν  

 g(x)  1,    .  

Δθλαδι ex > 1. 

Αλλά ex > 1  x > 0 

Άρα θ fog:  0,       και  

     
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Β.2. Ζχουμε τθ ςυνάρτθςθ   
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 Παραγωγίηοντασ ζχουμε: 
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Άρα, για x > 0, είναι hϋ(x) < 0,  

οπότε h είναι γνθςίωσ φκίνουςα οπότε είναι και «1-1». 

 Για να βροφμε τθν αντίςτροφθ ενεργοφμε ωσ ακολοφκωσ: 
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Άρα  1 2
( ) ln
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 με πεδίο οριςμοφ τθσ φ  να είναι το πεδίο τιμϊν τθσ h. 

 



Η   : 0,   h     είναι γνθςίωσ φκίνουςα οπότε: 

 0
h(0,   ) lim ( ),   lim ( )  x x

h x h x 
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2

lim ( ) lim
1

x

x x x

e
h x

e
 





 

      Εάν u = ex τότε για x  ζχουμε ότι  u  

      Οπότε:  
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 Ζχουμε ότι: 
0 0
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     διότι   
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lim 2 1 2 3x

x
e
      και   

0

1
lim

1xx e


 


  

 αφοφ για  x > 0  είναι   

    ex – 1 > 0   και    
0

lim 1 0x

x
e
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Β.3. Ζχουμε τθ ςυνάρτθςθ 
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 και παραγωγίηοντασ ζχουμε: 
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, για x > 1 

Άρα θ ςυνάρτθςθ φ είναι γνθςίωσ φκίνουςα. 

 



Β.4.  

 Ζχουμε ότι:  
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              Εάν  u = 
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 Ζχουμε ότι:  
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Θζμα Γ 

Ζχουμε τθ ςυνάρτθςθ: 

1
ln ,   εάν  x 0

1

( )

3
,   εάν  0 < x

2

x

f x

x x




  

 
  

 
  
 
   
 

 

Γ.1.  

Η ςυνάρτθςθ f είναι ςυνεχισ  για x<0    και για 
3

0 < x
2


 . 

Πρζπει να δοφμε εάν είναι ςυνεχισ και για x = 0. 

 Ζχουμε ότι f(0) = 1 – lnλ  

και 

 
0 0

lim f( ) lim 0 0 0 1
x x

x x x         
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0
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x
x 
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Η ςυνάρτθςθ f είναι λοιπόν ςυνεχισ εάν και μόνο εάν 

 f(0) = 0lim f( )x x ,  δθλαδι  1 ln   . 

Θεωροφμε τθν εξίςωςθ:  

ln 1 0x x   ,  με  x > 0 

για τθν οποία κα δείξουμε ότι ζχει μοναδικι ρίηα το x = 1.  

 

 

 

 

 

 

 



Α΄ Σρόποσ Λφςθσ: 

Ζχουμε ότι  ln 1 0    , και διακρίνουμε τισ ακόλουκεσ περιπτϊςεισ: 

 Εάν λ = 1, τότε θ ςχζςθ ιςχφει. 

 Εάν λ > 1, τότε λ – 1 > 0 και άρα lnλ > 0. Οπότε ln 1 0     

 Εάν λ < 1, τότε λ – 1 < 0 και άρα lnλ < 0. Οπότε ln 1 0     

Οπότε, θ ςχζςθ ln 1 0     ιςχφει εάν και μόνο εάν λ = 1. 

 

Β΄ Σρόποσ Λφςθσ: 

Θζτουμε: ( ) ln 1q x x x   ,  με  x > 0  και παραγωγίηοντασ ζχουμε ότι: 
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       , ςυνεπϊσ θ ςυνάρτθςθ q είναι γνθςίωσ αφξουςα. 

Υπολογίηουμε   
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  και   (2) 2 ln 2 1 0q      

Από Θεϊρθμα Bolzano, θ εξίςωςθ q(x) = 0 ζχει λοιπόν μία ρίηα ςτο 
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 και είναι 

μοναδικι. Προφανϊσ είναι θ x = 1, άρα λ = 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Γ.2.  

Εάν λ = 1, τότε ζχουμε τθ ςυνάρτθςθ:    
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 Εάν x < 0, τότε: 
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 Εάν x > 0, τότε: 
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Άρα: 
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Αρα   f ϋ (0) = 1.  

Αν ω είναι θ γωνία που ςχθματίηει θ εφαπτομζνθ ςτο 0  τθσ f με τον άξονα χ’χ τότε είναι  

εφω = f ϋ (0) = 1 1
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Γ.3.  

Εάν λ = 1, τότε ζχουμε τθ ςυνάρτθςθ:    
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 Για x < 0, τότε: 
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 Για x > 0, τότε: 

          f x x x x x x x               

 

Οπότε, ζχουμε:  
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Για x ≤ 0, είναι  f x  > 0 και για 
3

0 < x
2


  ζχουμε το ακόλουκο: 

  0f x   0x x   ,   

5
     ή         

4 4
x x

 
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Επειδι είναι  
3

0 < x
2


  και τα δυο είναι δεκτά. 



Αφοφ θ f   ορίηεται για κάκε 
3

x
2


  και ακόμθ ιςχφει ότι   0f x   μόνο για 

5
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4 4
x x

 
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αυτά είναι τα κρίςιμα ςθμεία. 

Να ςθμειϊςουμε ότι επειδι το πεδίο οριςμοφ είναι ανοικτό δεν παίρνουμε τα άκρα. 

 

Γ.4.  

Η εξίςωςθ τθσ εφαπτομζνθσ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ f ςτο ςθμείο Μ(α, f(α)), 

με 0   είναι θ:  

 ( ) ( )y f f x       

 Εάν y = 0, τότε ζχουμε:  
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γιατί το f’(α) δεν μθδενίηεται όταν το x<0 θ  x=0. 

Οπότε, ζχουμε το ςθμείο: 
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 Άρα, θ τετμθμζνθ x του ςθμείου Β είναι θ: 
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Τελικά για οποιαδιποτε χρονικι ςτιγμι t, ιςχφει ότι: 
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Αφοφ όμωσ  0 1t   ,  για t = t0 είναι: 
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Θζμα Δ 

Ζχουμε τθ ςυνάρτθςθ: 2( ) 1xf x e x e x      

Δ.1.  Παραγωγίηοντασ ζχουμε ότι:  

 2( ) 1 2 1 0 2x x xf x e x e x e x e e x e
               

 και  ( ) 2 2 1 0 2 0x x xf x e x e e e
            

Αφοφ ( ) 0f x     

τότε θ ( ) 0f x   ζχει το πολφ 1 ρίηα ςτο ςφνολο R.  

Η ( )f x  είναι ςυνεχισ και (0) 1 0f e    ,  (1) 2f    

 

 Από το Θεϊρθμα Bolzano αφοφ θ ( )f x  είναι ςυνεχισ,  θ ( ) 0f x   ζχει 

τουλάχιςτον 1 ρίηα ςτο διάςτθμα (0, 1). Αφοφ ζχει το πολφ 1 ρίηα ςτο ςφνολο R, άρα 

κα ζχει μοναδικι ρίηα ςτο διάςτθμα (0, 1). 

 Επειδι ( ) 0f x  , τότε θ f   είναι γνθςίωσ αφξουςα. 

 Άρα εάν x0 είναι θ ρίηα κα είναι 0( ) ( ) 0f x f x    για κάκε x > x0   

και  0( ) ( ) 0f x f x    για κάκε x < x0.  

Ζτςι  ςτο x0 θ ςυνάρτθςθ f παρουςιάηει τοπικό ελάχιςτο το οποίο είναι και ολικό, αφοφ θ f 

είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  0 ,   +x   και  f είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο 0( ,     x ] . 

 Είναι 

 

Αλλά 0( ) 0f x    

 

δθλα

δι   

0

02 0
x

e x e   , άρα  0

02
x

e e x   

0 2

0 0 0f( ) 1
x

x e x e x    

 2 2

0 0 0 0 0 0f( ) 2 1 2 1x e x x e x x e x e           



Ζτςι:  

 

 

 

Δ.2.  

Α΄ Σρόποσ Λφςθσ: 

 

Ζχουμε ότι:    
0 0lim f( ) f( ) 0x x x x   ,  λόγω τθσ ςυνζχειασ τθσ ςυνάρτθςθσ f. 

Επίςθσ:  0f( ) f( ) 0x x  , για 0x x  

Από γνωςτι ιδιότθτα ςυμπεραίνουμε ότι: 

0

0

1
lim

f( ) f( )
x x

x x
  


 

Αλλά: 

0 0 0

1 1 1
1

f( ) f( ) f( ) f( )x x x x x x


 
     

   
 

και επειδι 
0

0

1
lim 1

f( ) f( )
x x

x x


 
    

 
, άρα ζχουμε ότι: 

0

0 0

1 1
lim

f( ) f( )
x x

x x x x


  
    

   
 

 

 

 

 

 

 

 2 2

0 0 0 0 0 0f( ) 2 1 2 1x e x x e x x e x e           



Β΄ Σρόποσ Λφςθσ: 

 

Ζχουμε ότι:   

 
0 0 0

00 0 0 0

0

1 1 1 1 1
lim lim

f( ) f( )f( ) f( )
x x x x x x

x xx x x x x x x x

x x

  

  
       

                     
    

 

1θ περίπτωςθ: Εάν x > x0, τότε:  

0

0

1
lim

x x x x


 


   και     
0

0
0

0

f( ) f( )
lim 0

x x

x x
f x

x x



 


 

Συμπεραίνουμε από το προθγοφμενο ερϊτθμα ότι για κάκε x  0,  +x   είναι   0f x  , 

όταν το x λαμβάνει τιμζσ κοντά ςτο x0. 

Οπότε, ζχουμε ότι:  

0
0

0

1
lim

f( ) f( )x x x x

x x


 





 

Ακόμθ είναι: 
0

1
1 1

x x


 
   

 
, λόγω του ότι για κάκε γωνία κ  είναι 1 1   . Οπότε: 

     0 0 0

0

1
1 1x x x x x x

x x


 
         

 
 

από όπου προκφπτει ότι:    
0 0

0 0lim lim 0
x x x x

x x x x  
        

Εν τζλει από Κριτιριο Παρεμβολισ αποφαινόμαςτε ότι:    
0

0

0

1
lim 0

x x
x x

x x


 
   

 
 

Τελικά:  

 
0

0
00 0

0

1 1 1
lim

f( ) f( )x x
x x

x xx x x x

x x



  
    

            
    

 



2θ περίπτωςθ: Εάν x < x0, τότε:  

0

0

1
lim

x x x x


 


   και     
0

0
0

0

f( ) f( )
lim 0

x x

x x
f x

x x



 


 

Συμπεραίνουμε από το προθγοφμενο ερϊτθμα ότι για κάκε x  0,   x   είναι   0f x  , 

όταν το x λαμβάνει τιμζσ κοντά ςτο x0. 

Οπότε, ζχουμε ότι:  

0
0

0

1
lim

f( ) f( )x x x x

x x


 





 

Ακόμθ είναι: 
0

1
1 1

x x


 
   

 
, λόγω του ότι για κάκε γωνία κ  είναι 1 1   . Οπότε: 

         0 0 0 0 0 0

0 0

1 1
1 1 1x x x x x x x x x x x x

x x x x
 

   
                    

    
 

από όπου προκφπτει ότι:    
0 0

0 0lim lim 0
x x x x

x x x x  
        

Εν τζλει από Κριτιριο Παρεμβολισ αποφαινόμαςτε ότι:    
0

0

0

1
lim 0

x x
x x

x x


 
   

 
 

Τελικά:  

     
0

0
00 0

0

1 1 1
lim

f( ) f( )x x
x x

x xx x x x

x x



  
    

                
    

 

 

΢υμπζραςμα 

Ζχουμε το ακόλουκο αποτζλεςμα για το ηθτοφμενο όριο μασ:  

 
0 0

00 0

0

1 1 1
lim

f( ) f( )x x x x
x xx x x x

x x



  
    

            
    

 



Δ.3.  

Θζτουμε:       0g x f x x x    

 και παραγωγίηοντασ ζχουμε ότι: 

       1 0 1 0g x f x f x        , για x > x0 

Οπότε θ g είναι γνθςίωσ αφξουςα ςυνάρτθςθ ςτο διάςτθμα (x0, 1), άρα θ εξίςωςθ g(x) = 0, 

για  0 ,  1x x ζχει το πολφ μία ρίηα x0. 

 Αλλά είναι f(0) = 0, άρα επειδι ςτθ κζςθ x0 θ ςυνάρτθςθ f ζχει ελάχιςτο  

     0 0 0 0g x f x f    

 Ακόμθ είναι     0 0 01 1 1 1 1 1 1 0g f x e e x x             

Οπότε είναι    0 1 0g x g   και αφοφ θ g είναι ςυνεχισ, άρα από το Θεϊρθμα Bolzano 

προκφπτει ότι θ εξίςωςθ g(x) = 0 ζχει τουλάχιςτον μία λφςθ ςτο διάςτθμα (x0, 1).  

Επειδι θ g είναι και γνθςίωσ αφξουςα ςυνάρτθςθ, αυτι θ ρίηα είναι και μοναδικι. 

Άρα υπάρχει  0 ,   1x  με  g(ρ) = 0,  δθλαδι   0f x    

Δ.4.  

 

Η ςχζςθ      0 1f x f f       γράφεται ιςοδφναμα ωσ ακολοφκωσ: 

       0f x f f f               (1) 

Αλλά   0f x   , οπότε θ ςχζςθ (1) γράφεται ιςοδφναμα ωσ ακολοφκωσ: 

   
 0

0

f x f
f

x










,     με     0 0x    

Μζςω του Θεωριματοσ Μζςθσ Τιμισ Διαφορικοφ Λογιςμοφ, ζχουμε ότι: 

   
 0

0

f x f
f

x










,     με     0x     



Άρα, πρζπει:    f f    

Αλλά θ f ‘ είναι γνθςίωσ αφξουςα ςυνάρτθςθ ςτο διάςτθμα  0,  +x  , οπότε αφοφ 

0x    , τότε είναι: 

     f f f      ,   για  ,  1   

 

που δείχνει τθ ηθτοφμενθ ςχζςθ. 

 


