
 6

      
. 
       1 
           , 1, 2,3,...na n  

1 1 2 1
12 , 2.
1n n

na a a a a n
n

 

          2013a . 
 
       (1  ) 
       :  

2
1 2 1 3 1 2

3 4
4 1 2 3 5 1 2 3 4

3 4 42, 3 2, 4 2 4 2 ,
1 2 2

5 5 6 624 5 2 64 6 2 .
3 3 4 4

a a a a a a

a a a a a a a a a
 

          11 2 ,n
na n    1, 2,3,...,n k .  

       1n k ,   :  1 2 2k
ka k . 

      ,                 

    1 2 1
1 1 2 3

2 2 2 3 2 4 2 1 2k
k k

k ka a a a a k
k k

 

  : 

                       0 1 2 1
1

2 2 2 3 2 4 2 1 2k
k

ka k
k

                      (1) 

             (1)  2,  

                        1 2 3
1

22 2 3 2 4 2 1 2k
k

ka k
k

,                        (2) 

    (1)   (2)  , :              

                 1 2 3 1
1

2 2 2 2 2 2 1 2k k
k

ka k
k

 

                 
1

2 1 21 1 2
1 2

2 2 1 2 2 2 .

k
k

k

k k k

ka k
k

k k k
k

 

       :  2012
2013 2014 2a  

 
      2   
          

                                 1 2 1
1 , 2,
1n n

na a a a n
n

                        (3) 

                                 1 1 2
2 , 1,n n

na a a a n
n

                         (4) 

    

                                 1 2 1
1 , 2
1n n

na a a a n
n

                               (5) 

______________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Αρχιμήδης"   -   www.pe03.gr 

53



 7

                                1 2 1, 1.
2n n

na a a a n
n

                          (6) 

    (5)    (6)                                        

                    1 1
1 2( 2) , 1

2 1 1n n n n n
n n na a a a a n

n n n
    (7) 

                          

    
1 2

2 1
1 1

2( 1) 2( 1) 2 ...
1

2( 1) 2 2 4 2 3 1 2 1 2 ,
1 3 2

n n n

n n

n n na a a
n n n
n n a n a n
n n

    

  1 2a .   2012
2013 2014 2a . 

                       
 
       2 
             : 

2 22 5 3y x xy y . 
 
        (1  ) 
             
                           2 22 2 3 3 2 3y x xy xy y y x y x y  .                     (1) 
        x y z ,   z     (1)  
                            2 22 2 1 2y z z y y z yz z y z .                       (2) 
       1z    (2)  0 2y  ( ). 
       1z    

                           
22 2 1 22 22 1

1 1 1
zzy z

z z z
 .                            (3) 

          y     1z      2,   
                                    1 1, 1, 2, 2 0, 2, 1,3z z . 

 0z ,    , 0,0x y . 

 2z ,    , 10, 8x y . 

 1z ,    , 2,1x y . 

 3z ,    , 12, 9x y . 
      
      2   
             
                           2 22 2 3 3 1 2 3 2 2y x xy xy y x y x y        (4) 

    ,          
 ,     (4)   :  

 
1 1 0

, 0,0
2 3 2 2 2 3 0
x y x y

x y
x y x y

 

______________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Αρχιμήδης"   -   www.pe03.gr 

54



 8

1 1 2
, 10, 8

2 3 2 2 2 3 4
x y x y

x y
x y x y

 

1 2 3
, 12, 9

2 3 2 1 2 3 3
x y x y

x y
x y x y

 

1 2 1
, 2,1

2 3 2 1 2 3 1
x y x y

x y
x y x y

 

 
3   

            
                                           2 22 5 3 0x yx y y ,                                               (5) 

     x    .     
            
 ,   2 28 8 ,y y y y      . 

  0 ,    0   0 8y y .  0y ,   
 (4)   0x ,   , 0,0x y .  8y ,  

  (4)   10,x      , 10, 8x y . 
  0 ,     

                                                     2 28 0y y ,                                              (6) 
       y      .  ,    

   (6)     .      
22 2 264 4 8 2 w ,    8, 2 , w      

 .          
           2 2 2 2, 2 ,k m n k mn k m n ,  , ,k m n   , m n .  

    : 

                                     
2 2

2 2

8, 2 2 (7)

2 8, 2 . (8)

k m n k mn

k mn k m n
. 

 1k    (7)     , 3,1m n ,  3 .    

 (6)  2 8 9 0 1 9y y y y ,     
   (5)    2x ,  1y   12,x   9y , 

   : , 2,1x y   , 12, 9x y .  2k ,   
 (7)       . ,    (8)  

     .  
      ,      2 264 4 w  

    : 
2 2 2 264 4 4 64 2 2 64w w w w . 

       ,         , 
 :  

                                    2 2 2w w w =   2 

                                    2 2 4w w =   4. 

______________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Αρχιμήδης"   -   www.pe03.gr 

55



 9

            w    
   : 

2 16
, 10,3

2 4
w

w
w

.    (6) : 

        2 8 9 0 9 1y y y y ,          
          , 12, 9x y   , 2,1x y . 

2 8
, 8,0

2 8
w

w
w

.    (6) : 

        2 8 0 0 8y y y y ,          
          , 0,0x y   , 10, 8x y . 
 

               y    
 ,     .    

       22 10 24 5 1x x x , 

 2 22 25 1 5 1 5 5 1x x x x ,   
        . 

          
       3 
         1 2 160, ,...,    , 1, 2,...,160i i i .   

       1 2, ,..., n    
 :         

1 2 160, ,...,           .   
         1 .    

           
         2 .   

         1 2 160, ,...,    
  3,..., n .         n . 

 
       
                  1k  

,      2k       n  
  nk  .        

1 2, ,..., n ,      , 1, 2,...,160ii i ,    
    1 2, ,..., nk k k .       

      1 2, ,..., nk k k   2n ,     
       ,    

      .      2 160n , 
  8n        n    8.  

            8n       
        ,   

    n    8. 

______________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Αρχιμήδης"   -   www.pe03.gr 

56



 10

            81 160,...        
 80 .    1    80 80 6400  . 

               80   
1 1
81 160,..., .    i   1

80 , 1, 2,...,80i i    i  .  
     41 80,..., , 1 1

121 160,...,     
   40 .    2    80 40 3200  . 

               40   
1 1 2 2
41 80 121 160,..., ,..., .    i , 

1 1 2
40 80 120, , 1, 2,..., 40i i i i  

    i  .       21 40,..., , 
1 1
60 100,...,i i , 2

140 , 1, 2,..., 20i i       20 .  
  3    80 20 1600  . 

          ,      
 1 2 2 2 2 3 3

10 30 50 70 90 110 130 150, , , , , , , , 1, 2,...,10i i i i i i i i i ,    
    10 .    4    80 10 800  . 

         10 .     
    ,    5 mod10 , 1, 2,3,4,5i i     

 1, 2,3,4          5 ,   
 5    80 5 400  .    32    

      .         
2 mod5 , 1, 2,3i i ,  96 ,      1, 2,...,5   

       3 ,    6    
96 3 288  .   32  3(mod5)    ,   

1 1(mod3),     ,      2 2(mod3), ,    
 1, 2,...,6     .       

2 2(mod3), ,     1, 2,...,6       
,   ,        

1 1(mod3), , 1, 2,...,6        ,   .     
         7    128 ,    8    64 . 
 
      .            

 8,   .          81  
80 81, 160, ...,       80      

 .       81 80 6480    
            . 

 
 
       4                                                  
            )R,O(c  (     O  

  R )         (     
 ).       (  1c )    

)R,O(c           Z .     

______________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Αρχιμήδης"   -   www.pe03.gr 

57



 11

 ,  2c ,    )R,O(c          
 . ,        3c ,   

 )R,O(c    N .       KMN   . 
 
       
 

 
                                                               1 
           3c         

   . 
            2c    :  1

ˆ ˆ . 

            1c    :  2
ˆ ˆ . 

                 
:               

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ  ˆ180ˆˆˆ o , 

      (    o180 ). 
             1c , 2c , 3c     . 

            1c    ;  2 2
ˆ ˆ . 

            2c    :  2 1
ˆ ˆ . 

        : 2 2
ˆ ˆ

1
ˆ .         

 ,   A    1c , 2c   3c  .    1c , 

2c , 3c    ,     . 

         1c   2c ,   1
ˆ   1

ˆ      

   ( R ),   : 1
ˆ

1
ˆ . 

              , ,   . 
        , ,     , ,   

 . 

______________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Αρχιμήδης"   -   www.pe03.gr 

58



 12

           ˆ ˆ   ˆ ˆ  (    
)        (  

     (O, )c R . 
    KMN     O    KMN     
        O    ˆ ˆ ˆ ˆ . 
      . 

 
      .      ,     
Miquel     ,,     .   

        . 
 

______________________________________________________________________________________________ 
www.pe03.gr   -   Θέματα πανελλήνιου μαθητικού διαγωνισμού στα μαθηματικά "Ο Αρχιμήδης"   -   www.pe03.gr 

59


	Blank Page

