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ΘΕΜΑ Α 

Α.1. Σχολικό ςελ. 135 

Α.2. Σχολικό ςελ. 51 

Α.3. Σχολικό ςελ. 23 

Α.4.  α) Σ 

 β) Λ 

 γ) Σ 

 δ) Σ 

 ε) Σ 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β.1. 

Θζτουμε , άρα και 

 

ι ιςοδφναμα: 

 

Β.2. 

 

Οπότε: 
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Καταςκευάηουμε τον πίνακα προςιμου και μονοτονίασ: 

 

Άρα θ είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  και φκίνουςα ςτο και 

παρουςιάηει ολικό μζγιςτο ςτο , το . 

Β.3. 

 

 

 

 

Οπότε: 

 

Καταςκευάηουμε τον πίνακα κυρτότθτασ τθσ : 

 

Άρα για ζχουμε ςθμείο καμπισ με  . 

Στο θ είναι κοίλθ (κοίλα προσ τα κάτω), ενώ ςτο  θ είναι κυρτι 

(ςτρζφει τα κοίλα πάνω). 

Αςφμπτωτεσ ευκείεσ τθσ  : 

Κατακόρυφεσ δεν ζχει, διότι θ ορίηεται για κάκε . 
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Αναηθτοφμε αςφμπτωτεσ τθσ μορφισ , πρώτα ςτο : 

 

και: 

 

 

Άρα θ ζχει οριηόντια αςφμπτωτθ τθν ςτο . 

Και ζπειτα αναηθτοφμε αςφμπτωτεσ τθσ μορφισ  ςτο : 

 

Άρα δεν υπάρχουν αςφμπτωτεσ ςτο . 

Β.4. i) 

 
 

  (από Β.3.) 

Χωρίηουμε το πεδίο οριςμοφ ςτα δφο διαςτιματα μονοτονίασ:  

 

και βρίςκουμε τθν εικόνα τθσ κακενόσ από αυτά, λόγω ςυνζχειασ και μονοτονίασ: 

 

 

Το ςφνολο τιμών τθσ είναι θ ζνωςθ των δφο αυτών εικόνων: 

 

ii) 

Α’ τρόποσ:  
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Ζχουμε ότι και ςτο θ είναι γνθςίωσ φκίνουςα. 

Ζχουμε ότι και ςτο θ είναι γνθςίωσ αφξουςα. 

Ζχουμε ότι και ςτο θ είναι γνθςίωσ αφξουςα. 

Αν  θ  δεν ζχει ρίηα γιατί . 

Αν  θ  ζχει μοναδικι ρίηα  θ είναι γνθςίωσ μονότονθ. 

Αν , . 

Αν  θ  ζχει δφο ρίηεσ με και επειδι 

ςε κακζνα από αυτά τα διαςτιματα θ είναι μονότονθ. 

Αν , . 

Συγκεντρωτικά: 

Για , μία ρίηα. 

Για , δφο ρίηεσ. 

Για , μία ρίηα. 

Για , καμία ρίηα. 

 

Β’ τρόποσ: 

Σφμφωνα με τα προθγοφμενα ζχουμε: 

 

και επιπλζον ότι . Άρα θ γραφικι παράςταςθ τθσ είναι όπωσ ςτθν εικόνα: 
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Φζρνοντασ οριηόντιεσ ευκείεσ  παίρνουμε το πλικοσ των ςθμείων τομισ τουσ 

με τθν γραφικι παράςταςθ τθσ . Τα ςθμεία αυτά αποτελοφν λφςεισ τθσ εξίςωςθσ 

 για τισ διαφορετικζσ τιμζσ του . 

Παρατθροφμε ότι: 

Αν , θ  και θ  τζμνονται ςε  μόνο ςθμείο, άρα θ εξίςωςθ  

ζχει μία ρίηα. 

Αν , θ  και θ  τζμνονται ςε  ςθμεία, άρα θ εξίςωςθ  ζχει 

δφο ρίηεσ. 

Αν , θ  και θ  τζμνονται ςε  μόνο ςθμείο, άρα θ εξίςωςθ  

ζχει μία ρίηα. 

Αν , θ  και θ  δεν τζμνονται ςε κανζνα ςθμείο, άρα θ εξίςωςθ 

 είναι αδφνατθ. 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ.1. 

Για είναι ςυνεχισκαι παραγωγίςιμθ ωσ πολυωνυμικι. 

Για είναι ςυνεχισ και παραγωγίςιμθ αφοφ το ςυνθμίτονο είναι ςυνεχισ 

και παραγωγίςιμθ ςυνάρτθςθ. 

Για τθ ςυνζχεια ςτο ζχουμε: 
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Άρα . 

Άρα θ είναι ςυνεχισ ςε όλο το πεδίο οριςμοφ τθσ. 

Όςον αφορά τθν παραγωγιςιμότθτα ςτο : 

 

 

Αφοφ τα δφο πλευρικά όρια δεν είναι ίςα, δεν υπάρχει παράγωγοσ ςτο . 

Γ.2.i) 

Η είναι ςυνεχισ ςτο και παραγωγίςιμθ ςτο . 

Επιπλζον, και .  

Αφοφ , δεν πλθροφνται οι προχποκζςεισ για το κεώρθμα Rolle. 

ii) 

Για είναι: 

 

Άρα  

 

και για , τελικά ι . 

Γ.3. 

Για είναι: 
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Για να είναι θ εφαπτόμενθ παράλλθλθ ςτον πρζπει: 

 

 

Αφοφ είναι , άρα δεν υπάρχουν ρίηεσ.  

Άρα για και δεν υπάρχει εφαπτόμενθ παράλλθλθ ςτον . 

Γ.4. 

Α’ τρόποσ: 

Για είναι: 

 

ενώ για είναι και επειδι  και  κα 

είναι για , δθλαδι θ είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο . 

Άρα για είναι . 

Τελικά: 

 

Β’ τρόποσ: 

Για είναι: 

 

Για : 

επειδι και , είναι . Άρα: 

 

Επειδι το ζχει  κα είναι για . 

Άρα για κα είναι και τελικά: 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ.1. 

Ζχουμε τθν . Θα πρζπει . 

Για , είναι και . Άρα δεν ζχει ρίηα ςτο . 

Θεωροφμε τθν , με  . 

Ζχουμε: 

 

Άρα θ  είναι γνθςίωσ αφξουςα και επιπλζον: 

 

 

Από Θ. Bolzanoγια τθν που είναι ςυνεχισςτο και παραγωγίςιμθ ςτο , 

παίρνουμε ότι ζχει τουλάχιςτον μία ρίηα , ενώ επειδι θ είναι μονότονθ 

ςε όλο το θ ρίηα αυτι κα είναι μοναδικι. 

Δ.2. 

Α’ τρόποσ: 

Ζχουμε ότι . 

Άρα και  

 

Άρα ζχουμε τον πίνακα μονοτονίασ τθσ : 
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Οπότε θ παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο ςτο , το  

 

Β’ τρόποσ: 

Είναι  

καιπροφανώσ . 

Είναι γνωςτό ότι για , ιςχφει  (ςχολικό βιβλίο ςελ. 148) με τθν 

ιςότθτα να ιςχφει μόνο για . 

Άρα  

με τθν ιςότθτα να ιςχφει μόνο ςτο .  

Άρα θ παρουςιάηει ολικό ελάχιςτο ςτο . 

Δ.3.  

Α’ τρόποσ: 

Θεωροφμε τθν εξίςωςθ  

 

Για το αριςτερό μζλοσ είναι μθ-κετικό, ενώ το δεξί μζλοσ είναι πάντα κετικό. 

Άρα αν υπάρχει λφςθ κα βρίςκεται για . 

Άρα για : 
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Όμωσ από το Δ.2. ερώτθμα, γνωρίηουμε ότι θ ζχει ολικό ελάχιςτο ςτο το 

, το οποίο κα είναι και θ μοναδικι ρίηα τθσ ηθτοφμενθσ εξίςωςθσ. 

Άρα είναι θ μοναδικι λφςθ και οι ζχουν μοναδικό 

κοινό ςθμείο . 

Για να ζχουν και κοινι εφαπτομζνθ κα πρζπει επιπλζον . 

Ζχουμε  

 

 

Άρα: 

 

 

Επιπλζον, γνωρίηουμε ότι και ότι .  

Τελικά παίρνουμε ότι πράγματι και άρα οι δφο ςυναρτιςεισ ζχουν 

κοινι εφαπτομζνθ ςτο . 

Β’ τρόποσ: 

Για , ιςχφει και . Άρα θ  δεν ζχει λφςθ. 

Για , είναι  
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και επιπλζον: 

 

 

Άρα: 

 

Τελικά παίρνουμε ότι πράγματι και άρα οι δφο ςυναρτιςεισ ζχουν 

κοινι εφαπτομζνθ ςτο . 

Δ.4. 

Επειδι θ απόςταςθ είναι . 

Αφοφ θ απόςταςθ είναι ελάχιςτθ ςτο κα ζχουμε για κάκε . 

1θ περίπτωςθ: Δεν υπάρχει , οπότε το είναι εξ οριςμοφ κρίςιμο ςθμείο 

(δεν μασ λζει αν θ είναι παραγωγίςιμθ). 

2θ περίπτωςθ: Υπάρχει . Επειδι θ είναι παραγωγίςιμθ, κα είναι 

παραγωγίςιμθ και θ απόςταςθ ςτο . 

Επιπλζον, αφοφ θ εμφανίηει ελάχιςτο ςτο από το Θ. Fermatκα είναι . 

Άρα: 

 

Άρα πράγματι το είναι κρίςιμο ςθμείο τθσ . 
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