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Κεφάλαιο 1   

Προαπαιτούµενες Έννοιες 

Στο Κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µε έννοιες που είναι γνωστές από το Λύκειο, 
όπως είναι τα σύνολα, οι απεικονίσεις, οι µιγαδικοί αριθµοί, η µαθηµατική επαγωγή 
και τα πολυώνυµα. Ο σκοπός εδώ είναι να υπενθυµίσουµε βασικά στοιχεία και 
τεχνικές των µαθηµατικών που είναι απαραίτητες στη µελέτη της Γραµµικής 
Άλγεβρας. 
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

Με  

{ } { }..., 1,0,1,... , 1, 2,... , , , 0 ,m m n n
n

⎧ ⎫= − = = ∈ ≠⎨ ⎬
⎩ ⎭

ZZ Q  

συµβολίζουµε αντίστοιχα το σύνολο των ακεραίων αριθµών, το σύνολο των θετικών 
ακεραίων, το σύνολο των ρητών αριθµών και το σύνολο των πραγµατικών αριθµών. 
Για το σύνολο  των θετικών ακεραίων θα χρησιµοποιούµε συχνά την ονοµασία 
‘σύνολο των φυσικών αριθµών’.  
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ΣΥΝΟΛΑ 

Ορισµός 1 (υποσύνολο) 

Έστω Α,Β δυο σύνολα. Θα λέµε ότι το Α είναι ένα υποσύνολο του Β (συµβολικά 

) αν κάθε στοιχείο του Α είναι στοιχείο του Β. A B⊆

Παραδείγµατα 

 Το σύνολο { }1, 2,3  είναι ένα υποσύνολο του { }1, 2,3, 4 , αλλά δεν είναι 

ένα υποσύνολο του { }2,3, 4 .  

 Το  { }0x x∈ ≤ ≤R 2  είναι ένα υποσύνολο του { }0 3x x∈ ≤ ≤R , 

αλλά όχι του { }1 2x x∈ ≤ ≤R . 

Ένα υποσύνολο Α του Β λέγεται γνήσιο αν A B≠ . Βλέπουµε ότι κάθε υποσύνολο 

του Β εκτός από το ίδιο το Β είναι γνήσιο. 

 

Ορισµός 2 (τοµή, ένωση, συµπλήρωµα) 

Έστω Α,Β δυο σύνολα.  

 Η τοµή των Α,Β είναι το σύνολο που αποτελείται από τα στοιχεία που 

ανήκουν και στο Α και στο Β. Η τοµή των Α,Β συµβολίζεται µε . A B∩

 Η ένωση των Α,Β είναι το σύνολο που αποτελείται από τα στοιχεία που 

ανήκουν  στο Α ή στο Β. Η ένωση των Α,Β συµβολίζεται µε . A B∪

 Το συµπλήρωµα του Β στο Α είναι το σύνολο που αποτελείται από τα 

στοιχεία του Α που δεν ανήκουν στο Β και συµβολίζεται µε Α – Β. 

 

Παράδειγµα 

 Έστω  Τότε 

 

{1,2,3}, {2,3,4}.A B= =

{2,3}, {1,2,3,4}, {1}, {4}.A B A B A B B A∩ = ∪ = − = − =

 Αν { } { }0 2 , 1A x x B x x= ∈ ≤ ≤ = ∈ ≤ ≤R R 3 , τότε 

{ } { }
{ } { }

1 2 , 0 3

0 1 , 2 3

A B x x A B x x

A B x x B A x x

∩ = ∈ ≤ ≤ ∪ = ∈ ≤ ≤

− = ∈ ≤ < − = ∈ < ≤

R R

R R

,
 

Ορισµός 3 (καρτεσιανό γινόµενο) 

Έστω Α,Β δυο σύνολα. Το καρτεσιανό γινόµενο των Α,Β είναι το σύνολο µε στοιχεία 

τα διατεταγµένα ζεύγη ( , , όπου )a b a A∈ και ,b B∈ και συµβολίζεται µε A B . ×
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Παράδειγµα 

Αν , τότε έχουµε {1,2}, {1,3}A B= =

{ }(1,1), (1,3), (2,1), (2,3) , {(1,1), (1,2), (3,1), (3,2)}
{(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)}, {(1,1), (1,3), (3,1), (3,2)}.

A B B A
A A B B
× = × =

× = × =
 

 

Με ανάλογο τρόπο ορίζεται το καρτεσιανό γινόµενο 1 ... nA A× ×  των συνόλων 

, δηλαδή το  είναι το σύνολο των διατεταγµένων n – άδων 

 όπου .  Στην ειδική περίπτωση 

1,.., nA A 1 ... nA × × A

i A1( ,..., ),na a ia A∈ 1 ... ,nA A= = =  θα γράφουµε  

στη θέση του . 

nA

1 ... nA A× ×

 

Παράδειγµα 

{ } { }2 3( , ) , , ( , , ) , ,x y x y x y z x y z= ∈ =R R R ∈R . 

 

ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΙΣ 

Ορισµός 4 (απεικόνιση επί και 1-1, εικόνα) 

Έστω :f X Y→  µια απεικόνιση. Θα λέµε ότι η f είναι  

 επί αν για κάθε y Y∈  υπάρχει x X∈  τέτοιο ώστε ( )f x y=  

 ένα προς ένα (συµβολικά 1-1) αν για κάθε 1 2,x x X∈  µε 1 2x x≠  

έπεται ότι 1 2( ) ( ).f x f x≠  

Παρατηρούµε ότι η  f είναι 1-1 αν για κάθε 1 2,x x X∈  τέτοια ώστε 1 2( ) ( )f x f x=  

έπεται ότι 1 2.x x=  

Η εικόνα ( )f X  της :f X Y→  είναι το σύνολο { }( ) .f x Y x X∈ ∈  Η εικόνα της f 

συµβολίζεται και µε .imf  Παρατηρούµε ότι   η  f είναι επί αν και µόνο αν ( ) .f X Y=  

 

Παραδείγµατα 

 Η απεικόνιση : , ( ) 2 ,f f x x→ =Z Z  δεν είναι επί αφού, για παράδειγµα, δεν 

υπάρχει  τέτοιο ώστε x∈Z ( ) 1.f x =  Αυτή είναι 1-1 γιατί από τη σχέση 

1( ) ( )2f x f x=  έπεται ότι 12 2 2 ,x x= δηλαδή 1 2.x x= Η εικόνα της είναι το 

σύνολο των άρτιων ακεραίων. 
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 Η απεικόνιση  Η απεικόνιση : , ( ) 2 ,: , ( ) 2 ,f A f x x→ =Z  όπου Α είναι το σύνολο των άρτιων 

ακεραίων είναι επί και 1-1. 

 Η απεικόνιση { }: 1, 1 , ( ) cos( )f f x xπ→ − =Z , είναι επί. Αυτή δεν είναι 1-1 

αφού, για παράδειγµα, (0) (2)f f=  

1( , )x c2( , )x c
.  

 Η απεικόνιση 2: , ( ) ,f f x x→ =R R  δεν είναι επί αφού δεν υπάρχει , 

τέτοιο ώστε . Επίσης η  f δεν είναι 1-1 αφού, για παράδειγµα, 

 Η εικόνα της είναι το σύνολο των µη αρνητικών 

πραγµατικών αριθµών. 

x∈R

( ) 1f x = −

( 2) (2).f f− =

Τα προηγούµενα συµπεράσµατα έχουν γεωµετρικές ερµηνείες. Η γραφική 

παράσταση της  συνάρτησης 2( )f x x= φαίνεται στο παρακάτω σχήµα.  

 

 

 

 

 

 

 

Παρατηρούµε ότι η οριζόντια διακεκοµµένη 

είναι της µορφής όπου  είναι µια 

καµπύλη σε δυο σηµεία. ∆ηλαδή υπάρχο

αντιστοιχίζουν στο ίδιο y και άρα η συνάρτ

,y c= c

Επίσης από τη γραφική παράσταση βλέπουµε

είναι ο πάνω ηµιάξονας των y, δηλαδή είναι το

3,−

αρνητικών πραγµατικών αριθµών. 

 Η απεικόνιση  είνα

, τότε για 

: , ( ) 5f f x x→ =R R

y∈R 3
5

yx +
=  έχουµε ( )f x =

1( ) ( )2f x f x= , τότε  1 25 3 5x x 3− = −  και επ

είναι 1-1.  

 

. . 
ευθεία (της οποίας η εξίσωση 

θετική σταθερή)  τέµνει την 

υν δυο διαφορετικά x που 

ηση 2( )f x x=  δεν είναι 1-1. 

 ότι η εικόνα της συνάρτησης 

 σύνολο { }0y y∈ ≥ των µη 

ι επί και 1-1. Πράγµατι, αν 

y  και άρα η f είναι επί. Αν 

οµένως 1 2 ,x x=  δηλαδή η  f 
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Ορισµός 5 (σύνθεση, αντίστροφη απεικόνιση) 

 Θεωρούµε απεικονίσεις : , :f X Y g W Z→ → τέτοιες ώστε ( ) .f X W⊆  Τότε 

ορίζεται µια απεικόνιση ( ): , ( ) ( (g f X Z g f x g f x→ = )).

3,− x

+

 Αυτή λέγεται η 

σύνθεση της f µε τη g. 

Παράδειγµα 
Για τις  και , έχουµε 

. Στο 

παράδειγµα αυτό ορίζεται και η σύνθεση 

: , ( ) 5f f x x→ =R R 2: , ( )g g x→ =R R

( ) 2 2( ) ( ( )) (5 3) (5 3) 25 30 9g f x g f x g x x x x= = − = − = −

f g . Για αυτή έχουµε 

 2 2( )( ) ( ( )) ( ) 5f g x f g x f x x= = = 3.−

 Μια απεικόνιση :f X Y→  λέγεται αντιστρέψιµη αν υπάρχει απεικόνιση 

 τέτοια ώστε για κάθε :g Y X→ x X∈ , ( ( ))g f x x=  και για κάθε 

 , ( ( )) .y Y f g y y∈ =

 Στην περίπτωση που η f είναι αντιστρέψιµη, αποδεικνύεται ότι υπάρχει µοναδική g 

µε τις προηγούµενες ιδιότητες. Η g αυτή λέγεται η αντίστροφη απεικόνιση της f και 

συµβολίζεται συχνά µε 1.f −  

 

Παραδείγµατα 

 Η απεικόνιση  είναι αντιστρέψιµη. Πράγµατι, 

θεωρώντας την απεικόνιση 

: , ( ) 5f f x x→ =R R 3,−

3: , ( )
5

yg g y +
→ =R R , έχουµε  

( )5 3 3
( ( )) (5 3)

5
x

g f x g x x
− +

= − = =  και 

3 3( ( )) ( ) 5 3 .
5 5

y yf g y f y+ +⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

2,−

 

 Η απεικόνιση   δεν είναι αντιστρέψιµη, γιατί αν 

υπήρχε  µε 

2: , ( )f f x x→ =R R

:g →R R ( ( ))g f x x= , για κάθε x∈R , τότε θέτοντας 

2x = ±  θα είχαµε ότι ισχύουν ταυτόχρονα οι ισότητες 

( ( 2)) 2, ( ( 2)) 2g f g f= − = − . Από αυτές παίρνουµε   

(0) 2, (0) 2,g g= = −  δηλαδή 2 = − 2, που είναι άτοπο. 
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ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 

Ορισµός 6 (άθροισµα και γινόµενο µιγαδικών) 

Το σύνολο  των µiγαδικών αριθµών είναι το C { },a bi a b= + ∈C R , όπου  

Κάθε στοιχείο του  γράφεται µοναδικά στη µορφή 

2 1.i = −

C a bi+ µε , δηλαδή 

έχουµε όπου 

,a b∈R

,a bi c di+ = + , , , ,a b c d ∈R  αν και µόνο αν a c=  και  .b d=

Έστω  µε και ,z w∈C z a bi= + .w c di= + Ορίζουµε το άθροισµα και το γινόµενο 

µιγαδικών αριθµών ως εξής. 

 Πρόσθεση    .  ( ) ( )z w a c b d i+ = + + +
 Πολλαπλασιασµός   ( ) ( )zw ac bd ad bc i= − + +  
Παράδειγµα 
Αν 2 5z i= −  και 1 3w i= + , τότε 

( 2 1) ( 5 3) ( 2 1) ( 2)z w i i+ = + + − + = + + −  
                     ( 2 5 3) (3 2 5) ( 2 15) (3 2 5)zw i i= + ⋅ + − = + + − . 
 

Ορισµός 7 (αντίστροφος µιγαδικού) 

Έστω  ένας µη µηδενικός µιγαδικός αριθµός, όπου z a bi= + ,a b∈R . (Από τώρα και 

στο εξής όταν γράφουµε θα εννοούµε ότι z a bi= + ,a b∈R  ακόµα και αν δεν το 

αναφέρουµε ρητά). Τότε κάποιος από τους a,b είναι µη µηδενικός και άρα 

 Ο µιγαδικός αριθµός 2 2 0.a b+ ≠ 2 2 2 2

a b i
a b a b

−
+

+ +
 ονοµάζεται ο αντίστροφος του z 

και συµβολίζεται µε  Επισηµαίνουµε ότι 1.z− 1 1 1.zz z z− −= =  

 

Παράδειγµα 

Ο αντίστροφος του  είναι ο 3 7z = − i 1
2 2 2 2

3 7 3
3 7 3 7 58 58

z i− = + = +
+ +

7 i  

 

Ορισµός 8 (µέτρο µιγαδικού, συζυγής µιγαδικός) 

 Το µέτρο του  είναι ο πραγµατικός αριθµός z a bi= + 2 2z a b= + . 

 Ο συζυγής του  είναι ο z a bi= + .z a bi= −  Παρατηρούµε ότι 2z z= z . 
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Παράδειγµα 

Το µέτρο του 13
2

z i= −  είναι 
2

2 13
2 2

z ⎛ ⎞= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

37  και ο συζυγής του είναι 

13
2

z i= + . 

Ορισµός 9 (τριγωνοµετρική µορφή) 

Έστω  ένας µη µηδενικός µιγαδικός αριθµός και z a bi= + zρ = . Αποδεικνύεται ότι 

υπάρχει µοναδικός πραγµατικός αριθµός θ  τέτοιος ώστε  

0 2 , cos , sina bθ π θ θ
ρ ρ

≤ < = = . 

O θ ονοµάζεται το όρισµα του z. Η παράσταση (cos sin )z iρ θ θ= +  ονοµάζεται η 

τριγωνοµετρική µορφή του z. 

 

Παράδειγµα 

Για να βρούµε την τριγωνοµετρική µορφή του 3z i= + , βρίσκουµε πρώτα 
το µέτρο του 

( )2
23 1zρ 2.= = + =  

Για το όρισµα έχουµε 3cos , sin
2 2

aθ θ
ρ ρ

1b
= = = = . Από τις σχέσεις αυτές 

συµπεραίνουµε ότι  cos cos , sin sin
6 6
π πθ θ= =  και άρα 2

6
kπθ π= +  για 

κάποιο k∈Z . Επειδή 0 2θ π≤ < έχουµε 
6
πθ = . Άρα η ζητούµενη 

τριγωνοµετρική µορφή είναι 2(cos sin ).
6 6

iπ π
+  

 

ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ 

Ορισµός 10 (βαθµός, διαίρεση) 

Με  συµβολίζουµε ένα από τα σύνολα R,C και µε [ ]F xF  συµβολίζουµε το σύνολο 

των πολυωνύµων που έχουν συντελεστές από το .  F

 Έστω 1 0( ) ... [ ].n
nf x f x f x f x= + + + ∈F  Αν 0,nf ≠  θα λέµε ότι ο βαθµός του 

f(x) είναι n. Ο βαθµός του µηδενικού πολυωνύµου ορίζεται να είναι το . −∞
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 Έστω ( ), ( ) [ ].f x g x x∈F  Θα λέµε ότι το f(x) διαιρεί το g(x) επί του  αν 

υπάρχει h(x)∈F[x] τέτοιο ώστε g(x) = f(x)h(x). 

F

 

Παράδειγµα 

Το  διαιρεί το 2 1x − 3 2 1x x x+ − −  επί του R αφού 3 2 21 ( 1)( 1)x x x x x .+ − − = − +  

Όµως το  δεν  διαιρεί το 2 1x + 3 2 1x x x+ − −  επί του R αφού σε διαφορετική 

περίπτωση θα είχαµε  3 2 21 ( 1) ( ), ( ) [ ].x x x x h x h x x+ − − = + ∈R  Αντικαθιστώντας 
το x µε το i θα είχαµε  που είναι άτοπο. 3 2 1 0 2 2 0,i i i i+ − − = ⇒ − − =

 
Ορισµός 11 (ρίζα πολυωνύµου) 

Ένας µιγαδικός αριθµός a λέγεται ρίζα του πολυωνύµου ( ) [ ],f x x∈F  αν f(a) = 0. 

 

Παράδειγµα 

Με πράξεις διαπιστώνεται ότι 3( 1 3) 8.i− + =  Άρα ο µιγαδικός αριθµός 

1 i− + 3  είναι µια ρίζα του πολυωνύµου 3 8.x −  

 

ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΙΣ ΓΝΩΣΕΙΣ 

ΣΥΝΟΛΑ 

Πρόταση 1 (τοµή και ένωση) 

Έστω  σύνολα. Τότε ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις. , ,A B C

A A A∩ =  A A A∪ =  
A B B A∩ = ∩  A B B A∪ = ∪  

( ) ( )A B C A B C∩ ∩ = ∩ ∩  ( ) ( )A B C A B C∪ ∪ = ∪ ∪  
( ) ( ) ( )A B C A B A C∩ ∪ = ∩ ∪ ∩  ( ) ( ) ( )A B C A B A C∪ ∩ = ∪ ∩ ∪  
( )A A B A∩ ∪ =  ( )A A B A∪ ∩ =  

A∩∅ =∅  A A∪∅ =  
 

Πρόταση 2 (συµπλήρωµα συνόλου) 

Έστω ένα σύνολο, και S A S⊆ B S⊆ . Με  συµβολίζουµε το cA S A− . Τότε ισχύουν 

οι σχέσεις 

( )c cA B A B∩ = ∪ c  και  ( ) .c c cA B A B∪ = ∩
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ΑΠΕΙΚΟΝΙΣΕΙΣ 

Πρόταση 3 (σύνθεση απεικονίσεων) 

Έστω : , :f X Y g Y Z→ →  δυο απεικονίσεις. Ισχύουν τα εξής. 

1. Αν οι f και g είναι επί , τότε και σύνθεση g f  είναι επί. 
2. Αν οι f και g είναι 1-1, τότε και η σύνθεση g f  είναι 1-1. 
3. Αν οι f και g είναι 1-1 και επί, τότε και η σύνθεση g f  είναι 1-1 και επί. 

 
Πρόταση 4 (κριτήριο ύπαρξης αντίστροφης απεικόνισης) 

Μια απεικόνιση είναι αντιστρέψιµη αν και µόνο αν είναι 1-1 και επί. 

 

Πρόταση 5 

Έστω : , :f X Y g Y Z→ → δυο απεικονίσεις που είναι 1-1 και επί. Τότε η σύνθεση 

είναι 1-1 και επί και ισχύει :g f X Z→ ( ) 1 1 1.g f f g− − −=  

 

ΕΠΑΓΩΓΗ 

Η µαθηµατική επαγωγή ή απλά επαγωγή είναι µια µέθοδος απόδειξης που µπορεί 

να περιγραφεί ως εξής. 

Έστω ότι για κάθε φυσικό αριθµό n έχουµε µια πρόταση P(n), που αφορά τον n, 
τέτοια ώστε  
1. η P(1) αληθεύει, και 
2. για κάθε n, αν αληθεύει η P(n) τότε αληθεύει και η P(n+1). 
Τότε συµπεραίνουµε ότι η πρόταση P(n) αληθεύει για κάθε n. 

Παράδειγµα 

Να αποδειχτεί ότι για φυσικό αριθµό n έχουµε 

2 2 2 2 ( 1)1 2 3 ... ( 1) ( 1) .
2

n n n nn +
− + − + + − = −  

Λύση 

Για n = 1, η αποδεικτέα σχέση γίνεται 1 21 1
2
⋅

− = − , που βέβαια αληθεύει. 

Υποθέτουµε ότι για συγκεκριµένο n ισχύει η ισότητα  

2 2 2 2 ( 11 2 3 ... ( 1) ( 1)
2

n n n nn )+
− + − + + − = −  

και θα αποδείξουµε την  

( ) ( )22 2 2 1 1 ( 1) 2
1 2 3 ... ( 1) 1 ( 1) .

2
n n n n

n+ + + +
− + − + + − + = −  

Έχουµε  
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( )
( ) ( )

( )

22 2 2 1

22 2 2 2 1

21

2
1

1

1 2 3 ... ( 1) 1

1 2 3 ... ( 1) ( 1) 1

( 1)( 1) ( 1) 1
2
( 1) 2( 1)( 1)

2
( 1)( 2)( 1) .

2

n

n n

n n

n

n

n

n n

n n n

n n n

n n

+

+

+

+

+

− + − + + − + =

− + − + + − + − + =

+
− + − + =

− + + +
− =

+ +
−

 

 

ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 

Πρόταση 6 (µέτρο µιγαδικού αριθµού) 

Έστω . Τότε 1 2, ,z z z ∈C

1. z z= −  

2. 1 2 1 2z z z z=  

3. αν , τότε 2 0z ≠ 11

2 2

zz
z z

=  

4. 1 2 1 2z z z z+ ≤ + . 

 

Παράδειγµα 

Για να βρούµε το µέτρο του 1 4 5
2 3 1

i
i i

−
+

+ −
 έχουµε 

( )( )
( )( ) ( )( )

1 4 5 2 31 4 5 24
2 3 1 2 3 1 2 3 1

i i ii i
i i i i i i

− + − +− +
+ = =

+ − + − + −
 

και εποµένως 

( )( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2

241 4 5 24
2 3 1 2 3 1 2 3 1

24 1 577 .
262 3 1 1

ii i
i i i i i i

+− +
+ = =

+ − + − + −

+
=

+ +

=

 

 

Πρόταση 7 (συζυγείς µιγαδικοί) 

Έστω . Τότε 1 2, ,z z z ∈C

1. 2z z= z  
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2. 1 2 1 2z z z z+ = +  

3. 1 2 1 2z z z z=  

4. αν , τότε 2 0z ≠ 1 1

2 2

z z
z z

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 

Πρόταση 8 (τριγωνοµετρική µορφή µιγαδικού) 

Έστω ( )1 1 1 1cos sinz iρ θ θ= + και ( )2 2 2 2cos sinz iρ θ= + θ . Τότε έχουµε 

( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z iρ ρ θ θ θ θ= + + +  
και αν  2 0,z ≠

( ) ( )( )1 1
1 2 1 2

2 2

cos sinz i
z

ρ θ θ θ
ρ

= − + −θ

) ≠

. 

 

Θεώρηµα 9  (του De Moivre) 

 Έστω . Τότε για κάθε ακέραιο αριθµό έχουµε (cos sin 0z iρ θ θ= + n

( ) ( )( )cos sinn nz n i nρ θ θ= + . 
 

Γεωµετρική ερµηνεία γινοµένου µιγαδικών  

Από την Πρόταση 8 βλέπουµε ότι ο πολλαπλασιασµός µιγαδικών έχει µια απλή 

γεωµετρική ερµηνεία: στο γινόµενο αντιστοιχεί ένα διάνυσµα  που το µέτρο του 

είναι το γινόµενο 

1 2z z

1 2z z και σχηµατίζει γωνία µε τον άξονα των x ίση µε 1 2θ θ+ όπως 

φαίνεται στο επόµενο σχήµα 

 
 
 
 

2( )M z 
 

1 2θ θ+ 
 

1( )M z
2θ 

 1θ
 
 
 
 
 
 

1 2( )M z z
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Θεώρηµα 10 (n – στές ρίζες µιγαδικού) 

Έστω  Η εξίσωση , 0,a a n∈ ≠ ∈C . anz = έχει n διακεκριµένες λύσεις που δίνονται 

από τον τύπο 

2 2cos sin , 0,1,..., 1,n
k

k kz i k
n n

θ π θ πρ + +⎛ ⎞ n= + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

−  

όπου ρ  είναι το µέτρο του και θ είναι το όρισµά του. a
 
Παράδειγµα 

Για να λύσουµε την εξίσωση 3z i=  έχουµε 
3 cos sin

2 2

2 2
2 2cos sin , 0,1,2.

3 3k

z i i

k k
z i k

π π

π ππ π

= = + ⇒

+ +
= + =

 

Άρα  οι λύσεις είναι  

0

1

2

3 1cos sin ,
6 6 2 2
5 5 3cos sin
6 6 2
9 9cos sin
6 6

z i i

z i

z i i

π π

π π

π π

= + = +

1
2

i= + = − +

= + = −

 

Σηµείωση. Οι λύσεις της εξίσωσης 1nz =  αντιστοιχούν στα σηµεία του επιπέδου 

που είναι κορυφές του κανονικού n - γώνου. 

 

ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ 

Πρόταση 11 (βαθµός πολυωνύµου) 

Έστω ( ), ( ) [ ].f x g x x∈F  Τότε deg( ( ) ( )) deg ( ) deg ( ),f x g x f x g x= +  όπου deg ( )f x  

είναι ο βαθµός του f(x). 

 

Πρόταση 12 (αλγόριθµος διαίρεσης) 

Έστω ( ), ( ) [ ]f x g x x∈F  µε ( ) 0.g x ≠  Τότε υπάρχουν µοναδικά πολυώνυµα 

 τέτοια ώστε ( ), ( ) [ ]q x r x x∈F ( ) ( ) ( ) ( )f x g x q x r x= +  και deg ( ) ( ).r x g x<  

 

Πρόταση 13 (ρίζες πολυωνύµων) 

Έστω ( ) [ ]f x ∈F x  και  Ισχύουν τα εξής .a∈F
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1. Το υπόλοιπο της διαίρεσης του ( )f x  µε το x a−  είναι το ( ).f a  
2. Το a είναι ρίζα του ( )f x  αν και µόνο αν το x a−  διαιρεί το ( )f x επί του . F
3. Αν ( ) 0,f x ≠  τότε το πλήθος των ριζών του είναι το πολύ deg ( ).f x  

 
Παράδειγµα 

Έστω ότι το υπόλοιπο της διαίρεσης του 3 2( ) 2 1f x x ax x= + + −  µε το 2x −  
είναι 3. Τότε από το 1 της προηγούµενης Πρότασης έχουµε , δηλαδή 

  
(2) 3f =

3 22 2 2 2 1 3a a+ + ⋅ − = ⇒ = −2.
 
Θεώρηµα 14 (Θεµελιώδες Θεώρηµα της Άλγεβρας) 

Κάθε πολυώνυµο θετικού βαθµού µε συντελεστές από το  έχει τουλάχιστον µια 

µιγαδική ρίζα. 

C

 

Θεώρηµα 15 (πλήθος ριζών πολυωνύµου)  

Έστω ( ) [ ]f x ∈ x  ένα πολυώνυµο θετικού βαθµού µε deg ( ) .f x n=  Τότε υπάρχουν  

 τέτοια ώστε 1, ,..., nc a a ∈C 1( ) ( )...( )nf x c x a x a= − − . 

 

Πρόταση 16 

Αν το  είναι ρίζα ενός πολυωνύµου που έχει πραγµατικούς συντελεστές, τότε και ο 

συζυγής 

z∈C

z  είναι ρίζα του πολυωνύµου αυτού. 

 

Για συγκεκριµένα παραδείγµατα εφαρµογής των προηγούµενων αποτελεσµάτων 

παραπέµπουµε στις Λυµένες Ασκήσεις 11,12,13. 

 

Θεώρηµα 17 (σχέσεις του Vieta) 

Αν το 1( ) ...n
n 0f x f x f x f= + + +  είναι ένα πολυώνυµο βαθµού n και  είναι 

οι ρίζες του, τότε   
1,..., na a ∈C

( )
1

11 ...
... 1

k

k

k n k
i i

i i n n

fa a
f
−

≤ < < ≤

= −∑ . 

 

Παράδειγµα 

Αν  είναι οι ρίζες του 1 2 3, ,a a a 3 24 3 1x x x− − − , τότε 

1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3

4
3

1

a a a
a a a a a a
a a a

+ + =
+ + = −
=
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ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Άσκηση 1 

Αποδείξτε ότι αν Α,Β είναι σύνολα, τότε ( ) ( )A B A B A B B A∪ − ∩ = − ∪ − .  

Λύση 
Χρησιµοποιώντας τον Ορισµό 2 έχουµε 

( ) ( )

x A B x A ή x B
x A B A B

x A B x A ή x B

x A x B x A B
ή ή x A B B A
x B x A x B A

και και

και

και

∈ ∪ ∈ ∈⎧ ⎧
⎪ ⎪∈ ∪ − ∩ ⇔ ⇔ ⇔⎨ ⎨
⎪ ⎪∉ ∩ ∉ ∉⎩ ⎩

∈ ∉ ∈ −⎧ ⎧
⎪ ⎪⇔ ⇔ ∈ − ∪⎨ ⎨
⎪ ⎪∈ ∉ ∈ −⎩ ⎩

.−

.

 

Άρα  ( ) ( )A B A B A B B A∪ − ∩ = − ∪ −

Σηµείωση   

 Η λύση θα µπορούσε να διατυπωθεί µε τη βοήθεια της Πρότασης 2 για 

 ως εξής.  S A B= ∪

( )
( ) ( ) ( ) ( .

c c cA B A B A B A B

A B A A B B B A A B

∪ − ∩ = ∩ = ∪ =

∪ − ∪ ∪ − = − ∪ − )
 

 Το σύνολο  ( ) (A B A B A B B A∪ − ∩ = − ∪ − )  αντιστοιχεί στο χρωµατισµένο 

τµήµα του διαγράµµατος του Venn. Από το διάγραµµα αυτό φαίνεται ότι η 

προηγούµενη ισότητα είναι αναµενόµενη. 
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Άσκηση 2 

1. Να βρεθεί η εικόνα της συνάρτησης  ( )f R 2: , ( )f f x x x→ = −R R 5.−

0.>

2. Να βρεθεί η εικόνα της συνάρτησης  
2: , ( ) , , , ,g g x ax bx c a b c a→ = + + ∈R R R  

Στη συνέχεια να αποδειχτεί ότι η συνάρτηση  

:[ , ) ( ), ( ) ( ),
2

bh g h x
a

g x−
∞ → =R  

είναι αντιστρέψιµη. Να δοθεί µια γεωµετρική ερµηνεία. 

Λύση 
1. Πρώτη λύση. Συµπληρώνοντας τα τετράγωνα έχουµε 

2 2 2
2 2 1 1 1 1 21 21( ) 5 2 5 .

2 2 2 2 4 4
f x x x x x x

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = − + − − = − − ≥ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 Άρα  21( ) [ , ).
4

f = − ∞R  

∆εύτερη λύση. Ένα  ανήκει στην εικόνα της f(x) αν και µόνο αν υπάρχει  

τέτοιο ώστε  

y∈R x∈R
2 5 ,x x− − = y  δηλαδή αν και µόνο αν το τριώνυµο 2 (5 )x x y− − + έχει 

µια πραγµατική ρίζα. Η διακρίνουσα ( )( )2( 1) 4 5 y∆ = − − − + του τριωνύµου είναι µη 

αρνητική αν και µόνο αν 211 4(5 ) 0 .
4

y y+ + ≥ ⇔ ≥ −  Άρα  21( ) [ , ).
4

f = − ∞R  

2. Εργαζόµενοι όπως ακριβώς στην πρώτη λύση βρίσκουµε  
2 2 4( )

2 4
b b ag x a x
a a

−⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

c . 

Επειδή  συµπεραίνουµε ότι  0,a > ( )
2 4[ ,

4
b acg

a
− )= − ∞R .  

Επειδή η h είναι επί, για να δείξουµε ότι αυτή είναι αντιστρέψιµη αρκεί να δείξουµε 

ότι είναι 1-1 (βλ. Πρόταση 4). Έστω 1 2, [ ,
2

bx x
a

)−
∈ ∞  µε 1 2x x≠  και  Θα 

φθάσουµε σε άτοπο. Έχουµε  

1 2( ) ( ).h x h x=
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2 2
1 2 1 1 2 2

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( )

( ) ( ) 0 ( )( ) ( ) 0

( ) .

h x h x ax bx c ax bx c

a x x b x x a x x x x b x x
ba x x b x x
a

= ⇒ + + = + + ⇒

− + − = ⇒ + − + − =

+ + ⇒ + = −

⇒  

Επειδή όµως 1 2, [ ,
2

bx x
a
−

∈ ∞) , βλέπουµε ότι από τη σχέση  1 2
bx x
a

+ = −  έπεται ότι 

1 2 .
2
bx x
a

= = −  Αυτό είναι άτοπο αφού 1 2.x x≠  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η συνάρτηση h είναι ο περιορισµός της g στο υποσύνολο [ ,
2

b
a

)−
∞ . Η γραφική 

παράσταση της h είναι το ‘δεξιό µισό’ της γραφικής παράστασης της  g. Από το 

σχήµα φαίνεται ότι οι  g και h έχουν την ίδια εικόνα (το τµήµα του άξονα των y που 

είναι πάνω από το 
2 4

4
b a

a
−

−
c  συµπεριλαµβανοµένου του σηµείου αυτού), αλλά µόνο 

η h είναι 1-1. 

 

Άσκηση 3 

Εξετάστε αν η συνάρτηση 2: , ( )
1

,xf f x
x

→ =
+

R R  είναι 1-1 ή/και επί και επιπλέον 

προσδιορίστε την εικόνα της. 

Λύση 
Για το 1-1: Έστω 1 2 1 2, ,x x x∈ ≠R x 2 µε 1( ) ( ).f x f x=  Έχουµε 

2
b
a

−

2 4
4

b ac
a

−
−

g 
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1 2
1 2 2 2

1 2
2 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2

1 2

( ) ( )
1 1

( )
1.

x xf x f x
x x

x x x x x x x x x x x x
x x

= ⇔ = ⇔
+ +

+ = + ⇔ − = − ⇔
=

 

Εποµένως η f(x) δεν είναι 1-1, αφού επιλέγοντας 1 2 1 2, ,x x x x∈ ≠R  µε  έχουµε 1 2 1x x =

1( ) ( ).2f x f x= Για παράδειγµα, αν 1 2
12,
2

x x= = , τότε 1 2( ) ( ) 2 / 5.f x f x= =  

Για το επί: Έστω  τέτοιο ώστε υπάρχει y∈R x∈R  µε ( ).y f x=  Έχουµε 

2
2

2

( ) 0
1

1 11 4 0 , .
2 2

xy f x yx x y
x

y y

= = ⇔ − + =
+

⎡ ⎤∆ = − ≥ ⇔ ∈ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⇔
 

Άρα η εικόνα της  f(x) είναι το διάστηµα 1 1,
2 2

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
 και συνεπώς η  f(x) δεν είναι επί. 

Άσκηση 4 

1. Αποδείξτε ότι η απεικόνιση { } 1: 2 , ( )
2

xf f x
x
−

− → =
−

R R  δεν είναι 

αντιστρέψιµη. 

2. Αποδείξτε ότι η απεικόνιση { } 1: 2 {1}, ( )
2

xf f
x

x −
− → − =

−
R R  είναι 

αντιστρέψιµη και βρείτε την αντίστροφή της. 

Λύση 
1. Βλέπουµε ότι δεν υπάρχει x µε ( ) 1f x = , γιατί διαφορετικά θα είχαµε 

, που είναι άτοπο. Άρα η f(x) δεν είναι επί και άρα δεν είναι 

αντιστρέψιµη σύµφωνα µε την 

1x x− = − 2

Πρόταση 4. 

2. Θα βρούµε µια απεικόνιση : {1} {2g }− → −R R , τέτοια ώστε 

( ) ( )( ) , ( )g f x x f g y y= =  για κάθε { } { }2 , 1 .x y∈ − ∈ −R R  

Έστω . Λύνοντας τη σχέση {1}y∈ −R 1
2

x y
x
−

=
−

 ως προς x βρίσκουµε  

1 ( 1) 2 1
2 1

2 1x yy x y y x
x y
−

= ⇒ − = − ⇒ =
− −

− . Ορίζουµε την απεικόνιση 

2 1: {1} {2}, ( )
1

yg g y
y

.−
− → − =

−
R R  Πρώτα από όλα πρέπει να 

επαληθεύσουµε ότι ( ) {2}g y ∈ −R  για κάθε {1}.y∈ −R Πράγµατι, αν 
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3y x=

3y x=

2 1( ) 2 2 1 2 2 1 2,
1

yg y y y
y
−

= = ⇒ − = − ⇒ − = −
−

 άτοπο. Για τη σύνθεση  

έχουµε 

g f

( )
12 11 2 22( ) ( ( )) 12 11

2

x
x xxg f x g f x g xxx x

x

2
2

x
x

−
−− − −⎛ ⎞ −= = = =⎜ ⎟ −− − −⎝ ⎠ −

−

+
=

+
. Με 

ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται και η σχέση  ( ) ( )f g y y= . Άρα η f(x) είναι 

αντιστρέψιµη και η αντίστροφή της είναι η g(x). 

Σηµείωση Για την εύρεση της αντίστροφης συνάρτησης υπάρχει ένας 

συστηµατικός τρόπος που συχνά είναι αποτελεσµατικός: Έστω ότι 

 είναι µια αντιστρέψιµη συνάρτηση. Λύνουµε, αν αυτό είναι 

δυνατό,  τη σχέση ( )

( )y f x=

y f x= ως προς x. Στην νέα σχέση ( )x g y=  

εναλλάσσουµε τα ,x y  παίρνοντας ( ).y g x=  Η συνάρτηση ( )  

είναι η ζητούµενη αντίστροφη. Ουσιαστικά ακολουθήσαµε αυτή την 

ιδέα στη λύση της προηγούµενης άσκησης. Ένα άλλο παράδειγµα 

υπάρχει στη 

y g x=

Λυµένη Άσκηση 6. Επισηµαίνουµε ότι από τον παραπάνω 

τρόπο φαίνεται ότι οι γραφικές παραστάσεις µιας συνάρτησης και της 

αντίστροφής της είναι συµµετρικές ως προς την ευθεία .  Στο 

επόµενο σχήµα έχουµε τη γραφική παράσταση της  και της 

αντίστροφής της 

y x=

3y x=

3y x=  

  

 

 

 

 

 

 

 

Άσκηση 5 

Εξετάστε για ποια  η απεικόνιση k∈R 2 2: , ( , ) ( 3 , 6 ),f f x y x y kx y→ = + +R R  είναι 

1-1 και επί. 

Λύση 
Ας εξετάσουµε πρώτα το 1-1. Έστω ότι 1 1 2 2( , ) ( , )f x y f x y= . Έχουµε  
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1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

1 2

( 3 , 6 ) ( 3 , 6 )
3 3
6 6

3 3
6 6

3(2 ) 3(2 )
(2 ) (2 ) .

x y kx y x y kx y
x y x y
kx y kx y

kx ky kx ky
kx y kx y

k y k y
k y k y

+ + = + +

+ = +⎧
⇒⎨ + = +⎩

+ = +⎧
⇒⎨ + = +⎩

− = − ⇒
− = −

⇒

2

23

 

∆ιακρίνουµε δυο περιπτώσεις.  

 Αν , τότε  Από τη σχέση 2k ≠ 1 2 1(2 ) (2 ) .k y k y y y− = − ⇒ =

1 1 23x y x y+ = +  παίρνουµε 1 2x x= , οπότε ( ,1 1 2 2) ( , )x y x y= , δηλαδή η 

απεικόνιση είναι 1-1. 

 Έστω ότι 2.k =  Τότε η δοσµένη απεικόνιση είναι η 

( , ) ( 3 , 2 6 )f x y x y x y= + +  που δεν είναι 1-1, αφού (0,0) (3, 1).f f= −  

Για το επί: Επειδή µας ενδιαφέρει αν η απεικόνιση είναι 1-1 και επί, υποθέτουµε ότι 

 Θα δείξουµε ότι η απεικόνιση είναι επί. Έστω . Έχουµε  2.k ≠ 2( , )a b ∈R

( , ) ( , ) ( 3 , 6 ) ( , )
3
6 .

f x y a b x y kx y a b
x y a
kx y b

= ⇔ + + = ⇔

+ =⎧
⎨ + =⎩

 

Εύκολα βλέπουµε ότι το σύστηµα έχει λύση (για 2k ≠ ). Πράγµατι, 

πολλαπλασιάζοντας την πρώτη εξίσωση του συστήµατος µε 2 και αφαιρώντας από τη 

δεύτερη βρίσκουµε 2( 2) 2
2

b ak x b a x
k
−

− = − ⇒ =
−

, οπότε από την πρώτη εξίσωση 

του συστήµατος παίρνουµε 

2
2 .

3 3

b aaa x ky

−
−− −= =  Άρα η απεικόνιση είναι επί.  

Τελικά βλέπουµε ότι η f(x,y) είναι 1-1 και επί αν και µόνο αν 2.k ≠  

Σηµείωση. Αν  τότε η  f  απεικονίζει το επίπεδο  σε µια ευθεία, την 2 .  2,k = 2R y x=

 

 

 

 

 

 

 

2y x=  
( , ) ( 3 , 2( 3 ))f x y x y x y= + +
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Άσκηση 6 

Υπενθυµίζουµε πρώτα ένα ορισµό. Έστω :f X X→  µια συνάρτηση τέτοια ώστε το 

πεδίο ορισµού και το πεδίο τιµών ταυτίζονται. Για κάθε θετικό ακέραιο n ορίζουµε 

επαγωγικά µια συνάρτηση ( ) :nf X X→  ως εξής: (1) ,f f= και αν τότε  

 Βλέπουµε ότι 

2,n ≥
( ) ( 1) .nf f f −= n ( ) ...n

n έ

f f
φορ ς

= f , που είναι η σύνθεση της f µε τον 

εαυτό της n φορές.  

Θεωρούµε τώρα τη συνάρτηση  Να βρεθεί ένας ΄τύπος’ για τη : , ( ) 5f f x x→ =R R 2.+

( )nf . Επίσης εξετάστε αν η ( )nf  είναι αντιστρέψιµη και σε θετική περίπτωση 

υπολογίστε την αντίστροφή της. 

Λύση 
Για να βρούµε ένα γενικό τύπο για τη ( )nf  ας κάνουµε µερικούς υπολογισµούς για n 

= 1,2,3. Έχουµε 

( )
(2) 2

(3) (2) (2) 2 3 2

( ) 5 2
( ) ( ( )) 5 ( ) 2 5(5 2) 2 5 2(5 1)

( ) ( ( )) 5 ( ) 2 5 5 2(5 1) 2 5 2(5 5 1).

f x x
f x f f x f x x x

f x f f x f x x x

= +

= = + = + + = + +

= = + = + + + = + + +

 

∆ηλαδή, 

για n = 1, ( ) 5 2f x x= +  

για n = 2, (2) 2( ) 5 2(5 1)f x x= + +  

για n = 3, (3) 3 2( ) 5 2(5 5 1).f x x= + + +  

Βασιζόµενοι σε αυτά, εικάζουµε ότι για κάθε θετικό ακέραιο n έχουµε  
( ) 1( ) 5 2(5 ... 5 1)n n nf x x −= + + + + . 

Αποδεικνύουµε τον τύπο αυτό µε επαγωγή. Η περίπτωση n = 1 προφανώς ισχύει. 

Υποθέτουµε ότι ισχύει ο τύπος για συγκεκριµένο n. Έχουµε 

( )

( )

( 1) ( )

( )

1

1

( ) ( )

5 ( ) 2

5 5 2(5 ... 5 1) 2

5 2(5 ... 5 1).

n n

n

n n

n n

f x f f x

f x

x

x

+

−

+

= =

+ =

+ + + + + =

+ + + +

 

Άρα αποδείξαµε τον τύπο. 

Τώρα εξετάζουµε αν η ( )nf  είναι 1-1. Έχουµε  



Κεφάλαιο1: Εισαγωγικές Έννοιες                                                                  Σελίδα 22 από 29 

( ) ( ) 1 1
1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) 5 2(5 ... 5 1) 5 2(5 ... 5 1)

5 5 .

n n n n n n

n n

f x f x x x

x x x x

− −= ⇒ + + + + = + + +

⇒ = ⇒ =

+
 

Συνεπώς είναι 1-1.  

Σηµείωση. Θα µπορούσαµε να αποδείξουµε ότι η ( )nf  είναι 1-1 

παρατηρώντας ότι η  f  είναι 1-1 και εφαρµόζοντας την Πρόταση 3 2). 

Τέλος για να βρούµε έναν τύπο για την αντίστροφη απεικόνιση της ( )nf , δεν έχουµε 

παρά να λύσουµε τη σχέση  ως προς x. Έχουµε ( ) 1( ) 5 2(5 ... 5 1)n n ny f x x −= = + + + +

( )1 12 5 ... 5 1 1 5 ... 5 12
5 5 5

n n

n n n

y
x y

− −− + + +
.+ + +

= = −  Άρα η αντίστροφη απεικόνιση  

είναι η 
11 5 ... 5 1: , ( ) 2

5 5

n

n ng g x x
−

.+ + +
→ = −R R  

 

Άσκηση 7 

Έστω 1 3, 3z i w= + = − .i  

1. Να βρεθεί η τριγωνοµετρική µορφή του z
w

. 

2. Να βρεθούν οι ακέραιοι k τέτοιοι ώστε .k

z
w

∈ −C R  

Λύση 

1. Παρατηρούµε ότι  και άρα iw z= cos sin ,
2 2

z i i
w

π π
= = +  που είναι η ζητούµενη 

τριγωνοµετρική µορφή. 
Σηµείωση. Η προηγούµενη λύση βασίστηκε στην ‘τυχερή’ παρατήρηση ότι 

. Ένας πιο γενικός και συστηµατικός τρόπος αντιµετώπισης της 
άσκησης είναι ο ακόλουθος. 
iw z=

 Έχουµε 2, 2.z w= =  Επίσης  

1 31 3 2 2 cos sin ,
2 2 3 3

3 13 2 2 cos sin
2 2 6 6

z i i i

w i i i

π π

π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − = − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

.

 

Από την Πρόταση 8 συµπεραίνουµε ότι  

cos sin cos sin .
3 6 3 6 2 2

z i i
w

π π π π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i=  

Η ζητούµενη τριγωνοµετρική µορφή είναι  cos sin
2 2

z i
w

π π
= + . 
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2. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 9 και την Πρόταση 8 παίρνουµε 

1

2 cos sin
3 3

2 cos sin
6 6

2 cos sin
3 3

2 cos sin
6 6

2 cos sin
3 6 3 6

kk

k

k

i
z

w
i

i

k i k

k i k

π π

π π

π π

π π

π π π π−

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠= =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠ =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

.

 

Εποµένως  έχουµε 

sin 0
3 6

,
3 6
2 6 ,

6 2, .

k

z k
w

k n n

k n n
k n n

π π

π π π

⎛ ⎞∈ − ⇔ + ≠ ⇔⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ ≠ ∈ ⇔

+ ≠ ∈ ⇔
≠ − ∈

Z

Z
Z

C R

 

 
Άσκηση 8 

Έστω  τέτοιοι ώστε 1 2,z z ∈C, 1 2 1 2 .z z z z= = −  ∆είξτε ότι 3 3
1 2 0.z z+ =  

Λύση 

Ας δούµε µια λύση που είναι γεωµετρική. Από την υπόθεση συµπεραίνουµε ότι το 

τρίγωνο που σχηµατίζεται από την αρχή των αξόνων Ο και τα πέρατα 

1( ), ( )2M z M z των διανυσµάτων που αντιστοιχούν στους µιγαδικούς  είναι 

ισόπλευρο.  

1 2,z z

 

 

 

 

 

Άρα η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων OM 1( ), ( )2z OM z  είναι π/3. Έστω 

cos sin
3 3

w iπ π
= + . Από τη γεωµετρική ερµηνεία του πολλαπλασιασµού µιγαδικών 

συµπεραίνουµε ότι έχουµε  (ή 1 2z wz= 2 1).z wz=  Στην πρώτη περίπτωση έχουµε  

1( )M z

2( )M z
O 
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3 3 3 3 3 3 3
1 2 2 2 2

3
3

2

3
2

3
2

( 1)

cos sin 1
3 3

3 3cos sin 1
3 3

( 1 1) 0.

z z w z z w z

i z

i z

z

π π

π π

+ = + = +

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
− + =

=

 

Στη δεύτερη περίπτωση, µε παρόµοιο τρόπο βρίσκουµε ότι  3 3
1 2 0.z z+ =  

 

Άσκηση 9 

Έστω 2 2cos sin .
2004 2004

z iπ π
= +   

1. Αποδείξτε ότι  4 8 20001 ... 0.z z z+ + + + =

2. Αποδείξτε ότι για κάθε 1,..., kn n ∈Z , έχουµε 1 ... .knnz z k+ + ≤  

Λύση 

1. Θέτοντας  παρατηρούµε ότι 4w z=

( )
2004

501501 4 2004 2 2cos sin cos(2 ) sin(2 ) 1
2004 2004

w z z i iπ π π π⎛ ⎞= = = + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  σύµφωνα 

µε το Θεώρηµα του De Moivre. Άρα έχουµε 
501

4 8 2000 2 500 1 1 11 ... 1 ... 0.
1 1

wz z z w w w
w w

− −
+ + + + = + + + + = = =

− −
 

Σηµείωση. Έχουµε . 1 0w− ≠

2. Επειδή 1,z = έχουµε 1nz =  για κάθε ακέραιο n. Άρα από την τριγωνική 

ανισότητα παίρνουµε 1 1... ... 1 ... 1 .k kn nn nz z z z+ + ≤ + + = + + = k  

 

Άσκηση 10 

Να περιγραφεί γεωµετρικά το σύνολο των σηµείων του επιπέδου που είναι εικόνες των 

µιγαδικών αριθµών z τέτοιων ώστε 
224 4 Im( ) 58.zz z z z+ + + =  

Λύση 

Θέτοντας  έχουµε z x yi= +

22 2 2 2 2 2 2, 2 , 2 , Imzz x y z x y xyi z x y xyi z y= + = − + = − − =( ) .   
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Αντικαθιστώντας στην αρχική ισότητα βρίσκουµε 2 26 2 4 5x y y 8+ + = . 

Συµπληρώνοντας τα τετράγωνα έχουµε  
2 2 2 2

2 2
2 2

6 2 4 58 6 2( 2 1 1) 58
( 1)6 2( 1) 60 1.

10 30

x y y x y y
x yx y

+ + = ⇔ + + + − = ⇔

+
+ + = ⇔ + =

 

Συνεπώς το ζητούµενο σύνολο είναι µια έλλειψη όπως φαίνεται στο σχήµα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Άσκηση 11 

Να βρεθούν οι ρίζες του πολυωνύµου 

γνωρίζουµε ότι µια ρίζα του είναι ο µιγαδικ

( )f x

Λύση 

Από την Πρόταση 16 συνάγουµε ότι και ο

έπεται ότι το πολυώνυµο ( (2 ))( (x i x− + −

. Πραγµατοποιώντας τη διαίρεση αυτή κC
2 2( ) ( 4 5)( 2 15) ( 50f x x x x x a= − + − − + −

είναι µηδέν, έχουµε  
2( ) ( 4f x x x= −

Για να βρούµε τις άλλες ρίζες του f(x) λύν

βρίσκουµε 
2( 2) ( 2) 4( 15)

2
x

− − ± − − −
= =

.

1

Τελικά οι ρίζες είναι οι  2 , 2 ,5, 3i i+ − −

 

Άσκηση 12 

Αποδείξτε ότι το 2 2x x− −  διαιρεί το (f x

διαίρεσης του f(x) µε το 1x −  (αντίστοιχα, 

30 1−

10−
αν 

ός αριθµός  2+i 

4 3 26 2 , , ,x x x ax b a b= − − + + ∈R

 2-i είναι ρίζα του f(x). Από το Θεώρηµα 15 
22 )) 4 5i x x− = − +  διαιρεί το f(x) επί του 

ατά τα γνωστά βρίσκουµε ότι 

) 75 .x + + b

).

 Επειδή το υπόλοιπο οφείλει να 

25)( 2 15x x+ − −  

ουµε την εξίσωση 2 2 15 0x x− − =  και 

5, 3.−  

3) [ ]x ax b x= + + ∈R  αν το υπόλοιπο της 

2x − ) είναι –6 (αντίστοιχα –4). 

10

30 1− −
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Λύση 

Σύµφωνα µε την Πρόταση 13 και την υπόθεση έχουµε τις σχέσεις  

(1) 1 6
(2) 8 2 4.

f a b
f a b

= + + = −
= + + = −

 

Λύνοντας το σύστηµα βρίσκουµε 5, 2a b= − = − , οπότε 3( ) 5 2.f x x x= − −  Κάνοντας 

τη διαίρεση του 3 5 2x x− −  µε το 2 2 1x x− −  βρίσκουµε  µηδενικό υπόλοιπο, 

. ( )( )3 25 2 2 1 2x x x x x− − = − − +

 

Άσκηση 13 

Αν τα υπόλοιπα των διαιρέσεων ενός πολυωνύµου ( ) [ ]f x x∈R  µε τα 2x −  και 

3x − είναι αντίστοιχα 4,5, να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του ( )f x  µε το 

γινόµενο ( 2  )( 3)x x− − .

Λύση 

Από τον Αλγόριθµο ∆ιαίρεσης έχουµε ( ) ( 2)( 3) ( ) ( )f x x x q x r x= − − +  και το 

ζητούµενο υπόλοιπο ( )  έχει βαθµό το πολύ 1. Άρα είναι της µορφής  

Από την υπόθεση και την 

r x ( ) .r x ax b= +

Πρόταση 13 έχουµε (2) 4, (3) 5.f f= =  Θέτοντας 

διαδοχικά  και  στη σχέση 2x = 3x = ( ) ( 2)( 3)f x x x ax b= − − + +  παίρνουµε το 

σύστηµα  

2 4
3 5

a b
a b .
+ =
+ =

 

Άρα  και το ζητούµενο υπόλοιπο είναι 1, 2a b= = 2.x +  

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Άσκηση 1 

Ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι αντιστρέψιµες; 

1. 2: , ( ) 6f f x x x→ = +R R  

2.  2:[ 3, ) [ 9, ), ( ) 6g f x− ∞ → − ∞ = +x x

10−3.  6 2: , ( ) 6h f x x x→ = +R R

Υπόδειξη Η  f  δεν είναι επί (βλ. Λυµένη Άσκηση 2), η g είναι αντιστρέψιµη (βλ. 

Λυµένη Άσκηση 2), και η h δεν είναι 1-1 αφού (1) ( 1).h h= −   
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Άσκηση 2 

Εξετάστε για ποια  οι παρακάτω απεικονίσεις είναι 1-1. k∈R

1. : , ( ) 3f f x kx→ =R R +

0 ).

 

2. 2 2: , ( , ) ( 2 , 1f f x y x y kx y→ = + +R R  

Υπόδειξη  Για το 2 βλ. Λυµένη Άσκηση 5. Απάντηση 1. 0k ≠ , 2.  5.k ≠

 

Άσκηση 3 

Έστω 2 2: , ( , ) ( , )f f x y x x y→ =R R + . Για τη σύνθεση  βρείτε έναν τύπο της 

µορφής 

(2006)f
(2006) ( , ) ( , )f x y ax by cx dy= + +  µε συγκεκριµένα , , , .a b c d ∈R  

Υπόδειξη Για το ζητούµενο τύπο υπολογίστε τις συνθέσεις (2) (3), .f f  Τί 

παρατηρείτε; Αποδείξτε έναν γενικό τύπο µε επαγωγή (βλέπε Λυµένη Άσκηση 5). 

 

Άσκηση 4 

Να λυθεί η εξίσωση  και να γίνει η γραφική παράσταση των 

λύσεων. 

6 4 2 1 0z z z+ + + =

Υπόδειξη ( ) ( )
83 26 4 2 2 2 2
2

11
1

zz z z z z z
z

1 .−
+ + + = + + + =

−
 Εφαρµόστε το Θεώρηµα 10. 

Απάντηση Οι λύσεις είναι 2 2 2 2 2 2 2, , , , ,
2 2 2 2 2 2 2 2

i i i i i i+ − + − − − −
2 . 

Τα σηµεία αυτά αντιστοιχούν στις 6 κορυφές του κανονικού οκταγώνου που δεν 

βρίσκονται πάνω στον άξονα των x. 

 

Άσκηση 5 

Να περιγραφεί γεωµετρικά το σύνολο των σηµείων του επιπέδου που είναι οι εικόνες 

των µιγαδικών αριθµών z τέτοιων ώστε  

1. 
224 60.zz z z+ + =  

2. z zα β− = − , όπου , , .α β α β∈ ≠C  

Υπόδειξη 1.Βλ. Λυµένη Άσκηση 10. Απάντηση 1. Πρόκειται για την έλλειψη 
2 2

1.
10 30
x y

+ =  2. Από την υπόθεση έπεται ότι το σηµείο ( )M z  ισαπέχει από τα σηµεία 
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( ), ( ).M Mα β  Άρα το σύνολο των ( )M z  είναι η µεσοκάθετος του ευθυγράµµου 

τµήµατος µε άκρα τα ( ), ( ).M Mα β   

 

Άσκηση 6 

Έστω τέτοια ώστε 1 2, {z z ∈ −C 0}, 1 2

2 1

z z
z z
+ ∈ −C R . Αποδείξτε ότι για κάθε  

έχουµε 

r∈R

1 2 1 2 .z rz z rz+ = −  

Υπόδειξη Αποδείξτε ότι η αποδεικτέα σχέση ισοδυναµεί µε την: για κάθε , r∈R
2 2

1 1

2 2

z zr
z z
+ = − r , και αυτή ισοδυναµεί µε τη 1

2

z
z
∈ −C R . Στη συνέχεια αποδείξτε 

ότι από την υπόθεση της άσκησης έπεται ότι 1

2

z
z
∈ −C R .  

 

Άσκηση 7 

Να υπολογιστεί η δύναµη 
2006

2 2 .
2 2

i
⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Υπόδειξη 
2006

2 2 7 7 2 2cos sin ...
2 2 4 4 2 2

i i iπ π ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = + ⇒ − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
και εφαρµόστε 

το Θεώρηµα του de Moivre. Απάντηση i. 

 

Άσκηση 8 

Αν το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύµου ( ) [ ]f x x∈R  µε το 1x −  και 2x −  

είναι αντίστοιχα 2,3, να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του ( )f x  µε το γινόµενο 

 ( 1)( 2)x x− − .

Υπόδειξη Βλ. Λυµένη Άσκηση 13. Απάντηση 1x +  

 

Άσκηση 9 

∆ίνεται ότι µια ρίζα του πολυωνύµου 3 2( ) 43 65f x x ax x= + + −  είναι η x = 5. Να 

βρεθούν οι άλλες ρίζες. 

Υπόδειξη Από τη σχέση  παίρνουµε (5) 0f = 11.a = −  Στη συνέχεια διαιρούµε το 

f(x)  µε  το  x – 5. Απάντηση 3  2 .i±
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Άσκηση 10 

Να βρεθούν οι ρίζες του πολυωνύµου 4 3 2( ) 8 39 62f x x x x x a= − + − +  αν γνωρίζουµε 

ότι µια από αυτές είναι η . 3 4i−

Υπόδειξη Βλ. Λυµένη Άσκηση 11. Απάντηση 1 ,3 4i i.± ±  
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