
121

EããåãñáììÝíá Ó÷Þìáôá
Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ìåëåôÞóïõìå áñ÷éêÜ ôçí Ýííïéá ôçò åããåãñáììÝíçò
ãùíßáò êáé ôç ó÷Ýóç ôçò ìå ôçí áíôßóôïé÷ç åðßêåíôñç êáèþò êáé ìå ôç ãùíßá
÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò. ¸ôóé, èá ìáò äïèåß ç äõíáôüôçôá áíáëõôéêÞò ìåëÝ-
ôçò âáóéêþí ãåùìåôñéêþí ôüðùí óôïí êýêëï. 
ÔÝëïò, èá ìåëåôÞóïõìå ôá åããåãñáììÝíá êáé åããñÜøéìá ôåôñÜðëåõñá êáèþò
êáé óõãêåêñéìÝíåò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò ðïõ ãßíïíôáé ìå ôç âïÞèåéá ãåù-
ìåôñéêþí ôüðùí. 

66ÊÅÖÁËÁÉÏ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 6

Ó÷Ýäéï êáé óçìåéþóåéò ôïõ Éôáëïý æùãñÜöïõ ôçò ÁíáãÝííçóçò Leonardo da Vinci
(1452-1519), áðü ôï Architectura de Vitruve, ðåñßðïõ 1492.
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ÅÃÃÅÃÑÁÌÅÍÁ Ó×ÇÌÁÔÁ

ÅããåãñáììÝíç ãùíßá 

6.1 ÅéóáãùãéêÜ - Ïñéóìïß

Äßíåôáé ìßá êõñôÞ ãùíßá xA
^
y êáé Ýíáò êýêëïò (Ï,R). Ïé ó÷å-

ôéêÝò èÝóåéò ôïõò êáèïñßæïíôáé áðü ôç èÝóç ôçò êïñõöÞò ôçò
êáé ôùí ðëåõñþí ôçò:

(i) Áí ç êïñõöÞ åßíáé ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ (ó÷.1), ôüôå ç
ãùíßá ëÝãåôáé åðßêåíôñç, üðùò åßäáìå óôç § 2.18. 

(ii) Áí ç êïñõöÞ (ó÷.2) åßíáé óçìåßï ôïõ êýêëïõ êáé ïé
ðëåõñÝò ôçò ôÝìíïõóåò ôïõ êýêëïõ, ôüôå ç ãùíßá ëÝãåôáé åããå-
ãñáììÝíç ãùíßá ôïõ êýêëïõ.
Ôï ôüîï Â

C
Ã ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôçí åããåãñáììÝíç ãùíßá ëÝãåôáé

áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò Þ äéáöïñåôéêÜ ëÝìå üôé ç åããåãñáììÝíç
ãùíßá A^ âáßíåé óôï ôüîï Â

C
Ã.

(iii) Áí ç êïñõöÞ åßíáé óçìåßï ôïõ êýêëïõ, ç ìßá ôçò ðëåõ-
ñÜ åßíáé ôÝìíïõóá êáé ç Üëëç åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ (ó÷.3),
ôüôå ç ãùíßá ëÝãåôáé ãùíßá ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò.

6.2   Ó÷Ýóç åããåãñáììÝíçò êáé áíôßóôïé÷çò
åðßêåíôñçò

Ç ó÷Ýóç ìßáò åããåãñáììÝíçò êáé ìßáò åðßêåíôñçò ãùíßáò ðïõ
âáßíïõí óôï ßäéï ôüîï äßíåôáé áðü ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

Áðüäåéîç
¸óôù êýêëïò (O,R) êáé Ýíá ôüîï ôïõ A

C
B. Áò èåùñÞóïõìå ôçí

áíôßóôïé÷ç åðßêåíôñç ãùíßá ÁÏ^Â êáé óçìåßï Ã ôïõ êýêëïõ
ðïõ äåí áíÞêåé óôï ôüîï A

C
B. Ôüôå èá áðïäåßîïõìå üôé 

ÁÏ^Â = 2ÁÃ^Â.
(i) Áò ìåëåôÞóïõìå ðñþôá ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï êÝíôñï Ï
ôïõ êýêëïõ âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò åããåãñáììÝíçò ãù-
íßáò ÁÃ^Â (ó÷.4á). ¸óôù Ã´ ôï áíôéäéáìåôñéêü óçìåßï ôïõ Ã.
Ôï ôñßãùíï ÁÏÃ åßíáé éóïóêåëÝò, åðïìÝíùò ÏÁ^Ã = ÏÃ^Á. 
Ç Ã´Ï^Á åßíáé åîùôåñéêÞ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÏÃ, åðïìÝíùò 
Ã´Ï^Á = 2ÏÃ^Á êáé üìïéá Ý÷ïõìå üôé Ã´Ï^Â = 2ÏÃ^Â.

ÊÜèå åããåãñáììÝíç ãùíßá éóïýôáé ìå ôï ìéóü ôçò
åðßêåíôñçò ãùíßáò ðïõ âáßíåé óôï ßäéï ôüîï.

Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 2

Ó÷Þìá 3

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 4
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 6

ÐñïóèÝôïíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò äýï ðáñáðÜíù éóüôçôåò Ý÷ïõìå
üôé

ÁÏ
^

Â = 2ÁÃ
^ 

Â.
(ii) Áò åîåôÜóïõìå êáôüðéí ôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï Ï áíÞêåé
óå ìßá ðëåõñÜ ôçò åããåãñáììÝíçò ãùíßáò ÁÃ^Â (ó÷.4â). Ç åðß-
êåíôñç ãùíßá ÁÏ^Â åßíáé åîùôåñéêÞ ôïõ éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ
ÃÏÂ, ïðüôå ÁÏ^Â = 2ÁÃ^Â.
(iii) ¼ìïéá ìå ôéò ðñïçãïýìåíåò ðåñéðôþóåéò (ó÷.4ã).

6.3  Ãùíßá ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò

Ç ó÷Ýóç ìßáò ãùíßáò ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò ìå ôçí åããå-
ãñáììÝíç ãùíßá ðïõ âáßíåé óôï ôüîï ôçò ÷ïñäÞò äßíåôáé áðü ôï
áêüëïõèï èåþñçìá:

Áðüäåéîç
¸óôù üôé ç ãùíßá ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò xÁ^y åßíáé ïîåßá
(ó÷. 6) êáé ÁÃ^Â ìéá ôõ÷áßá åããåãñáììÝíç ãùíßá ðïõ âáßíåé

óôï ôüîï ôçò ÷ïñäÞò ÁÂ. Ãíùñßæïõìå üôé ÁÃ^Â = }
ÁÏ

2

^Â
}.

ÖÝñïõìå ôï áðüóôçìá ÏÌ, ïðüôå ÁÏ^Ì = ÌÏ^Â = }
ÁÏ

2

^Â
} =

ÁÃ^Â. ÁëëÜ xÁ^y = ÁÏ^Ì ùò ïîåßåò ãùíßåò ìå êÜèåôåò ðëåõñÝò.
ÅðïìÝíùò xÁ^y = ÁÃ^Â.
Áí ç ãùíßá ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò åßíáé áìâëåßá, ç áðüäåé-
îç åßíáé áíÜëïãç.

Ç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåôáé áðü ìßá ÷ïñäÞ êýêëïõ êáé
ôçí åöáðôïìÝíç óôï Üêñï ôçò ÷ïñäÞò éóïýôáé ìå ôçí
åããåãñáììÝíç ðïõ âáßíåé óôï ôüîï ôçò ÷ïñäÞò.

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

(i) Ôï ìÝôñï ìßáò åããåãñáììÝíçò ãùíßáò éóïýôáé ìå ôï
ìéóü ôïõ ìÝôñïõ ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ôüîïõ ôçò.

(ii) ÊÜèå åããåãñáììÝíç ãùíßá ðïõ âáßíåé óå çìéêýêëéï
åßíáé ïñèÞ.

(iii) Ïé åããåãñáììÝíåò ãùíßåò ðïõ âáßíïõí óôï ßäéï Þ óå
ßóá ôüîá ôïõ ßäéïõ Þ ßóùí êýêëùí åßíáé ßóåò êáé
áíôßóôñïöá.

Èåþñçìá

Ó×ÏËÉÏ
Áðü ôï ðüñéóìá (iii) óõìðåñáß-
íïõìå åýêïëá üôé ôá ôüîá ðïõ ðå-
ñéÝ÷ïíôáé ìåôáîý ðáñÜëëçëùí
÷ïñäþí åßíáé ßóá (ó÷.5) êáé áíôß-
óôñïöá.

Ó÷Þìá 5

Ó÷Þìá 6

kefal06.qxd  22/01/2001 06:16 PM  Page 124



125

ÅÃÃÅÃÑÁÌÅÍÁ Ó×ÇÌÁÔÁ

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç 

Ìßá ãùíßá ðïõ ç êïñõöÞ ôçò áíÞêåé óôï åóùôåñéêü Þ óôï åîùôåñéêü êýêëïõ êáé ïé
ðëåõñÝò ôçò åßíáé ôÝìíïõóåò ôïõ êýêëïõ ëÝãåôáé ãùíßá äýï ôåìíïõóþí êáé åêöñÜæåôáé
ùò óõíÜñôçóç ôùí åããåãñáììÝíùí ãùíéþí, ðïõ ó÷çìáôßæïõí ïé ðëåõñÝò ôçò ìå ôïí
êýêëï.
(i) Áò èåùñÞóïõìå ãùíßá xA^y, üðïõ ç êïñõöÞ ôçò Á åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ
êýêëïõ (ó÷.7). Ïé ðëåõñÝò ôçò Áx, Ay êáé ïé ðñïåêôÜóåéò ôïõò ôÝìíïõí ôïí êýêëï óôá
óçìåßá Â1,Ã1 êáé Â2,Ã2 áíôßóôïé÷á. Ôüôå, éó÷ýåé üôé ç ãùíßá xA^y éóïýôáé ìå ôï Üèñïé-

óìá ôùí åããåãñáììÝíùí ãùíéþí ðïõ âáßíïõí óôá ôüîá ðïõ ðåñéÝ÷åé ç xA^y êáé ç êáôá-
êïñõöÞí ôçò, äçëáäÞ: 

xA^y = ÁÂ
^

1Ã2 + Â1Ã
^

2Á.

(ii) Áò èåùñÞóïõìå ãùíßá xA^y üðïõ ç êïñõöÞ ôçò Á åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ êý-
êëïõ (ó÷.8). Ïé ðëåõñÝò ôçò Áx, Ay ôÝìíïõí ôïí êýêëï óôá óçìåßá Â1,Â2 êáé Ã1,Ã2 áíôß-

óôïé÷á. Ôüôå éó÷ýåé üôé ç ãùíßá xA^y éóïýôáé ìå ôç äéáöïñÜ ôùí åããåãñáììÝíùí ãù-
íéþí, ðïõ âáßíïõí óôá ôüîá ôïõ êýêëïõ ðïõ ðåñéÝ÷åé ç xA^y, äçëáäÞ 

xÂy = B2B̂1Ã2 � Â1Ã̂2Ã1, üðïõ B2B̂1Ã2 > Â1Ã̂2Ã1.

Áðüäåéîç

(i) Ç xA^y åßíáé åîùôåñéêÞ ôïõ ôñéãþíïõ Â1ÁÃ2, åðïìÝ-

íùò éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí äýï áðÝíáíôé åóùôå-
ñéêþí, äçëáäÞ xA^y = ÁÂ

^
1Ã2 + Â1Ã

^
2Á.

(ii) Ç ãùíßá Â2Â
^

1Ã2 åßíáé åîùôåñéêÞ ôïõ ôñéãþíïõ

Â1ÁÃ2, åðïìÝíùò

Â2Â
^

1Ã2 = xA^y + ÁÃ
^

2Â1
Þ   xA^y = Â2Â

^
1Ã2 � Â1Ã

^
2Ã1

.

Ó÷Þìá 7

Ó÷Þìá 8

Ó×ÏËÉÏ

xA^y = }
Â1

C

2

Ã1} + }
Â2

C

2

Ã2} .

Ó×ÏËÉÏ

xA^y = }
Â2

C

2

Ã2} � }
Â1

C

2

Ã1} .
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 6

6.4 Âáóéêïß ãåùìåôñéêïß ôüðïé óôïí êýêëï
Ôüîï êýêëïõ ðïõ äÝ÷åôáé ãíùóôÞ ãùíßá

¸óôù Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé Ýíá óçìåßï Ì ðïõ äåí
áíÞêåé óôçí åõèåßá ÁÂ (ó÷.10). Áí ö åßíáé ç ãùíßá ÁÌ^ Â ôüôå
ëÝìå üôé ôï óçìåßï Ì âëÝðåé ôï ôìÞìá ÁÂ õðü ãùíßá ö Þ éóï-
äýíáìá ôï ÁÂ öáßíåôáé áðü ôï óçìåßï Ì õðü ãùíßá ö. Áí ô

)

åßíáé Ýíá ôüîï êýêëïõ ðïõ Ý÷åé ÷ïñäÞ ôçí ÁÂ êáé äéÝñ÷åôáé
áðü ôï Ì, ôüôå ëÝìå üôé ôï ôüîï ô

)
äÝ÷åôáé ãùíßá ö. 

Èá äïýìå ôþñá ðùò êáôáóêåõÜæåôáé Ýíá ôüîï ðïõ íá äÝ÷åôáé
ãùíßá ö.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Èåùñïýìå äýï ôåìíüìåíïõò êýêëïõò êáé öÝñïõìå ôéò åöáðôüìåíÝò ôïõò óå êáèÝíá áðü
ôá êïéíÜ óçìåßá ôïõò. 
(i) Íá áðïäåé÷èåß üôé ïé åöáðôüìåíåò ôùí äýï êýêëùí óå êáèÝíá áðü ôá êïéíÜ óçìåßá
ôïõò ó÷çìáôßæïõí ßóåò ãùíßåò. Êáèåìßá áðü ôéò ãùíßåò áõôÝò ëÝãåôáé ãùíßá ôùí äýï
êýêëùí.
(ii) Áí ç ãùíßá ôùí äýï êýêëùí åßíáé ïñèÞ, ëÝìå üôé ïé êýêëïé ôÝìíïíôáé ïñèïãþíéá Þ
üôé åßíáé ïñèïãþíéïé. Íá áðïäåé÷èåß üôé, áí ïé äýï êýêëïé åßíáé ïñèïãþíéïé, ïé åöáðôü-
ìåíåò ôïõ åíüò êýêëïõ óôá êïéíÜ óçìåßá ôïõò äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï êÝíôñï ôïõ Üëëïõ
êýêëïõ.

Áðüäåéîç
(i) Áò èåùñÞóïõìå äýï ôåìíü-
ìåíïõò êýêëïõò ìå êÝíôñá Ï1

êáé Ï2 êáé Á,Â ôá óçìåßá ôïìÞò

ôïõò. Áðü ôçí éóüôçôá ôùí
ôñéãþíùí Ï1ÁÏ2 êáé Ï1ÂÏ2 èá

Ý÷ïõìå üôé 
Ï1Á^Ï2 = Ï1Â^Ï2 = ù (ó÷.9á).

Áò öÝñïõìå ôþñá ôéò åöáðôü-
ìåíåò ôùí äýï êýêëùí óôï óç-
ìåßï Á êáé óôï óçìåßï Â. Ïé
åöáðôüìåíåò óôï Á ó÷çìáôßæïõí ãùíßá x´Á^x = 2z� ù (ãéáôß Ï1Á^x = Ï2Á^x¢ = 1z) êáé üìïéá

ïé åöáðôüìåíåò óôï Â ó÷çìáôßæïõí ãùíßá y´Â^y = 2z� ù. ÅðïìÝíùò, x´Á^x = y´Â^y.
(ii) Aí äýï êýêëïé ôÝìíïíôáé ïñèïãþíéá, äçëáäÞ áí ö = 1z (ó÷.9â), Ý÷ïõìå üôé 
Ï1Á^Ï2 + Ï1Á^x =2z, ïðüôå ïé çìéåõèåßåò Áx êáé ÁÏ2 åßíáé áíôéêåßìåíåò.

Ó÷Þìá 9

Ó÷Þìá 10
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ÅÃÃÅÃÑÁÌÅÍÁ Ó×ÇÌÁÔÁ

ÐÑÏÂËÇÌÁ

Äßíåôáé Ýíá ôìÞìá ÁÂ êáé ìßá ãùíßá ö. Íá êáôáóêåõáóèåß ôüîï êýêëïõ ðïõ íá Ý÷åé
÷ïñäÞ ôï ÁÂ êáé íá äÝ÷åôáé ãùíßá ö.

� ¸óôù ö< 1z

ÁíÜëõóç
Áí ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ öáßíåôáé áðü Ýíá óçìåßï Ì õðü
ãùíßá ö, äçëáäÞ ÁÌ^ Â = ö, ôüôå áñêåß íá ðñïóäéïñßóïõìå ôï
êÝíôñï êáé ôçí áêôßíá ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ êýêëïõ ôïõ
ôñéãþíïõ ÁÌÂ (âë. Ðüñéóìá (iii), § 6.2).
¸óôù Á

C
Â Ýíá ôüîï êýêëïõ, êÝíôñïõ Ï, ìå ÷ïñäÞ ôçí ÁÂ

ôÝôïéï, þóôå ãéá êÜèå óçìåßï ôïõ Ì äéáöïñåôéêü ôùí Á,Â íá
éó÷ýåé ÁÌ^ Â = ö (ó÷.11). Áí öÝñïõìå ôçí çìéåõèåßá Âx åöáðôü-
ìåíç ôïõ êýêëïõ óôï Â èá Ý÷ïõìå ÁÂ^x = ÁÌ^ Â = ö (ãùíßá
÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò) êáé åðïìÝíùò ç Âx åßíáé ìßá óôáèåñÞ,
áíåîÜñôçôç ôïõ Ì, çìéåõèåßá. ÅðåéäÞ OB^Bx, ôï êÝíôñï Ï èá âñßóêåôáé óôç óôáèåñÞ
åõèåßá æ ðïõ åßíáé êÜèåôç óôç Âx óôï Â. ÁëëÜ ôï Ï âñßóêåôáé åðßóçò êáé óôç ìåóïêÜèåôï
å ôïõ ÁÂ, Üñá åßíáé ç ôïìÞ ôùí å êáé æ.

Óýíèåóç

Èåùñïýìå ôï äïóìÝíï ôìÞìá ÁÂ êáé öÝñïõìå çìéåõèåßá Bx Ýôóé, þóôå ÁÂ^x = ö. Óôç óõíÝ÷åéá
öÝñïõìå åõèåßá æ êÜèåôç ôçò Bx óôï Â, ðïõ ôÝìíåé ôç ìåóïêÜèåôï å ôïõ ÁÂ óôï Ï. ÃñÜöïõìå
ôïí êýêëï (Ï,ÏÁ) êáé ôï ôüîï Á

C
ÔÂ (ó÷.11) (÷ùñßò ôá Üêñá ôïõ) åßíáé ôï æçôïýìåíï.

Áðüäåéîç 

Ãéá êÜèå óçìåßï Ì ôïõ ôüîïõ Á
C
ÔÂ Ý÷ïõìå ÁÌ^ Â = ÁÂ^x = ö, áöïý ç ÁÂ^x åßíáé ãùíßá ÷ïñäÞò

êáé åöáðôïìÝíçò êáé ç ÁÌ^ Â åããåãñáììÝíç ðïõ âáßíåé óôï
ôüîï ôçò ÷ïñäÞò, åíþ ãéá êÜèå óçìåßï Í ôïõ ôüîïõ Á

C
ÓÂ

Ý÷ïõìå 
ÁÍ^ Â = ÁÂ^x´ = 2z � ÁÂ^x = 2z � ö,

üðïõ Bx´ ç áíôéêåßìåíç çìéåõèåßá ôçò Bx.

Äéåñåýíçóç

Ãéá íá õðÜñ÷åé ëýóç ðñÝðåé ç åõèåßá æ íá ôÝìíåé ôçí å, ôï
ïðïßï óõìâáßíåé ðÜíôïôå, áöïý ÁÂ^x = ö Þ 0.

� ¸óôù ö>1z

Ôüôå ìå ôïí ßäéï, üðùò ðáñáðÜíù, ôñüðï êáôáóêåõÜæïõìå
ôïí êýêëï êÝíôñïõ Ï êáé ôï ôüîï Á

C
ÃÂ (ó÷.12) ðïõ åßíáé ôï

æçôïýìåíï (÷ùñßò ôá Üêñá ôïõ).

� ¸óôù ö = 1z

Ôüôå ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí åõèåéþí å, æ åßíáé ôï ìÝóï Ï ôïõ
ÁÂ (ó÷.13). ÅðïìÝíùò, ôï æçôïýìåíï ôüîï åßíáé êáèÝíá áðü
ôá çìéêýêëéá äéáìÝôñïõ ÁÂ, ÷ùñßò ôá Üêñá ôïõò Á êáé Â.

Ó÷Þìá 11

Ó÷Þìá 12

Ó÷Þìá 13
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Áðü ôá ðáñáðÜíù óõìðåñáßíïõìå üôé:
Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ áðü
ôá ïðïßá Ýíá ôìÞìá  ÁÂ öáßíåôáé õðü ãùíßá ö åßíáé
äýï ôüîá êýêëùí, ÷ïñäÞò ÁÂ, ÷ùñßò ôá Üêñá ôïõò
Á,Â, óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôçí åõèåßá ÁÂ, êáèÝíá áðü
ôá ïðïßá äÝ÷åôáé ãùíßá ö.

¢ìåóç óõíÝðåéá ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ åßíáé üôé: 
Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ áðü
ôá ïðïßá Ýíá ôìÞìá ÁÂ öáßíåôáé õðü ïñèÞ ãùíßá åßíáé
êýêëïò ìå äéÜìåôñï ÁÂ, ÷ùñßò ôá óçìåßá Á êáé Â.   
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 6

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ

¸óôù ôüîï Á
C

Â ðïõ äÝ÷åôáé ãùíßá ö êáé Ð1 ôï çìéåðßðåäï óôï ïðïßï

ðåñéÝ÷åôáé (ó÷.14). Ãéá êÜèå óçìåßï Ì ôïõ Á
C

Â Ý÷ïõìå ÁÌ^ Â = ö, åíþ ãéá
êÜèå óçìåßï I ôïõ ôìÞìáôïò ÁÌ Þ óçìåßï Å ôçò ðñïÝêôáóçò ôïõ ÁÌ

Ý÷ïõìå áíôßóôïé÷á ÁÉ^Â > ö êáé ÁÅ^Â < ö. 

¢ñá ôá ìïíáäéêÜ óçìåßá ôïõ Ð1 áðü ôá ïðïßá ôï ÁÂ öáßíåôáé õðü ãùíßá ö

åßíáé ôá óçìåßá ôïõ Á
C

Â åêôüò áðü ôá Üêñá ôïõ. ¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé ôá
ìïíáäéêÜ óçìåßá ôïõ Ð2 ðïõ âëÝðïõí ôï ÁÂ õðü ãùíßá ö åßíáé ôá óçìåßá

ôïõ ôüîïõ Á
C
ÍÂ óõììåôñéêïý ôïõ Á

C
Â ùò ðñïò ôçí åõèåßá ÁÂ (ó÷.15). 

Ó×ÏËÉÏ

Óôç ëýóç ôïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôïò, åêôüò áðü ôá ãíùóôÜ ìáò âÞìáôá: êáôá-
óêåõÞ, áðüäåéîç, äéåñåýíçóç áíáöÝñáìå ðñéí áðü áõôÜ êáé ôï âÞìá ôçò áíÜëõ-
óçò. Ôï âÞìá áõôü ôï êÜíïõìå üôáí ç êáôáóêåõÞ ôïõ æçôïýìåíïõ ó÷Þìáôïò äåí
åßíáé Üìåóá öáíåñÞ êáé ðåñéëáìâÜíåé ôá åîÞò: ÕðïèÝôïõìå üôé êáôáóêåõÜóáìå
ôï æçôïýìåíï ó÷Þìá êáé ðñïóðáèïýìå íá åíôïðßóïõìå åêåßíåò ôéò éäéüôçôÝò ôïõ
ðïõ áíÜãïõí ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ óå ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò ðïõ ìáò åßíáé Þäç
ãíùóôÝò. Óôç óýíèåóç Þ áëëéþò êáôáóêåõÞ Ý÷ïíôáò ïäçãü ôçí áíÜëõóç êÜíïõìå
üëåò åêåßíåò ôéò åðéìÝñïõò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò ðïõ ôåëéêÜ èá ìáò ïäçãÞ-
óïõí óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ æçôïýìåíïõ ó÷Þìáôïò. Ôá ðáñáðÜíù âÞìáôá áêïëïõ-
èïýí, üðùò åßíáé ãíùóôü, ôï âÞìá ôçò áðüäåéîçò êáé ôï âÞìá ôçò äéåñåýíçóçò
(§ 3.17).
Ç ìÝèïäïò áõôÞ ôùí ôåóóÜñùí âçìÜôùí: áíÜëõóç, óýíèåóç, áðüäåéîç êáé
äéåñåýíçóç åßíáé ãíùóôÞ ùò áíáëõôéêÞ - óõíèåôéêÞ ìÝèïäïò êáé ÷ñçóéìïðïéåß-
ôáé óå ðñïâëÞìáôá ãåùìåôñéêþí êáôáóêåõþí êáé óå Üëëåò ðåñéï÷Ýò ôùí Ìáèç-
ìáôéêþí.

Ó÷Þìá 14

Ó÷Þìá 15
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ÅÃÃÅÃÑÁÌÅÍÁ Ó×ÇÌÁÔÁ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðüôå ìéá ãùíßá ëÝãåôáé åããåãñáììÝíç;

2. Áí ö êáé ù åßíáé áíôßóôïé÷á ç åããåãñáììÝíç êáé ç
åðßêåíôñç ãùíßá ðïõ âáßíïõí óôï ßäéï ôüîï åíüò êý-
êëïõ, ôüôå:
á. ö = ù,  â. ö = 2ù,  ã. ù = 2ö,  ä. ö = 90°+ù,
å. Ôßðïôá áðü ôá ðñïçãïýìåíá.
Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-
ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
3. Óõìðëçñþóôå ôï êåíü óôçí åðüìåíç ðñüôáóç:
�Ç ãùíßá ÷ïñäÞò êáé åöáðôïìÝíçò éóïýôáé ìå
...................................�
4. Ðïéïò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ
åðéðÝäïõ ôá ïðïßá âëÝðïõí Ýíá ãíùóôü ôìÞìá õðü ãù-

íßá ö , 1z Þ ö 5 1z;

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò 
1. Óå êáèÝíá áðü ôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá íá âñåßôå ôá
x êáé y.

2. Áí óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé Á^ = 40°, íá âñåßôå

ôï ìÝôñï ôïõ ôüîïõ Â
C
Å.

3. Áí óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá ïé åõèåßåò å êáé å¢ åßíáé
åöáðôüìåíåò íá âñåèïýí ôá x êáé y.

4. Áí óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé Á^ = 25°, íá âñåßôå

ôá ìÝôñá ôùí ôüîùí Å
C
Â êáé Ã

C
Ä .

5. Áí óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé Â
C
Ì = Ì

C
Ã êáé Á^ = 70°,

íá õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò ôùí ôñéãþíùí ÏÂÃ êáé ÌÂÃ.

6. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá, ðïéá ó÷Ýóç åßíáé óùóôÞ;
i) x � y + z = 0,

ii) x � 2y + z = 0,
iii) x � y + z = 0,

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 6

ÅããåãñáìÝíá êáé åããñÜøéìá ôåôñÜðëåõñá

6.5 Ôï åããåãñáìÝíï ôåôñÜðëåõñï

Ïñéóìüò

¸íá ôåôñÜðëåõñï ëÝãåôáé åããåãñáììÝíï óå êýêëï, áí
ïé êïñõöÝò ôïõ åßíáé óçìåßá ôïõ êýêëïõ.

Ï êýêëïò óôïí ïðïßï åßíáé åããåãñáììÝíï Ýíá ôåôñÜðëåõñï ëÝ-
ãåôáé ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôåôñáðëåýñïõ.

iv) x + y = 2z,
v) êáìßá áðü ôéò ðáñáðÜíù.

Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

7. Ôï êáëýôåñï êÜèéóìá óå Ýíáí êé-
íçìáôïãñÜöï åßíáé ôï êÜèéóìá �Á�.
Íá âñåßôå ðïéa Üëëá êáèßóìáôá
Ý÷ïõí ôçí ßäéá ïðôéêÞ ãùíßá ìå ôï
èåáôÞ ðïõ êÜèåôáé óôï êÜèéóìá Á .

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé ç åöáðôïìÝíç óôï ìÝóï åíüò áðü
ôá ôüîá ìå ÷ïñäÞ ÁÂ êýêëïõ (Ê) åßíáé ðáñÜëëçëç óôç
÷ïñäÞ ÁÂ êáé áíôßóôñïöá.

2. Äýï êýêëïé ôÝìíïíôáé óôá óçìåßá Á êáé Â. Áí Ã êáé Ä
åßíáé ôá áíôéäéáìåôñéêÜ óçìåßá ôïõ Á óôïõò äýï êý-
êëïõò, íá áðïäåßîåôå üôé ç åõèåßá ÃÄ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Â.

3. Äýï êÜèåôåò ÷ïñäÝò ÁÂ, ÃÄ êýêëïõ (Ê) ôÝìíïíôáé
óôï óçìåßï Ñ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç äéÜìåóïò ÑÌ ôïõ
ôñéãþíïõ ÑÂÃ åßíáé êÜèåôç óôçí ÁÄ.
4. Ï êáðåôÜíéïò åíüò éóôéïðëïúêïý ðëïßïõ É åßäå ôñåéò

óçìáäïýñåò ãéá õöÜëïõò óôá óçìåßá Á, Â, Ã . Ìå ìßá 
ðõîßäá äéüðôåõóçò ìÝôñçóå üôé 

ÁÉ
^
Â = 100°, ÂÉ

^
Ã= 125°, ÃÉ

^
Á = 135°.

Åíôüðéóå ôá óçìåßá Á, Â, Ã óôï ÷Üñôç êáé ðñïóäéüñéóå
ôçí áêñéâÞ èÝóç ôïõ éóôéïðëïúêïý. Ðþò ôá êáôÜöåñå;

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Äýï êýêëïé åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ (Þ åóùôåñéêÜ)
óôï óçìåßï Á êáé äýï åõèåßåò å, å¢ ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü
ôï Á ôÝìíïõí ôïí Ýíá êýêëï óôá óçìåßá Â, Â´ êáé ôïí
Üëëï óôá Ã êáé Ã ¢ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé
ÂÂ¢//ÃÃ¢.
2. Äýï êýêëïé åöÜðôïíôáé åóùôåñéêÜ óôï Á. Ìßá ÷ïñ-
äÞ ÂÃ ôïõ ìåãáëýôåñïõ êýêëïõ åöÜðôåôáé óôï ìéêñüôå-
ñï, óôï óçìåßï Ä. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ÁÄ äé÷ïôïìåß ôç

ãùíßá ÂÁ^Ã.

3. Äßíåôáé êýêëïò (Ê), ç åöáðôïìÝíç å óå Ýíá óçìåßï
ôïõ Á êáé Ýíá óçìåßï Ñ ôçò å. Áðü ôï Ñ öÝñïõìå ìßá
åõèåßá ðïõ ôÝìíåé ôïí êýêëï óôá Â êáé Ã. Áí ç äé÷ïôü-

ìïò ôçò ãùíßáò ÂÁ^Ã ôÝìíåé ôç ÷ïñäÞ ÂÃ óôï Ä, íá áðï-
äåßîåôå üôé ÑÄ=ÑÁ.

¸íá ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ðïõ åßíáé åããåãñáììÝíï óå êý-
êëï (Ï,R) Ý÷åé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:
(i) Ïé áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò.
(ii) KÜèå ðëåõñÜ ôïõ öáßíåôáé áðü ôéò áðÝíáíôé êïñõöÝò

õðü ßóåò ãùíßåò.

Èåþñçìá
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