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4.1 ÅéóáãùãÞ 

¼ðùò åßäáìå óôçí §2.3, äýï äéáöïñåôéêÝò åõèåßåò ìðïñåß íá Ý-
÷ïõí Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï Þ íá ìçí Ý÷ïõí êáíÝíá êïéíü óçìåßï.

ÅðïìÝíùò, ïé ó÷åôéêÝò èÝóåéò äõï åõèåéþí å1 êáé å2, ïé

ïðïßåò âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï, åßíáé ïé ðáñáêÜôù:
i) ôáõôßæïíôáé (ó÷.1á),
ii) ôÝìíïíôáé (ó÷.1â),
iii) äåí ôÝìíïíôáé (ó÷.1ã). 
Óôçí ôñßôç ðåñßðôùóç ïé åõèåßåò å1 êáé å2 ëÝãïíôáé ðáñÜë-

ëçëåò, þóôå:
Äýï åõèåßåò å1 êáé å2 ðïõ âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï

êáé äåí Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï ëÝãïíôáé ðáñÜëëçëåò
åõèåßåò.
Ãéá íá äçëþóïõìå üôé ïé å1 êáé å2 åßíáé ðáñÜëëçëåò, ãñÜ-

öïõìå å1//å2.

4.2 ÔÝìíïõóá äýï åõèåéþí - Åõêëåßäåéï
áßôçìá

Áò èåùñÞóïõìå äýï åõèåßåò å1 êáé å2 ôïõ åðéðÝäïõ, ïé ïðïßåò

ôÝìíïíôáé áðü ôñßôç åõèåßá å3. Ðáñáôçñïýìå üôé ó÷çìáôßæï-

íôáé ïêôþ ãùíßåò.
Ïé ãùíßåò ã, ä, å, æ ðïõ âñßóêïíôáé ìåôáîý ôùí å1, å2 ëÝãïíôáé

�åíôüò�, åíþ ïé ãùíßåò á, â, ç, è ëÝãïíôáé �åêôüò�. Äýï
ãùíßåò ðïõ âñßóêïíôáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôçò ôÝìíïõóáò å3

ëÝãïíôáé �åðß ôá áõôÜ ìÝñç�, åíþ äýï ãùíßåò ðïõ âñßóêïíôáé
åêáôÝñùèåí ôçò å3 ëÝãïíôáé �åíáëëÜî�.

¸ôóé, ìå óõíäõáóìü êáé ôùí äýï ÷áñáêôçñéóìþí, ïé ãùíßåò å
êáé ã ëÝãïíôáé åíôüò åíáëëÜî, ïé ãùíßåò å êáé á ëÝãïíôáé åíôüò
åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç, åíþ ïé ãùíßåò å êáé ä ëÝãïíôáé
åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç.
×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ðáñáðÜíù ãùíßåò, èá áðïäåßîïõìå ôï
åðüìåíï èåþñçìá, ðïõ åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç ðáñÜëëçëùí
åõèåéþí.

Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 2

Áí äýï åõèåßåò ôåìíüìåíåò áðü ôñßôç ó÷çìáôßæïõí äýï
åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò, ôüôå åßíáé ðáñÜëëçëåò.

Èåþñçìá
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Áðüäåéîç
¸óôù üôé ù = ö. Áí ïé åõèåßåò å1,å2 ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Ã,

ç åîùôåñéêÞ ãùíßá ö ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ èá åßíáé ßóç ìå ôçí
áðÝíáíôé åóùôåñéêÞ ãùíßá ù, ðïõ åßíáé Üôïðï. (§ 3.10)

¢ñá å1//å2.

Áðüäåéîç
ÐñÜãìáôé ïé ãùíßåò ù êáé ö (ó÷.4á) åßíáé ïñèÝò, ïðüôå ù = ö.
¢ñá å1//å2.

� Èá åîåôÜóïõìå ôþñá áí áðü óçìåßï åêôüò åõèåßáò ìðïñïý-
ìå íá öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ðñïò áõôÞ êáé ðüóåò.
¸óôù ëïéðüí, åõèåßá å êáé óçìåßï Á åêôüò áõôÞò (ó÷.4â).
ÖÝñïõìå ôçí AB^å êáé ïíïìÜæïõìå å´ ôçí åõèåßá ðïõ åßíáé
êÜèåôç óôçí ÁÂ óôï óçìåßï Á. Ôüôå å´//å (áöïý êáé ïé äýï åß-
íáé êÜèåôåò óôçí ÁÂ). 
¸ôóé ëïéðüí õðÜñ÷åé åõèåßá å´ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü Ýíá óçìåßï
Á ðïõ äåí áíÞêåé óôçí å êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí åõèåßá
å. Äå÷üìáóôå ùò áîßùìá üôé ç åõèåßá áõôÞ åßíáé ìïíáäéêÞ,
äçëáäÞ:

Áßôçìá ðáñáëëçëßáò
Áðü óçìåßï åêôüò åõèåßáò Üãåôáé ìßá ìüíï ðáñÜëëçëç
ðñïò áõôÞ.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

ÐÏÑIÓÌÁ É

Áí äýï åõèåßåò ôåìíüìåíåò áðü ôñßôç ó÷çìáôßæïõí äýï
åíôüò, åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ßóåò Þ äýï
åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ðáñáðëçñùìáôéêÝò, ôüôå
åßíáé ðáñÜëëçëåò.

ÐÏÑIÓÌÁ ÉÉ

Äýï åõèåßåò êÜèåôåò óôçí ßäéá åõèåßá, óå äéáöïñåôéêÜ
óçìåßá ôçò, åßíáé ìåôáîý ôïõò ðáñÜëëçëåò.

Ó÷Þìá 3

Ó÷Þìá 4

Ó×ÏËÉÏ
Ôï ðáñáðÜíù áîßùìá åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï 5ï áßôçìá ôùí "Óôïé÷åßùí"
ôïõ Åõêëåßäç (Åõêëåßäåéï áßôçìá).
Ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá Þ êÜðïéï éóïäýíáìü ôïõ êáèïñßæåé ôç öýóç
ïëüêëçñçò ôçò Ãåùìåôñßáò êáé áðïôåëåß âÜóç ãéá ôá ðåñéóóüôåñá
èåùñÞìáôá ôçò Åõêëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò.
(âë. Éóôïñéêü óçìåßùìá, óåë. 90)
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Éäéüôçôåò ðáñÜëëçëùí åõèåéþí

¢ìåóåò óõíÝðåéåò ôïõ áéôÞìáôïò ðáñáëëçëßáò åßíáé ïé ðáñá-
êÜôù ðñïôÜóåéò.

Ðñüôáóç É

Áí äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ôñßôç,
ó÷çìáôßæïõí ôéò åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò.

Áðüäåéîç
¸óôù üôé å1//å2 êáé å ìéá ôÝìíïõóá (ó÷. 5). Èá áðïäåßîïõìå ð.÷.

üôé ù = ö. Áí ïé ãùíßåò ù êáé ö äåí åßíáé ßóåò, öÝñïõìå ôçí Áx
þóôå ïé ãùíßåò xA^B êáé ö íá âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí ôçò å êáé
íá åßíáé ßóåò. Ôüôå Áx//å2 ãéáôß ôåìíüìåíåò áðü ôçí ÁÂ ó÷çìá-

ôßæïõí äýï åíôüò êáé åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò. ÊáôÜ óõíÝðåéá
õðÜñ÷ïõí äýï ðáñÜëëçëåò áðü ôï Á ðñïò ôçí å2, ðïõ åßíáé

Üôïðï. ¢ñá ù = ö.

Ðñüôáóç ÉÉ

Áí äýï äéáöïñåôéêÝò åõèåßåò å1 êáé å2 åßíáé ðáñÜëëç-

ëåò ðñïò ìßá ôñßôç åõèåßá å, ôüôå åßíáé êáé ìåôáîý
ôïõò ðáñÜëëçëåò, äçëáäÞ áí å1//å êáé å2//å, ôüôå å1//å2.

Áðüäåéîç
Áí ïé å1 êáé å2 ôÝìíïíôáí óå óçìåßï Á, èá åß÷áìå áðü ôï Á

äýï ðáñÜëëçëåò ðñïò ôçí å, ðïõ åßíáé Üôïðï. ¢ñá å1//å2.

Ðñüôáóç ÉÉÉ

Áí äýï åõèåßåò å1 êáé å2 åßíáé ðáñÜëëçëåò êáé ìßá ôñß-

ôç åõèåßá å ôÝìíåé ôç ìßá áðü áõôÝò, ôüôå ç å èá ôÝ-
ìíåé êáé ôçí Üëëç.

Áðüäåéîç 
ÕðïèÝôïõìå üôé ç å ôÝìíåé ôçí å1 óôï Á. Áí ç å äåí Ýôåìíå ôçí

å2, èá Þôáí å//å2 êáé Ýôóé èá åß÷áìå áðü ôï Á äýï ðáñÜëëçëåò

ðñïò ôçí å2, ðñÜãìá áäýíáôï. ¢ñá ç å ôÝìíåé ôçí å2.

Ó÷Þìá 5

Ó÷Þìá 6

Ó÷Þìá 7

ÐÏÑIÓÌÁ

Áí äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ôñßôç ó÷çìá-
ôßæïõí

i) ôéò åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ßóåò, 

ii) ôéò åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ðáñáðëç-
ñùìáôéêÝò.
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Ðñüôáóç ÉV

Áí äýï åõèåßåò ôåìíüìåíåò áðü ôñßôç ó÷çìáôßæïõí ôéò
åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ìå Üèñïéóìá ìé-
êñüôåñï áðü 2 ïñèÝò, ôüôå ïé åõèåßåò ôÝìíïíôáé ðñïò
ôï ìÝñïò ôçò ôÝìíïõóáò ðïõ âñßóêïíôáé ïé ãùíßåò.

Áðüäåéîç
¸óôù üôé ç å ôÝìíåé ôéò å1, å2 óôá Á êáé Â (ó÷. 8) áíôßóôïé÷á êáé

üôé ö + ùÞ 2z. Ôüôå ïé å1 êáé å2 äåí åßíáé ðáñÜëëçëåò, áöïý 

ö + ùÞ2z (Ðüñéóìá óåë. 77). ¸óôù üôé ïé å1 êáé å2 ôÝìíïíôáé

óå óçìåßï Ê, ðñïò ôï ìÝñïò ôçò ôÝìíïõóáò, ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ôéò
ãùíßåò ùêáé ö. . Ôüôå, üìùò, ç åîùôåñéêÞ ãùíßá ù ôïõ ôñéãþíïõ
ÁÊÂ åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç ãùíßá Á^ 1, äçëáäÞ ù >Á^ 1=2z� ö

Þ ù + ö >2z, ðïõ åßíáé Üôïðï. ¢ñá ïé å1,å2 ôÝìíïíôáé ðñïò ôï

ìÝñïò ôçò ôÝìíïõóáò ðïõ âñßóêïíôáé ïé ãùíßåò ù êáé ö. .

4.3 ÊáôáóêåõÞ ðáñÜëëçëçò åõèåßáò

Åßäáìå ðáñáðÜíù üôé õðÜñ÷åé åõèåßá å´, ç ïðïßá äéÝñ÷åôáé
áðü Ýíá óçìåßï Á êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ãíùóôÞ åõèåßá å.
Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôçò å´ öÝñïõìå áðü ôï Á Ýíá ðëÜãéï ôìÞìá
ÁÂ ðñïò ôçí å êáé ïíïìÜæïõìå öôçí ïîåßá ãùíßá ðïõ ó÷çìá-
ôßæåé ôï ÁÂ ìå ôçí å. ÌåôáöÝñïõìå ôç ãùíßá ö (§ 2.6) þóôå íá
Ý÷åé êïñõöÞ ôï Á, ç ìéá ðëåõñÜ ôçò íá åßíáé ç ÁÂ êáé ç Üëëç
ðëåõñÜ ôçò ÁÃ íá âñßóêåôáé óôï çìéåðßðåäï ðïõ äåí áíÞêåé ç
ãùíßá ö. ÅðåéäÞ ÃÁ^Â = ö Ý÷ïõìå ÁÃ//å, áöïý ôåìíüìåíåò áðü
ôçí ÁÂ, ó÷çìáôßæïõí äýï åíôüò êáé åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò. ¸ôóé
ç åõèåßá ÁÃ åßíáé ç æçôïýìåíç åõèåßá å´.

Ó÷Þìá 8

Ó÷Þìá 9

ÐÏÑIÓÌÁ

Áí ìéá åõèåßá åßíáé êÜèåôç óå ìéá áðü äýï ðáñÜëëçëåò
åõèåßåò, ôüôå åßíáé êÜèåôç êáé óôçí Üëëç.

ÐÏÑIÓÌÁ

Ç êáôáóêåõÞ ôñéãþíïõ ìå äïóìÝíç ìßá ðëåõñÜ êáé ôéò
äýï ðñïóêåßìåíåò óå áõôÞ ãùíßåò Ý÷åé ëýóç, áí êáé ìüíï
áí ôï Üèñïéóìá ôùí äýï ãùíéþí åßíáé ìéêñüôåñï ôùí
äýï ïñèþí. (âëÝðå § 3.18 � Ðñüâëçìá 2)

Ó×ÏËÉÏ
Ç ðñüôáóç ÉV áðïôåëåß âáóéêü
êñéôÞñéï ìå ôï ïðïßï åîåôÜæïõìå
áí äýï åõèåßåò ôÝìíïíôáé.
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4.4 Ãùíßåò ìå ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò

Áò èåùñÞóïõìå äýï ãùíßåò xÁ^ y êáé x´Â
^

y´ ìå Áx//Âx´ êáé
Áy//Ây´, äçëáäÞ äýï ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò, ìßá
ðñïò ìßá ðáñÜëëçëåò. Áí ðñïåêôåßíïõìå ôéò Âx´ êáé Ây´ èá
ôÝìíïõí ôéò Áx êáé Áy óôá óçìåßá Ã êáé Ä áíôßóôïé÷á. ¸ôóé
üëåò ïé ãùíßåò ôïõ ó÷Þìáôïò 10 ëüãù ôùí ðáñáëëÞëùí èá
åßíáé ßóåò ìå ù Þ ö.

Ðáñáôçñïýìå üôé:

� Áí êáé ïé äýï ãùíßåò åßíáé ïîåßåò (ó÷.11), åßíáé ßóåò.

� Áí êáé ïé äýï ãùíßåò åßíáé áìâëåßåò (ó÷.12), åßíáé ßóåò.

� Áí ç ìßá ãùíßá åßíáé ïîåßá êáé ç Üëëç áìâëåßá (ó÷.13), åßíáé
ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé:

Äýï ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò ðáñÜëëçëåò, ìßá
ðñïò ìßá, åßíáé ßóåò áí åßíáé êáé ïé äýï ïîåßåò Þ áìâëåßåò,
åíþ åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò áí ç ìßá ãùíßá åßíáé ïîåßá
êáé ç Üëëç áìâëåßá.

Ó÷Þìá 10

Ó÷Þìá 11

Ó÷Þìá 12

Ó÷Þìá 13

ÅÖÁÑÌÏÃH

¸óôù å1 êáé å2 äýï ðáñÜëëçëåò ðïõ ôÝìíïíôáé áðü åõèåßá å. 

Íá áðïäåé÷èåß üôé
(i) Ïé äé÷ïôüìïé äýï åíôüò åíáëëÜî ãùíéþí åßíáé ðáñÜëëçëåò.
(ii) Ïé äé÷ïôüìïé äýï åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíéþí åßíáé
êÜèåôåò.
Áðüäåéîç
(i) ¸óôù Áx, Ây ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ÄÁ^ Â êáé ÁÂ^ Ã áíôßóôïé÷á.

Ôüôå ù= }
ÄÁ

2

^ Â
} êáé ö= }

Á

2

Â^ Ã
}. ÁëëÜ ÄÁ^ Â = ÁÂ^ Ã (ùò åíôüò åíáëëÜî).

Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé ù = ö. Ïé ù êáé ö üìùò åßíáé åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò ôùí
åõèåéþí Áx êáé Ây ìå ôÝìíïõóá ôçí ÁÂ. ¢ñá Áx//By.

(ii) Áí Áz äé÷ïôüìïò ôçò ÌÁ^ Â, ôüôå Áz^Ax (ùò äé÷ïôüìïé åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêþí
ãùíéþí). Áöïý Áx//By, èá åßíáé êáé Az^By.

Ó÷Þìá 14
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4.5 Áîéïóçìåßùôïé êýêëïé ôñéãþíïõ

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá
ãéá íá ìåëåôÞóïõìå ôïõò êýêëïõò ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå Ýíá ôñß-
ãùíï.

� Ï ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò ôñéãþíïõ
Èá áðïäåßîïõìå üôé ãéá êÜèå ôñßãùíï õðÜñ÷åé êýêëïò ðïõ
äéÝñ÷åôáé áðü ôéò ôñåéò êïñõöÝò ôïõ. Ï êýêëïò áõôüò ëÝãåôáé
ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ êáé åðéðëÝïí áðïäåé-
êíýåôáé üôé ôï êÝíôñï ôïõ åßíáé Ýíá óçìåßï óôï ïðïßï óõíôñÝ-
÷ïõí êáé ïé ôñåéò ìåóïêÜèåôïé ôïõ ôñéãþíïõ êáé ëÝãåôáé ðåñß-
êåíôñï.

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ê, Ë , Ì ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ôïõ
ÁÂ, ÂÃ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á. Ïé ìåóïêÜèåôïé Êx êáé Ëy ôùí
ÁÂ, ÂÃ èá ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Ï, áöïý ôÝìíïíôáé ïé êÜèåôåò
åõèåßåò ôïõò ÁÂ êáé ÂÃ. Ôï Ï éóáðÝ÷åé áðü ôéò êïñõöÝò Á êáé
Â áöïý áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôï ôçò ðëåõñÜò ÁÂ, äçëáäÞ
ÏÁ=ÏÂ. Åðßóçò ÏÂ=ÏÃ, áöïý ôï Ï áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôï
ôçò ðëåõñÜò ÂÃ. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé üôé ÏÁ=ÏÃ, ïðüôå ôï Ï èá
áíÞêåé êáé óôç ìåóïêÜèåôï ôçò ÁÃ. ¢ñá, ï êýêëïò (O,OA) èá
äéÝñ÷åôáé áðü ôéò ôñåéò êïñõöÝò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé åßíáé ï
ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ.

� Ï åããåãñáììÝíïò êýêëïò ôñéãþíïõ
Åíáò Üëëïò óçìáíôéêüò êýêëïò âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôñé-
ãþíïõ êáé åöÜðôåôáé êáé óôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ. Èá áðïäåß-
îïõìå üôé ãéá êÜèå ôñßãùíï õðÜñ÷åé êýêëïò ìå ôçí éäéüôçôá
áõôÞ. Ï êýêëïò áõôüò ëÝãåôáé åããåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñé-
ãþíïõ êáé ôï êÝíôñï ôïõ, ôï ïðïßï ëÝãåôáé Ýãêåíôñï, èá åßíáé
ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äé÷ïôüìùí ôùí ãùíéþí ôïõ ôñéãþíïõ.

Ó÷Þìá 15

Ïé ôñåéò ìåóïêÜèåôïé åíüò ôñéãþíïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü
ôï ßäéï óçìåßï, ôï ïðïßï åßíáé êÝíôñï êýêëïõ ðïõ
äéÝñ÷åôáé áðü ôéò êïñõöÝò ôïõ ôñéãþíïõ.

Èåþñçìá

Ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ äéÝñ÷ïíôáé
áðü ôï ßäéï óçìåßï, ôï ïðïßï åßíáé êÝíôñï êýêëïõ ðïõ
åöÜðôåôáé êáé óôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ.

Èåþñçìá
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Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ïé äé÷ïôüìïé ÂÅ êáé ÃÆ ôùí ãùíéþí
ôïõ Â

^
êáé Ã

^
áíôßóôïé÷á. Ïé ÂÅ êáé ÃÆ ôÝìíïíôáé óå óçìåßï I

áöïý ÅÂ
^

Ã+ÆÃ
^

Â = }
Â

2

^

} + }
Ã

2

^

} < Â
^

+ Ã
^

< 2z. (§ 4.2 � Ðñüôáóç IV)

Ôï É ùò óçìåßï ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò Â
^

èá éóáðÝ÷åé áðü ôéò ðëåõ-
ñÝò ôçò ÂÁ êáé ÂÃ, äçëáäÞ ÉË = ÉÈ. ÁíÜëïãá ôï É èá éóáðÝ-
÷åé áðü ôéò ðëåõñÝò ôçò Ã

^
, äçëáäÞ ÉÈ = ÉÍ. ÅðïìÝíùò ôï É éóá-

ðÝ÷åé áðü ôéò ÁÂ êáé ÁÃ êáé èá áíÞêåé óôç äé÷ïôüìï ôçò ãù-
íßáò Á

^
.

ÔåëéêÜ, ôï É åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò êáé ôùí ôñéþí äé÷ïôüìùí
ôïõ ôñéãþíïõ. Ìå êÝíôñï ôï É êáé áêôßíá ôçí êïéíÞ áðüóôáóç
ôïõ É áðü ôéò ðëåõñÝò ôïõ ÁÂÃ, ãñÜöåôáé êýêëïò ðïõ åöÜ-
ðôåôáé êáé óôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ.

Ó÷Þìá 16

ÅÖÁÑÌÏÃH   Ïé ðáñåããåãñáììÝíïé êýêëïé ôñéãþíïõ

Ç éäéüôçôá ôùí åóùôåñéêþí äé÷ïôüìùí åíüò ôñéãþíïõ íá äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï
éó÷ýåé êáé üôáí èåùñÞóïõìå äýï åîùôåñéêÝò êáé ìßá åóùôåñéêÞ äé÷ïôüìï ôïõ ôñéãþíïõ. Ïé
ôñåéò áõôÝò äé÷ïôüìïé ôÝìíïíôáé óå óçìåßï ôï ïðïßï åßíáé êÝíôñï êýêëïõ ðïõ åöÜðôåôáé óôç
ìßá ðëåõñÜ ôïõ ôñéãþíïõ êáé óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí äýï Üëëùí. Ï êýêëïò áõôüò ëÝãåôáé
ðáñåããåãñáììÝíïò êáé ôï êÝíôñï ôïõ ðáñÜêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ. Óå êÜèå ôñßãùíï õðÜñ-
÷ïõí ôñßá ðáñÜêåíôñá, ôá ïðïßá óõìâïëßæïõìå Éá, Éâ, Éã, êáé êáôÜ óõíÝðåéá ôñåéò ðáñåããå-

ãñáììÝíïé êýêëïé (ó÷.17á,â).
Ïé äé÷ïôüìïé äýï åîùôåñéêþí ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ êáé ç çìéåõèåßá ðïõ äé÷ïôïìåß

ôçí ôñßôç ãùíßá ôïõ ôñéãþíïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï, ôï ïðïßï åßíáé êÝíôñï êý-
êëïõ ðïõ åöÜðôåôáé óôç ìßá ðëåõñÜ ôïõ ôñéãþíïõ êáé óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí äýï Üë-
ëùí.
Áðüäåéîç

Ó÷Þìá 17
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ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. i) Ðþò ïíïìÜæïíôáé ïé ãùíßåò á êáé â ôïõ ðáñá-
êÜôù ó÷Þìáôïò; Ôé ó÷Ýóç Ý÷ïõí ìåôáîý ôïõò;

ii) Ôé éó÷ýåé ãéá ôéò ãùíßåò ã^ êáé ä^;

2. Íá åîçãÞóåôå ãéáôß ç ÁÂ åßíáé ðáñÜëëçëç ôçò ÃÄ.

3. Áí ù= 120° � è êáé  ö= 60° + è íá åîçãÞóåôå ãéáôß
xx´//yy´.

4. Íá áíáöÝñåôå ðÝíôå (5) ôñüðïõò ãéá íá áðïäåßîïõìå
üôé äýï åõèåßåò åßíáé ðáñÜëëçëåò.
5. Äýï ïîåßåò ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò ðá-
ñÜëëçëåò åßíáé:
i) óõìðëçñùìáôéêÝò,
ii) ßóåò,
iii) ðáñáðëçñùìáôéêÝò,
iv) êáíÝíá áðü ôá ðáñáðÜíù.
Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ êáé åõèåßá å ðáñÜë-
ëçëç ðñïò ôç âÜóç ôïõ ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ
óôá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï
ÁÄÅ åßíáé éóïóêåëÝò.
2. Äßíåôáé ãùíßá xO

^
y êáé óçìåßï Á ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò.

Áí ç ðáñÜëëçëç áðü ôï Á ðñïò ôçí Ïx ôÝìíåé ôçí Ïy óôï
Â, íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÏÁÂ åßíáé éóïóêåëÝò.
3. Äßíåôáé ãùíßá xO

^
y êáé ç äé÷ïôüìïò ôçò ÏÄ. Áðü

óçìåßï Á ôçò Ïy öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÏÄ ðïõ
ôÝìíåé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò Ïx óôï Â. Íá áðïäåßîåôå üôé
OA = OB.
4. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (AB = AÃ) êáé óç-
ìåßï Ä ôçò ðëåõñÜò ÁÂ. Áí ï êýêëïò (Ä,ÄÂ) ôÝìíåé ôç
ÂÃ óôï Å, íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ//ÁÃ.
5. Óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí ðëåõñþí ÂÁ, ÃÁ ôñéãþíïõ
ÁÂÃ ðáßñíïõìå áíôßóôïé÷á ôá ôìÞìáôá: ÁÄ = ÁÂ êáé
ÁÅ=ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ//ÂÃ.
6. Äßíåôáé êýêëïò (Ï,ñ) êáé Ì ôï ìÝóï ÷ïñäÞò ôïõ ÁÂ.
ÖÝñïõìå Ïx^OM. Íá áðïäåßîåôå üôé Ïx//ÁÂ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (AB = AÃ) êáé ç
äéÜìåóïò ôïõ ÁÌ. ÖÝñïõìå Ãx^ÂÃ ðñïò ôï çìéåðßðåäï
ðïõ äåí áíÞêåé ôï Á êáé ðáßñíïõìå óå áõôÞ ôìÞìá 
ÃÄ = ÁÂ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò
ãùíßáò ÌÁ^Ã.
2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ. Áðü
ôçí êïñõöÞ Â öÝñïõìå ÂÅ//ÁÄ ðïõ ôÝìíåé ôçí ðñï-
Ýêôáóç ôçò ÃÁ óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé ÅÃ = ÁÂ+ÁÃ.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ < ÁÃ êáé ç åîùôåñéêÞ
äé÷ïôüìïò ôïõ Áx. Áðü ôçí êïñõöÞ Â öÝñïõìå ÂÄ//Áx
ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Ä. Íá áðïäåßîåôå üôé 
ÄÃ = ÁÃ � ÁÂ.
4. Áðü ôï Ýãêåíôñï É, ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå åõèåßá
ðáñÜëëçëç ôçò ÂÃ ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ óôá óçìåßá

82

ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

Áò èåùñÞóïõìå ôéò äé÷ïôüìïõò Âx êáé Ãy ôùí äýï åîùôåñéêþí ãùíéþí Â
^

åî êáé Ã
^

åî

áíôßóôïé÷á, ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. Ïé Âx êáé Ãy ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Éá, áöïý éó÷ýåé üôé: 

xÂ
^

Ã + yÃ
^

B = }
Â
^

åî +

2

Ã
^

åî
} = 2z � }

Â
^

+

2

Ã
^

} < 2z.

Ôï Éá éóáðÝ÷åé áðü ôç ÂÃ êáé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÁÂ, êáèþò êáé áðü ôçí ðñïÝêôáóç ôçò

ÁÃ. ÅðïìÝíùò áíÞêåé óôç äé÷ïôüìï ôçò ãùíßáò Á
^

, áöïý éóáðÝ÷åé áðü ôéò ðëåõñÝò ôçò.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ
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4.6 ¢èñïéóìá ãùíéþí ôñéãþíïõ

Ç ðáñáëëçëßá åðéôñÝðåé íá ìåôáöÝñïõìå ôéò ãùíßåò åíüò
ôñéãþíïõ, þóôå íá Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ ìéá ïðïéáäÞðïôå
êïñõöÞ ôïõ ôñéãþíïõ êáé íá ó÷çìáôßæïõí åõèåßá ãùíßá
(ó÷.18). ¸ôóé ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôï Üèñïéóìá ôùí
ãùíéþí ôïõ ôñéãþíïõ.

Áðüäåéîç
Áðü ìéá êïñõöÞ, ð.÷. ôçí Á, öÝñïõìå åõèåßá xy//ÂÃ. Ôüôå 
ù = Â

^
(1) êáé ö = Ã

^
(2), ùò åíôüò êáé åíáëëÜî ôùí ðáñáëëÞëùí

xy êáé ÂÃ ìå ôÝìíïõóåò ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á.
ÁëëÜ ù+ Á^ + ö = 2z (3).
Áðü ôéò (1), (2) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé 

Á
^

+ Â
^

+ Ã
^

= 2z.

Ä êáé Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ = ÂÄ+ÃÅ.
5. Áðü ôï Ýãêåíôñï É ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå ÉÄ//ÁÂ
êáé ÉÅ//ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþ-
íïõ ÄÉÅ éóïýôáé ìå ôç ÂÃ.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ, ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÂÄ êáé ç
åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôïõ Âx. Èåùñïýìå äýï óçìåßá Å
êáé Ê ôçò ðëåõñÜò ÁÂ. Áí ï êýêëïò (Å,ÅÂ) ôÝìíåé ôç
ÂÄ óôï Æ, åíþ ï êýêëïò (Ê,ÊÂ) ôÝìíåé ôç Âx óôï Ì, íá
áðïäåßîåôå üôé ÅÆ//ÌÊ.

2. Áðü ôá Üêñá åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ öÝñïõìå
ðñïò ôï ßäéï çìéåðßðåäï äýï ðáñÜëëçëåò çìéåõèåßåò Áx
êáé Ây. Ðáßñíïõìå Ã ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ÁÂ, êáé óôéò
Áx,Ây ôá óçìåßá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á, þóôå ÁÄ = ÁÃ êáé
ÂÅ = ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ãùíßá ÄÃ^Å åßíáé ïñèÞ.
3. Áðü ôï ðáñÜêåíôñï Éá ôñéãþíïõ ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ öÝ-

ñïõìå ðáñÜëëçëç óôçí ÁÂ, ðïõ ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ÂÃ
êáé ÁÃ óôá óçìåßá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå
üôé ÄÅ = ÁÅ � ÂÄ.
4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ êáé Ì óçìåßï ôçò
ðëåõñÜò ÂÃ. Áðü ôï Ì öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôç
äé÷ïôüìï ÁÄ ôçò ãùíßáò Á^, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ
óôá óçìåßá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé:

i) Ôï ôñßãùíï ÅÁÆ åßíáé éóïóêåëÝò.
ii) ÂÅ+ÃÆ = óôáèåñü.
iii) Áí Ì ìÝóï ôçò ÂÃ ôüôå: 

á) BE = ÃÆ = }
ÁÃ+

2

ÁÂ
},

â) ÁÅ = ÁÆ = }
ÁÃ �

2

ÁÂ
}.

Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êÜèå ôñéãþíïõ åßíáé 2 ïñèÝò.

Èåþñçìá

ÐÏÑÉÓÌÁÔÁ

i) KÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá ôñéãþíïõ åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïé-
óìá ôùí äýï áðÝíáíôé åóùôåñéêþí ãùíéþí ôïõ ôñéãþíïõ.

Ó÷Þìá 18
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