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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

ÓõììåôñéêÜ ó÷Þìáôá

3.8  ÊåíôñéêÞ óõììåôñßá

Óôçí §2.10 åßäáìå ðüôå äýï óçìåßá Á,Á´ ëÝãïíôáé óõììå-
ôñéêÜ ùò ðñïò êÝíôñï Ýíá óçìåßï Ï (ó÷.37).

Ãåíéêüôåñá äýï ó÷Þìáôá Ó, Ó´ ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ ùò
ðñïò Ýíá óçìåßï Ï (ó÷.38), áí êáé ìüíï áí êÜèå óçìåßï ôïõ
Ó´ åßíáé óõììåôñéêü åíüò óçìåßïõ ôïõ Ó ùò ðñïò ôï Ï êáé
áíôßóôñïöá. Ôï óçìåßï Ï ëÝãåôáé êÝíôñï óõììåôñßáò ôïõ
ó÷Þìáôïò, ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï Ï
ó÷Þìáôá Ó êáé Ó´. ÄçëáäÞ Ýíá óçìåßï Ï ëÝãåôáé êÝíôñï
óõììåôñßáò åíüò ó÷Þìáôïò, üôáí ãéá êÜèå óçìåßï Á ôïõ
ó÷Þìáôïò ôï óõììåôñéêü ôïõ Á¢, ùò ðñïò ôï Ï, åßíáé åðßóçò
óçìåßï ôïõ ó÷Þìáôïò. ¸íá ó÷Þìá ìå êÝíôñï óõììåôñßáò ëÝìå
üôé ðáñïõóéÜæåé êåíôñéêÞ óõììåôñßá.

Aí óôñÝøïõìå Ýíá ó÷Þìá Ó, ìå êÝíôñï óõììåôñßáò ôï Ï
(ó÷.39), êáôÜ 180ï ãýñù áðü ôï Ï, èá ðÜñïõìå Ýíá ó÷Þìá ðïõ
èá óõìðßðôåé ìå ôï áñ÷éêü.

Ó×ÏËÉÏ
Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ãßíåôáé öáíåñü üôé ç ëýóç åíüò ðñïâëÞìáôïò ãåùìåôñéêïý ôüðïõ áêïëïõèåß ôá
åîÞò óôÜäéá:
Èåùñïýìå Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï Ì ôïõ æçôïýìåíïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ êáé ìå âÜóç ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ðïõ
Ý÷åé, ðñïóäéïñßæïõìå ôç ãñáììÞ Ã ðÜíù óôçí ïðïßá âñßóêåôáé.
Óôç óõíÝ÷åéá êáôáóêåõÜæïõìå ìå ôïí êáíüíá êáé ôï äéáâÞôç ôç ãñáììÞ áõôÞ êáé åîåôÜæïõìå áí ôï ôõ÷áßï óçìåßï
Í ôçò ãñáììÞò áõôÞò éêáíïðïéåß ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ôïõ æçôïýìåíïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ. Áí áõôü
óõìâáßíåé, ôüôå ç ãñáììÞ Ã åßíáé ï æçôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
Óõìðëçñþóôå ôá êåíÜ óôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò.
.i) Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí êïñõöþí ôùí éóïóêåëþí
ôñéãþíùí ìå ãíùóôÞ âÜóç åßíáé .................
ii) Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ðïõ éóáðÝ÷ïõí
áðü äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò åßíáé ..................

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí êïñõöþí Á ôùí
ôñéãþíùí ÁÂÃ, ðïõ Ý÷ïõí óôáèåñÞ ôçí ðëåõñÜ ÂÃ=á
êáé ôç äéÜìåóï AÌ ìå ãíùóôü ìÞêïò.
2. Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R). Áí Í ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ
êýêëïõ êáé Ì óçìåßï óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÏÍ, þóôå
ÏÍ = ÍÌ, íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôïõ Ì, üôáí
ôï Í äéáãñÜöåé ôïí êýêëï.

Ó÷Þìá 37

Ó÷Þìá 38

Ó÷Þìá 39
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Áðü ôá ãíùóôÜ ìáò, ìÝ÷ñé ôþñá ó÷Þìáôá:
� Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá Ý÷åé êÝíôñï óõììåôñßáò ôï ìÝóï ôïõ

(ó÷.40á).

� Ç åõèåßá Ý÷åé êÝíôñï óõììåôñßáò ïðïéïäÞðïôå óçìåßï ôçò
(ó÷.40â).

� Ï êýêëïò Ý÷åé êÝíôñï óõììåôñßáò ôï êÝíôñï ôïõ (ó÷.40ã).

3.9  ÁîïíéêÞ óõììåôñßá

Óôçí §2.14 åßäáìå ðüôå äýï óçìåßá Á, Á¢ ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ
ùò ðñïò (Üîïíá) ôçí åõèåßá å (ó÷.42).

Ãåíéêüôåñá äýï ó÷Þìáôá Ó, Ó¢ (ó÷.43) ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ
ùò ðñïò ôçí åõèåßá å, áí êáé ìüíïí áí êÜèå óçìåßï ôïõ Ó¢ åß-
íáé óõììåôñéêü åíüò óçìåßïõ ôïõ Ó ùò ðñïò ôçí å êáé áíôß-
óôñïöá. Ç åõèåßá å ëÝãåôáé Üîïíáò óõììåôñßáò ôïõ ó÷Þìáôïò
ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá ó÷Þìáôá Ó êáé Ó¢. ÄçëáäÞ ìéá åõèåßá
å ëÝãåôáé Üîïíáò óõììåôñßáò åíüò ó÷Þìáôïò, üôáí ãéá êÜèå
óçìåßï Á ôïõ ó÷Þìáôïò ôï óõììåôñéêü ôïõ Á¢, ùò ðñïò ôçí å,
åßíáé åðßóçò óçìåßï ôïõ ó÷Þìáôïò. ¸íá ó÷Þìá ìå Üîïíá
óõììåôñßáò ëÝìå üôé ðáñïõóéÜæåé áîïíéêÞ óõììåôñßá. Áí Ýíá
ó÷Þìá Ý÷åé ùò Üîïíá óõììåôñßáò ìéá åõèåßá å, ôüôå ç å ÷ùñßæåé

Ó÷Þìá 40

ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Ôï óõììåôñéêü åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ùò ðñïò óçìåßï ðïõ äåí áíÞêåé óôï öïñÝá ôïõ,
åßíáé ôìÞìá ßóï ìå áõôü.
Áðüäåéîç
¸óôù Ýíá ôìÞìá ÁÂ (ó÷.41), óçìåßï Ï ðïõ äåí áíÞêåé óôçí
åõèåßá ÁÂ êáé Á¢, Â¢ ôá óõììåôñéêÜ ôùí Á,Â ùò ðñïò ôï Ï
áíôßóôïé÷á. ÅðåéäÞ ÏÁ¢ = ÏÁ, OB¢ = OB êáé Á¢Ï^ Â¢ =ÁÏ

^
Â, ôá

ôñßãùíá ÁÏÂ êáé Á¢ÏÂ¢ åßíáé ßóá, ïðüôå Á¢Â¢ = ÁÂ. Áñêåß íá
áðïäåßîïõìå üôé ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé Á¢Â¢ åßíáé óõììåôñéêÜ ùò
ðñïò ôï Ï. ¸óôù óçìåßï Ì ôïõ ÁÂ êáé Ì¢ ç ôïìÞ ôçò ÌÏ ìå
ôï Á¢Â¢. Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç éóüôçôá ôñéãþíùí Ý÷ïõìå üôé 
Á^ = Á^¢, ïðüôå ôá ôñßãùíá ÁÏÌ êáé Á¢ÏÌ¢ åßíáé ßóá ãéáôß Ý÷ïõí ÏÁ¢ = ÏÁ, Á^ = Á^¢ êáé 
Ï
^

1 = Ï
^

2. ÅðïìÝíùò ÏÌ¢ = ÏÌ, ðïõ óçìáßíåé üôé ôï Ì¢ åßíáé óõììåôñéêü ôïõ Ì. 

´Ïìïéá ôï óõììåôñéêü êÜèå óçìåßïõ Ì¢ ôïõ Á¢Â¢ åßíáé óçìåßï ôïõ ÁÂ. ¢ñá ôá ÁÂ, Á¢Â¢
åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï Ï.

Ó÷Þìá 41

Ó÷Þìá 42

Ó÷Þìá 43
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ôï ó÷Þìá (ó÷.44) óå äýï ìÝñç ìå ôÝôïéï ôñüðï, þóôå, áí
äéðëþóïõìå ôï öýëëï ó÷åäßáóçò êáôÜ ìÞêïò ôçò å, ôá ìÝñç
áõôÜ èá ôáõôéóôïýí.
Áðü ôá ãíùóôÜ ìáò ó÷Þìáôá
� Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ Ý÷åé Üîïíåò óõììåôñßáò ôç ìåóï-

êÜèåôü ôïõ ì êáé ôïí öïñÝá ôïõ å (ó÷.45á).
� Ç åõèåßá x¢x Ý÷åé Üîïíá óõììåôñßáò êÜèå åõèåßá å^x¢x êáé

ôçí ßäéá ôç x¢x (ó÷.45â).
� Ï êýêëïò Ý÷åé Üîïíá óõììåôñßáò ôï öïñÝá ä êÜèå äéáìÝôñïõ

ôïõ ÁÂ (ó÷.45ã).
� Ôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) Ý÷åé Üîïíá óõììå-

ôñßáò ôï öïñÝá ì ôïõ ýøïõò ÁÄ (ó÷.45ä). 
� Ôï éóüðëåõñï ôñßãùíï Ý÷åé Üîïíá óõììåôñßáò ôïõò öïñåßò

ôùí ôñéþí õøþí ôïõ (ó÷.45å).

Ó÷Þìá 44

Ó÷Þìá 45

ÅÖÁÑÌÏÃÇ

¸óôù ìéá åõèåßá å êáé Ýíá ôìÞìá ÁÂ ôïõ ïðïßïõ ôï Ýíá Üêñï Á åßíáé
óçìåßï ôçò å. Íá áðïäåé÷èåß üôé ôï óõììåôñéêü ôïõ ÁÂ ùò ðñïò ôçí å
åßíáé ôï ôìÞìá ÁÂ¢ ßóï ìå ôï ÁÂ, üðïõ Â¢ ôï óõììåôñéêü ôïõ Â ùò ðñïò
ôçí å.
Áðüäåéîç 
Ôï óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò ôçí å åßíáé ôï ßäéï ôï Á, áöïý ôï Á åßíáé óçìåßï ôçò å. ÅðåéäÞ ç å
åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÂÂ¢, åßíáé ÁÂ¢ = ÁÂ. Óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÂ¢ ç ÁÄ åßíáé ýøïò êáé
äéÜìåóïò, Üñá åßíáé êáé äé÷ïôüìïò, äçëáäÞ Á^1 = Á^ 2. ´Åóôù óçìåßï Ì ôïõ ÁÂ. ÖÝñïõìå ÌÊ^å ç

ïðïßá üôáí ðñïåêôáèåß ôÝìíåé ôï ÁÂ¢ óôï Ì¢. Óôï ôñßãùíï ÁÌÌ¢ ç ÁÊ åßíáé ýøïò êáé äé÷ïôüìïò
(áöïý Á^1 = Á^ 2), Üñá åßíáé êáé äéÜìåóïò, äçëáäÞ ÊÌ¢ = ÊÌ, ïðüôå ôï Ì¢ åßíáé óõììåôñéêü ôïõ Ì.

¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé ôï óõììåôñéêü êÜèå óçìåßïõ ôïõ ÁÂ´ åßíáé óçìåßï ôïõ ÁÂ. ¢ñá ôá ÁÂ,
ÁÂ¢ åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôçí å.

Ó÷Þìá 46
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ÁíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò
Óôçí åíüôçôá áõôÞ áðïäåéêíýïõìå ôçí áíéóïôéêÞ ó÷Ýóç ðïõ
éó÷ýåé ìåôáîý ìéáò åîùôåñéêÞò ãùíßáò åíüò ôñéãþíïõ êáé ôùí
áðÝíáíôé ãùíéþí ôïõ êáé ôçí áíéóïôéêÞ ó÷Ýóç ðëåõñþí êáé
ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ. Åðßóçò, ðáñïõóéÜæïõìå ôçí ôñéãùíéêÞ
áíéóüôçôá.

3.10  Ó÷Ýóç åîùôåñéêÞò êáé áðÝíáíôé ãùíßáò

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. ÖÝñïõìå ôç äéÜìåóï ÂÄ (ó÷.47) êáé óôçí
ðñïÝêôáóÞ ôçò, ðñïò ôï Ä, èåùñïýìå óçìåßï Å, þóôå 
ÄÅ = ÂÄ. ÅðåéäÞ ôï Å âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò ÃÁ^ x
Ý÷ïõìå ÃÁ^ Å < ÃÁ^ x = Á^ åî . ¼ìùò ôá ôñßãùíá ÂÄÃ êáé EÄÁ åßíáé

ßóá ãéáôß Ý÷ïõí: ÂÄ = ÄÅ, ÁÄ = ÄÃ êáé Ä^ 1 = Ä^ 2 , ïðüôå 

Ã
^

= ÃÁ^ Å. Áðü ôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá êáé ôçí ÃÁ^ Å < Á^ åî ðñï-

êýðôåé üôé Á^ åî > Ã
^
. ¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé êáé Á^ åî > Â

^
. 

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá ó÷åäéÜóåôå ôïõò Üîïíåò óõììåôñßáò ôùí ãñáììÜ-

ôùí: Á, Â, Ä, Ç, È, Ô, ×, Ø.
2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ï. Áí Á¢, Â¢, Ã ¢
åßíáé ôá óõììåôñéêÜ ôùí Á, Â, Ã ùò ðñïò ôï êÝíôñï Ï
áíôßóôïé÷á, íá áðïäåé÷èåß üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ, Á¢Â¢Ã ¢
åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï Ï êáé ßóá.
3. Áí x¢Á^¢y¢ åßíáé ç óõììåôñéêÞ ôçò ãùíßáò xÁ^y, ùò
ðñïò êÝíôñï óõììåôñßáò Ýíá óçìåßï Ï, åîùôåñéêü ôçò
xÁ^y, ôüôå íá áðïäåé÷èåß üôé x¢Á^¢y¢ = xÁ^y.

4. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï óõììåôñéêü åíüò ôñéãþíïõ
ÁÂÃ ùò ðñïò ôçí åõèåßá ÂÃ åßíáé ôñßãùíï ßóï ìå ôï
ÁÂÃ.
5. Íá áðïäåßîåôå üôé ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò åßíáé
Üîïíáò óõììåôñßáò ôçò.
6. ¸óôù å, å¢ äýï êÜèåôïé ðïõ ôÝìíïíôáé óôï Ï êáé Ýíá
ôõ÷áßï óçìåßï Ì. Áí Ì ¢ åßíáé ôï óõììåôñéêü ôïõ Ì ùò
ðñïò å êáé Ì ² ôï óõììåôñéêü ôïõ Ì ¢ ùò ðñïò å¢, ôüôå
íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÏÌ = ÏÌ²,
ii) ôá óçìåßá Ì, Ï, Ì² åßíáé óõíåõèåéáêÜ.

Ó÷Þìá 47

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

(i) ÊÜèå ôñßãùíï Ý÷åé ôï ðïëý ìéá ãùíßá ïñèÞ Þ áìâëåßá.

(ii) Ôï Üèñïéóìá äýï ãùíéþí êÜèå ôñéãþíïõ åßíáé ìéêñü-
ôåñï ôùí 180°.

ÊÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ìåãáëýôåñç
áðü êáèåìßá áðü ôéò áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ ôñéãþíïõ.

Èåþñçìá
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