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ÔÑÉÃÙÍÁ

3.3  2ï ÊñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ 1ïõ êñéôçñßïõ áðïäåéêíýïõìå ôï 2ï êáé 3ï

êñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí.

Áðüäåéîç
¸óôù üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ (ó÷.16) Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢,
Â
^

= Â
^ ¢ êáé Ã

^
= Ã

^ ¢. 
Èá áðïäåßîïõìå üôé Ý÷ïõí êáé ÁÂ = Á¢Â¢. ¸óôù üôé ÁÂ Þ Á¢Â¢,
ð.÷. ÁÂ > Á¢Â¢. Ôüôå õðÜñ÷åé óçìåßï Ä óôçí ÁÂ, þóôå íá åßíáé
ÂÄ = Â¢Á¢. Ôá ôñßãùíá ÄÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢, ÂÄ =
Â¢Á¢ êáé Â

^
= Â

^ ¢, åðïìÝíùò (ÐÃÐ) åßíáé ßóá, ïðüôå BÃ
^

Ä = Ã
^¢.

ÁëëÜ Ã
^ ¢ = Ã

^
, ïðüôå BÃ

^
Ä= Ã

^
ðïõ åßíáé Üôïðï, ãéáôß ôï Äåßíáé åóù-

ôåñéêü óçìåßï ôçò ãùíßáò ÁÃ
^

Â êáé åðïìÝíùò BÃ
^
Ä<Ã

^
. ÏäçãçèÞ-

êáìå óå Üôïðï ãéáôß õðïèÝóáìå üôé ÁÂ Þ Á¢Â¢ , Üñá ÁÂ = Á¢Â¢.
Ôá ôñßãùíá, ëïéðüí, ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢, ÁÂ = Á¢Â¢
êáé Â

^
= Â

^ ¢, Üñá (ÐÃÐ) åßíáé ßóá.
* Óçìåßùóç: Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß êáé  ìå ôç ìÝèïäï
ôçò ìåôáôüðéóçò, üðùò ôï èåþñçìá É (óåë. 36).

3.4  3ï ÊñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí

Ç éóüôçôá äýï ôñéãþíùí åîáóöáëßæåôáé êáé áðü ôçí éóüôçôá
ôùí ôñéþí ðëåõñþí ôïõò, ìßá ðñïò ìßá, üðùò ìáò âåâáéþíåé ôï
åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ ìå ÁÂ = Á¢Â¢, 
ÂÃ = Â¢Ã¢, ÃÁ = Ã¢Á¢ (ó÷.17). Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé 
Á
^

= Á
^ ¢. ÕðïèÝôïõìå üôé ôá ôñßãùíá åßíáé ïîõãþíéá.

Èåùñïýìå ôçí çìéåõèåßá Âx, þóôå ÃÂ
^

x = Â
^¢ (ó÷.17) êáé óç-

ìåßï ôçò Ä, þóôå ÂÄ = Á¢Â¢. Ôá ôñßãùíá ÄÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ åßíáé
ßóá, ãéáôß Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢, ÂÄ = Á¢Â¢ êáé ÃÂ

^
Ä = Â

^¢. Áðü ôçí
éóüôçôá áõôÞ ðñïêýðôåé üôé ÃÄ = Ã¢Á¢ êáé Ä

^
= Á

^ ¢. 

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ìéá ðëåõñÜ êáé ôéò ðñïóêåßìå-
íåò óå áõôÞ ãùíßåò ßóåò ìßá ðñüò ìßá, ôüôå ôá ôñßãùíá
åßíáé ßóá.

Èåþñçìá (2o ÊñéôÞñéï � ÃÐÃ)

Ó×ÏËÉÏ
Ç óõíôïìïãñáößá ÃÐÃ óçìáßíåé
ãùíßá, ðëåõñÜ, ãùíßá.

Ó×ÏËÉÏ
Ç óõíôïìïãñáößá ÐÐÐ óçìáß-
íåé ðëåõñÜ, ðëåõñÜ, ðëåõñÜ.

Ó÷Þìá 16

Ó÷Þìá 17

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò
ìßá, ôüôå ôá ôñßãùíá åßíáé ßóá.

Èåþñçìá (3o ÊñéôÞñéï � ÐÐÐ)
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

ÅðåéäÞ ÂÄ = Á¢Â¢ êáé Á¢Â¢ = ÁÂ, ôï ôñßãùíï ÁÂÄ åßíáé éóï-
óêåëÝò, ïðüôå 

Á
^

1 = Ä
^

1 (1).

Åðßóçò, áöïý ÃÄ = Á¢Ã¢ êáé Á¢Ã¢ = ÁÃ, ðñïêýðôåé üôé
Á
^

2 = Ä
^

2 (2).

ÅðåéäÞ ôá ôñßãùíá åßíáé ïîõãþíéá ôï ôìÞìá ÁÄ âñßóêåôáé óôï
åóùôåñéêü ôùí ãùíéþí Á

^
êáé Ä

^
, ïðüôå ìå ðñüóèåóç ôùí (1)

êáé (2) ðñïêýðôåé üôé Á
^

= Ä
^
. ÅðåéäÞ Ä

^
= Á

^¢, Ý÷ïõìå Á
^

= Á
^¢, ðïõ

åßíáé ôï æçôïýìåíï.

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ êñéôçñßïõ ÐÐÐ áðïäåéêíýïíôáé ôá åðüìå-
íá ðïñßóìáôá.

Áðüäåéîç
¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=ÁÃ êáé ÁÄ ç äéÜìåóüò
ôïõ (ó÷.18). Ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÃÄ Ý÷ïõí ÁÂ=ÁÃ, ÁÄ
êïéíÞ êáé ÂÄ=ÄÃ, Üñá (ÐÐÐ) åßíáé ßóá, ïðüôå Á

^

1 = Á
^

2, êáé 

Ä
^

1 = Ä
^

2. Áðü ôéò éóüôçôåò áõôÝò ðñïêýðôåé áíôßóôïé÷á üôé ç

ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò êáé ýøïò.

Áðüäåéîç
¸óôù åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ (ó÷.19), Ì Ýíá óçìåßï, þóôå
ÌÁ = ÌÂ êáé Ê ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ. Ôüôå ôï ôñßãùíï ÁÌÂ åßíáé
éóïóêåëÝò êáé ç ÌÊ äéÜìåóüò ôïõ, ïðüôå óýìöùíá ìå ôï
ðñïçãïýìåíï ðüñéóìá, ç ÌÊ èá åßíáé êáé ýøïò äçëáäÞ ç ÌÊ
åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÁÂ.

Äñáóôçñéüôçôá

ÅîåôÜóôå ôéò Üëëåò äýï ðåñéðôþóåéò ôçò áðü-
äåéîçò ôïõ 3ïõ Êñéôçñßïõ:

i) B
^

> 90°  êáé  B
^

¢ > 90°.
ii) B

^
= 90°  êáé  B

^
¢ = 90°.

ÐÏÑIÓÌÁ I

H äéÜìåóïò éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ, ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç
âÜóç ôïõ, åßíáé äé÷ïôüìïò êáé ýøïò.

ÐÏÑIÓÌÁ II

ÊÜèå óçìåßï ðïý éóáðÝ÷åé áðü ôá Üêñá åíüò ôìÞìáôïò
áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôü ôïõ.

Ó÷Þìá 18

Ó÷Þìá 19
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Áðü ôï ðáñáðÜíù ðüñéóìá êáé ôï ðüñéóìá ÉÉÉ ôïõ èåùñÞ-
ìáôïò É (§3.2) ðñïêýðôåé üôé ç ìåóïêÜèåôïò åíüò åõèý-
ãñáììïõ ôìÞìáôïò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óç-
ìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôá Üêñá ôïõ ôìÞ-
ìáôïò.

Áðüäåéîç 
¸óôù äýï ôüîá Á

C
Â êáé Ã

C
Ä åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) ìéêñüôåñá ôïõ

çìéêõêëßïõ, ìå ÁÂ = ÃÄ. Ôüôå ôá ôñßãùíá ÏÁÂ êáé ÏÃÄ
(ó÷.20) Ý÷ïõí: ÏÁ = ÏÃ (= ñ), ÏÂ = ÏÄ (= ñ) êáé ÁÂ = ÃÄ, Üñá
(ÐÐÐ) åßíáé ßóá. ÅðïìÝíùò, ÁÏ

^
Â = ÃÏ

^
Ä, ïðüôå Á

C
Â = Ã

C
Ä.

Äñáóôçñéüôçôá

Íá âñåèåß óçìåßï ðïõ éóáðÝ÷åé áðü ôéò
êïñõöÝò åíüò ôñéãþíïõ.

ÐÏÑIÓÌÁ III

Aí ïé ÷ïñäÝò äýï ôüîùí åíüò êýêëïõ, ìéêñüôåñùí ôïõ
çìéêõêëßïõ, åßíáé ßóåò, ôüôå êáé ôá ôüîá åßíáé ßóá.

Ó÷Þìá 20

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Áðü ôá ðïñßóìáôá ÉÉÉ êáé IV
ðñïêýðôåé üôé ãéá íá êáôáóêåõÜ-
óïõìå ßóá ôüîá ðÜíù óå Ýíáí
êýêëï Þ óå ßóïõò êýêëïõò áñêåß
íá ðÜñïõìå, ìå ôï äéáâÞôç, ßóåò
÷ïñäÝò.

ÐÏÑIÓÌÁ IV

Áí ïé ÷ïñäÝò äýï ôüîùí åíüò êýêëïõ ìåãáëýôåñùí ôïõ
çìéêõêëßïõ åßíáé ßóåò, ôüôå êáé ôá ôüîá åßíáé ßóá.

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

¼ëåò ïé ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò éóüôçôáò ôñéãþíùí äéáôõðþíïíôáé óõíïðôéêÜ ùò åîÞò: 

Äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá üôáí Ý÷ïõí:

� äýï ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò óå áõôÝò ãùíßåò ßóåò (ÐÃÐ),

� ìéá ðëåõñÜ êáé ôéò ðñïóêåßìåíåò óå áõôÞ ãùíßåò ßóåò ìßá ðñïò ìßá (ÃÐÃ),

� êáé ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá (ÐÐÐ).
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

Èåùñïýìå ãùíßá xO
^

y êáé äýï êýêëïõò (Ï,ñ), (Ï,R) ìå
ñ<R (ó÷.21). Áí ï ðñþôïò êýêëïò ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò Ïx,
Oy óôá Á, Â, ï äåýôåñïò óôá Ã, Ä êáé Ì åßíáé ôï óçìåßï ôï-
ìÞò ôùí ÁÄ, ÂÃ, íá áðïäåé÷èåß üôé: 
(i) ôá ôñßãùíá ÏÁÄ êáé ÏÂÃ åßíáé ßóá,
(ii) ôá ôñßãùíá ÌÁÃ êáé ÌÂÄ åßíáé ßóá, 
(iii) ôá ôñßãùíá ÏÁÌ êáé ÏÂÌ åßíáé ßóá, 
(iv) ç OM åßíáé ç äé÷ïôüìïò ôçò xO

^
y.

Áðüäåéîç
(i) Ôá ôñßãùíá ÏÁÄ êáé ÏÂÃ Ý÷ïõí ÏÁ = ÏÂ (= ñ), ÏÃ = ÏÄ(= R) êáé O

^
êïéíÞ (ÐÃÐ),

åðïìÝíùò åßíáé ßóá.
(ii) Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç éóüôçôá ðñïêýðôåé üôé Á

^

1 = Â
^

1 Þ   180 ° � Á
^

2 = 180 ° � B
^

2 Þ   

Á
^

2 = B
^

2 êáé Ã
^

1 = Ä
^

1. ÅðïìÝíùò, ôá ôñßãùíá ÌÁÃ êáé ÌÂÄ Ý÷ïõí ÁÃ = ÂÄ, Á
^

2 = B
^

2 êáé 

Ã
^

1 = Ä
^

1 (ÃÐÃ), Üñá åßíáé ßóá.

(iii) Áðü ôï (ii) ðñïêýðôåé üôé ÌÁ=ÌÂ, ïðüôå ôá ôñßãùíá ÏÁÌ êáé ÏÂÌ Ý÷ïõí ÏÁ = ÏÂ,
ÌÁ = ÌÂ êáé ÏÌ êïéíÞ (ÐÐÐ), Üñá åßíáé ßóá.
(iv) ÅðåéäÞ ôá ôñßãùíá ÏÁÌ êáé ÏÂÌ åßíáé ßóá, Ý÷ïõìå üôé Ï

^

1 = Ï
^

2 , äçëáäÞ ç ÏÌ åßíáé

ç äé÷ïôüìïò ôçò xO
^

y.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ Ý÷ïõí â = â´,
ã = ã´ êáé ìâ = ìâ´. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôñß-

ãùíá åßíáé ßóá.
Áðüäåéîç
ÅîåôÜæïõìå ðñþôá ôá ôñßãùíá ÁÂÌ êáé
Á´Â´Ì´ (ó÷.22). ÁõôÜ Ý÷ïõí ÁÂ = Á´Â´, ÂÌ
= Â´Ì´ (áðü ôçí õðüèåóç) êáé ÁÌ =Á´Ì´,
ùò ìéóÜ ôùí ßóùí ðëåõñþí ÁÃ êáé Á´Ã´. ¢ñá, ôá ôñßãùíá ÁÂÌ êáé Á´Â´Ì´ åßíáé ßóá
(ÐÐÐ), ïðüôå Á

^
= Á

^ ¢. ÅðïìÝíùò, ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ Ý÷ïõí â = â´, ã = ã´ êáé Á
^

=
Á
^ ¢, Üñá (ÐÃÐ) åßíáé ßóá.

Ó×ÏËÉÏ
Ç åöáñìïãÞ 1 äßíåé Ýíáí ôñüðï êáôáóêåõÞò ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò.

Ó÷Þìá 21

Ó÷Þìá 22
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3.5 ¾ðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá êáèÝôïõ

Óôï 2o êåöÜëáéï áíáöåñèÞêáìå óôçí êÜèåôç ðïõ öÝñåôáé áðü
óçìåßï óå åõèåßá. Óôçí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï èá ìåëåôÞóïõìå
ôç ìïíáäéêüôçôá êáé ôçí ýðáñîÞ ôçò.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá
áðü ôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò:
i) ¸íá ôñßãùíï åßíáé ïîõãþíéï üôáí ìßá ãùíßá ôïõ åß-

íáé ïîåßá. Ó Ë
ii) ¸íá ôñßãùíï åßíáé óêáëçíü üôáí äýï ðëåõñÝò ôïõ

åßíáé Üíéóåò. Ó Ë
2. Äéáôõðþóôå ôá ôñßá êñéôÞñéá éóüôçôáò ôñéãþíùí.
3. Óõìðëçñþóôå ôá êåíÜ:
i) Óå êÜèå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò
ôçò êïñõöÞò åßíáé .................................................
ii) Óå êÜèå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ç äéÜìåóïò ðïõ áíôé-
óôïé÷åß óôç âÜóç ôïõ åßíáé ...........................................
iii) ¸íá óçìåßï Ì âñßóêåôáé óôç ìåóïêÜèåôï åíüò ôìÞ-
ìáôïò ÁÂ, üôáí ...........................................
iv) Äýï ôüîá åíüò êýêëïõ åßíáé ßóá, üôáí ......................
................................................

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ Ý÷ïõí â = â´, ã = ã´ êáé

Á
^

= Á
^¢. Áí É åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äé÷ïôüìùí ÁÄ

êáé ÂÅ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé É´ ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí
äé÷ïôüìùí Á´Ä´ êáé Â¸´ ôïõ Á´Â´Ã´ íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÁÄ = Á¢Ä¢ êáé ÂÅ = Â¢Å¢
ii) ÁÉ = Á¢I¢ êáé ÂÉ = Â¢I¢.
2. Äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã ¢ Ý÷ïõí â = â´, Á

^
= Á

^¢
êáé äá = äá¢. Íá áðïäåßîåôå üôé: 

i) Ã
^

= Ã
^ ¢, 

ii) á = á´ êáé ã = ã´.
3. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ðñïåêôåßíïõìå ôç äéÜìåóï ÁÌ êáôÜ
ßóï ôìÞìá ÌÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé
ÂÃÄ åßíáé ßóá.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ôçò âÜóçò
éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ åßíáé ßóåò.
2. Áí ÁÁ¢, ÂÂ¢ êáé ÃÃ ¢ åßíáé ôñåéò äéÜìåôñïé êýêëïõ (âë.
ó÷Þìá), íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã ¢
åßíáé ßóá.

3. Óå Ýíá êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé ÁÂ = ÃÄ êáé
Â^= Ã^. Íá áðïäåßîåôå üôé Á^ = Ä^.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Èåùñïýìå äýï ßóá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´. Ç äéÜ-
ìåóïò ÁÌ êáé ç äé÷ïôüìïò ÂÄ ôïõ ÁÂÃ ôÝìíïíôáé óôï
È, åíþ ç áíôßóôïé÷ç äéÜìåóïò Á´Ì´ êáé ç áíôßóôïé÷ç
äé÷ïôüìïò Â´Ä´ ôïõ Á´Â´Ã´ ôÝìíïíôáé óôï È´. Íá áðï-
äåßîåôå üôé: i) ÂÄ = Â´Ä´, ii) ÂÁ^Ì = Â¢Á^¢Ì¢, iii) Ôá ôñß-
ãùíá ÁÂÈ êáé Á¢Â¢È¢ åßíáé ßóá, iv) ÁÈ = Á¢È¢ êáé 
ÈÄ = È¢Ä¢.
2. Äýï ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ Ý÷ïõí ôçí ßäéá ìåóïêÜèåôï
å. Áí ç å êáé ç ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÁÃ ôÝìíïíôáé, íá áðï-
äåßîåôå üôé áðü ôï óçìåßï ôïìÞò ôïõò äéÝñ÷åôáé êáé ç
ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÂÄ.
3. ¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ). Ç ìåóï-
êÜèåôïò ôçò ðëåõñÜò ÁÃ ôÝìíåé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÃÂ
óôï Ä. Ðñïåêôåßíïõìå ôç ÄÁ êáôÜ ôìÞìá ÁÅ = ÄÂ. Íá
áðïäåßîåôå üôé:
i) ôï ôñßãùíï ÄÁÃ åßíáé éóïóêåëÝò,
ii) ôï ôñßãùíï ÃÄÅ åßíáé åðßóçò éóïóêåëÝò.

Áðü óçìåßï åêôüò åõèåßáò äéÝñ÷åôáé ìïíáäéêÞ êÜèåôïò
óôçí åõèåßá.

Èåþñçìá
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