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ÔÑÉÃÙÍÁ

3.16  Ó÷åôéêÝò èÝóåéò äýï êýêëùí

Èåùñïýìå äýï êýêëïõò (Ê, R) êáé (Ë, ñ) ìå R $ ñ. Ïé ó÷åôé-
êÝò ôïõò èÝóåéò öáßíïíôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá (ó÷.61á).

Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ åíþíåé ôá êÝíôñá äýï êýêëùí ëÝãåôáé
äéÜêåíôñïò ôùí äýï êýêëùí êáé óõìâïëßæåôáé ìå ä (ó÷. 61â).
Ïé ó÷åôéêÝò èÝóåéò äýï êýêëùí åîáñôþíôáé áðü ôç ó÷Ýóç ôçò
äéáêÝíôñïõ ìå ôï Üèñïéóìá Þ ôç äéáöïñÜ ôùí áêôßíùí ôïõò.
Äéáêñßíïõìå ôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:
� Êýêëïé ÷ùñßò êïéíÜ óçìåßá
(i) Ï êýêëïò (Ë, ñ) âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôïõ (Ê, R), áí Ó÷Þìá 61â

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Aí Ý÷ïõìå äýï ïìüêåíôñïõò êýêëïõò, íá åîçãÞóåôå
ãéáôß üëåò ïé ÷ïñäÝò ôïõ ìåãÜëïõ êýêëïõ ðïõ åöÜðôï-
íôáé óôï ìéêñü êýêëï åßíáé ßóåò.
2. Äßíåôáé êýêëïò (Ï,ñ), ìßá äéÜìåôñüò ôïõ ÁÂ êáé ïé
åöáðôüìåíåò å1 , å2 ôïõ êýêëïõ óôá Á,Â. Áí ìéá ôñßôç
åöáðôïìÝíç å ôÝìíåé ôéò å1 , å2 óôá Ã, Ä, íá áðïäåßîåôå
üôé ÃO

^
Ä = 90°.

3. Áðü åîùôåñéêü óçìåßï Ñ êýêëïõ (Ï,R) öÝñïõìå ôá
åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ÑÁ êáé ÑÂ. Ìßá ôñßôç åöáðôïìÝ-
íç óôï óçìåßï Å ôïõ êýêëïõ ôÝìíåé ôá ÑÁ êáé ÑÂ óôá
óçìåßá Ã,Ä áíôßóôïé÷á. Íá âñåèåß ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñé-
ãþíïõ ÑÃÄ ùò óõíÜñôçóç ôùí åöáðôüìåíùí ôìçìÜôùí
ÑÁ êáé ÑÂ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé äýï óçìåßá ìßáò åöáðôïìÝíçò
êýêëïõ, ôá ïðïßá éóáðÝ÷ïõí áðü ôï óçìåßï åðáöÞò,
áðÝ÷ïõí ßóç áðüóôáóç áðü ôïí êýêëï.

2. Áðü óçìåßï Ì åîùôåñéêü ôïõ êýêëïõ (Ï,R) öÝñïõ-
ìå ôéò åöáðôüìåíåò ÌÁ,ÌÂ ôïõ êýêëïõ. Ðñïåêôåßíïõ-
ìå ôï ÏÂ êáôÜ ßóï ôìÞìá ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç
ãùíßá ÁÌ^ Ã åßíáé ôñéðëÜóéá ôçò ÂÌ^ Ã.
3. Áðü åîùôåñéêü óçìåßï Ñ åíüò êýêëïõ êÝíôñïõ Ï,
öÝñïõìå ôá åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ÑÁ êáé ÑÂ. Áí Ì
åßíáé Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò
ÏÑ íá áðïäåßîåôå üôé ÌÁ^Ñ= ÌÂ^Ñ.

Ó÷Þìá 61á
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

êáé ìüíï áí ä < R � ñ (ó÷.62á).
(ii) Ïé êýêëïé (Ê, R) êáé (Ë, ñ) âñßóêåôáé ï Ýíáò óôï åîùôå-
ñéêü ôïõ Üëëïõ, áí êáé ìüíï áí ä > R + ñ (ó÷.62å).

� Åöáðüìåíïé êýêëïé
(i) Oé êýêëïé åöÜðôïíôáé åóùôåñéêÜ, äçëáäÞ Ý÷ïõí Ýíá
êïéíü óçìåßï êáé ï êýêëïò (Ë, ñ) âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü
ôïõ (Ê, R), áí êáé ìüíï áí ä = R � ñ (ó÷.62â).
(ii) Ïé êýêëïé åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ, äçëáäÞ Ý÷ïõí Ýíá
êïéíü óçìåßï êáé ï Ýíáò âñßóêåôáé óôï åîùôåñéêü ôïõ Üëëïõ,
áí êáé ìüíï áí ä = R + ñ (ó÷.62ä).
Ôï êïéíü óçìåßï äýï åöáðôüìåíùí êýêëùí ëÝãåôáé óçìåßï
åðáöÞò êáé åßíáé óçìåßï ôçò äéáêÝíôñïõ.
ÐñÜãìáôé, áí ôï óçìåßï åðáöÞò Á (ó÷.63) äåí åßíáé óçìåßï ôçò
äéáêÝíôñïõ, ôüôå áðü ôï ôñßãùíï ÁÊË Ý÷ïõìå ÊË < ÊÁ + ÁË,
äçëáäÞ ä < R + ñ, ðïõ åßíáé Üôïðï.

� Ôåìíüìåíïé êýêëïé
Oé êýêëïé ôÝìíïíôáé, äçëáäÞ Ý÷ïõí äýï êïéíÜ óçìåßá, áí êáé
ìüíï áí R � ñ < ä < R + ñ (ó÷.62ã). Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá
ÁÂ ðïõ åíþíåé ôá êïéíÜ óçìåßá ëÝãåôáé êïéíÞ ÷ïñäÞ ôùí äýï
êýêëùí. Éó÷ýåé ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
¸óôù ïé êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ôïõ ó÷.64 êáé Á, Â ôá óçìåßá
ôïìÞò ôïõò. ÅðåéäÞ ÊÁ = ÊÂ = R, ôï óçìåßï Ê åßíáé óçìåßï
ôçò ìåóïêáèÝôïõ ôïõ ÁÂ. ¼ìïéá áðü ôçí ËÁ = ËÂ = ñ
ðñïêýðôåé üôé êáé ôï Ë åßíáé óçìåßï ôçò ìåóïêáèÝôïõ ôïõ ÁÂ.
¢ñá, ç ÊË åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò êïéíÞò ÷ïñäÞò ÁÂ ôïõ êý-
êëïõ.

Ó÷Þìá 62

Ó÷Þìá 63
Ç äéÜêåíôñïò äýï ôåìíüìåíùí êýêëùí åßíáé ìåóïêÜ-
èåôïò ôçò êïéíÞò ÷ïñäÞò ôïõò.

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 64

Ó÷Þìá 65

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé ôåìíüìåíïé êýêëïé (Ê, R) êáé (Ë, ñ) (ó÷.65) åßíáé
ßóïé, äçëáäÞ Ý÷ïõí R = ñ, ôüôå êáé ç êïéíÞ ÷ïñäÞ åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò
äéáêÝíôñïõ.
ÐñÜãìáôé, åðåéäÞ R = ñ, èá åßíáé ÁÊ = ÁË êáé ÂÊ = ÂË. ¢ñá ôá Á êáé
Â åßíáé óçìåßá ôçò ìåóïêáèÝôïõ ôïõ ÊË êáé åðïìÝíùò ç êïéíÞ ÷ïñäÞ ÁÂ
åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò äéáêÝíôñïõ ÊË.
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ÔÑÉÃÙÍÁ

ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Äýï êýêëïé åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ óôï Á (ó÷.66). Ìßá
åõèåßá å åöÜðôåôáé êáé óôïõò äýï êýêëïõò óôá Â, Ã áíôß-
óôïé÷á, üðùò óôï ó÷.66. Íá áðïäåé÷èåß üôé:
(i) Ç åöáðôïìÝíç æ ôïõ åíüò êýêëïõ óôï Á åßíáé êáé åöá-

ðôïìÝíç ôïõ Üëëïõ.
(ii) Ç åõèåßá æ äé÷ïôïìåß ôï ôìÞìá ÂÃ.
Áðüäåéîç
(i) ¸óôù üôé ç æ åöÜðôåôáé óôïí êýêëï (Ê) óôï Á. Ôüôå

æ^ÊÁ (1).
ÅðåéäÞ üìùò ïé êýêëïé åöÜðôïíôáé, ôï Á åßíáé óçìåßï ôçò äéáêÝíôñïõ ÊË, ïðüôå áðü ôçí
(1) ðñïêýðôåé üôé æ^ÁË, åðïìÝíùò ç åõèåßá æ åßíáé êáé åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ (Ë).

(ii) ¸óôù Ì ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò æ ìå ôçí å. Ôüôå ÌÁ = ÌÂ, ùò åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ôïõ
(Ê) êáé ÌÁ = ÌÃ, ùò åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ôïõ (Ë). Áðü ôéò éóüôçôåò áõôÝò ðñïêýðôåé
üôé ÌÂ = ÌÃ.

Ó÷Þìá 66

Ó×ÏËÉÏ
Ç åõèåßá å ôïõ ðáñáðÜíù ó÷Þìáôïò, ðïõ åöÜðôåôáé êáé óôïõò äýï êýêëïõò êáé ôïõò áöÞíåé ðñïò ôï ßäéï
ìÝñïò ôçò ëÝãåôáé êïéíÞ åîùôåñéêÞ åöáðôïìÝíç, åíþ ç åõèåßá æ ðïõ Ý÷åé ôïõò êýêëïõò óôïõò ïðïßïõò
åöÜðôåôáé åêáôÝñùèåí áõôÞò ëÝãåôáé êïéíÞ åóùôåñéêÞ åöáðôïìÝíç.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Áí (Ê, R) êáé (Ë, ñ) åßíáé äýï êýêëïé ðïõ Ý÷oõí äéá-
öïñåôéêÜ êÝíôñá êáé R > ñ, ÊË = ä, íá áíôéóôïé÷ßóåôå
êÜèå öñÜóç ôçò ðñþôçò óôÞëçò ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ó÷Ý-
óç óôç äåýôåñç óôÞëç.

2. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá áðü
ôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ
óáò.
i) Ç äéÜêåíôñïò äýï êýêëùí åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò
êïéíÞò ÷ïñäÞò. Ó Ë
ii) Ç êïéíÞ ÷ïñäÞ äýï ßóùí êýêëùí åßíáé ìåóïêÜèåôïò
ôçò äéáêÝíôñïõ. Ó Ë
iii) Ôï óçìåßï åðáöÞò äýï åöáðôüìåíùí êýêëùí åßíáé
óçìåßï ôçò äéáêÝíôñïõ. Ó Ë

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé ó÷åôéêÝò èÝóåéò ôùí êýêëùí
(K, ñ) êáé (Ë, 2ñ) áí

i) ÊË = }
2

ñ
} ,

ii) ÊË = ñ,
iii) ÊË = 2ñ,
iv) ÊË = 3ñ,
v) ÊË = 4ñ.
2. Äßíåôáé êýêëïò (Ï, ñ) êáé ìéá áêôßíá ôïõ ÏÁ. ÃñÜ-

ÓôÞëç Á ÓôÞëç Â

â. Ï êýêëïò (Ë,ñ) åöÜðôåôáé åóù-
ôåñéêÜ ôïõ (Ê,R).

1. ä>R+ñ
á. Ï êýêëïò (Ë,ñ) åßíáé åóùôåñéêüò

ôïõ (Ê,R).

2. ä=R+ñ

ã. Ïé êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ôÝìíï-
íôáé.

3. ä= R�ñ

ä. Ïé êýêëïé åöÜðôïíôáé åîùôå-
ñéêÜ.

4. ä< R�ñ

å. ÊÜèå êýêëïò åßíáé åîùôåñéêüò
ôïõ Üëëïõ.

5. 2ä= R�ñ

6. ñ<ä<R

7. 2ä=Rñ

8. R�ñ<ä<R+ñ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

ÃåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò

Óôçí § 2.7 áíáöÝñáìå ôçí Ýííïéá ôçò ãåùìåôñéêÞò êáôáóêåõÞò.
Ç áíôéìåôþðéóç åíüò ðñïâëÞìáôïò êáôáóêåõÞò áêïëïõèåß ôá
åîÞò óôÜäéá: ôçí êáôáóêåõÞ (Þ óýíèåóç), ôçí áðüäåéîç êáé
ôç äéåñåýíçóç.

� Ç êáôáóêåõÞ åßíáé üëåò åêåßíåò ïé åíÝñãåéåò ðïõ ïäçãïýí
óôç ó÷åäßáóç ôïõ ó÷Þìáôïò.

� Ç áðüäåéîç åßíáé ç åðéâåâáßùóç üôé ôï ó÷Þìá ðïõ êáôá-
óêåõÜóôçêå Ý÷åé ùò óôïé÷åßá ôá äïóìÝíá.

� Ç äéåñåýíçóç åßíáé ç áíáãñáöÞ üëùí åêåßíùí ôùí óõíèç-
êþí, ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýí ôá äåäïìÝíá, þóôå ôï ðñü-
âëçìá íá Ý÷åé ëýóç. Óôç äéåñåýíçóç åîåôÜæåôáé åðßóçò êáé
ôï ðëÞèïò ôùí ëýóåùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

öïõìå êýêëï ìå äéÜìåôñï ÏÁ. Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ
èÝóç ôùí äýï êýêëùí;
3. Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé ôï ìÝóï ôïõ Ï.
ÃñÜöïõìå ôïí êýêëï (Á, ÁÏ) êáé ôïí êýêëï ìå äéÜìå-
ôñï ÏÂ. Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ èÝóç ôùí äýï êýêëùí;

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò 
1. Äßíåôáé êýêëïò (Ï, R) êáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ Ñ,
þóôå ÏÑ <2R. ÃñÜöïõìå ôïí êýêëï (Ï, 2R). Íá áðï-
äåßîåôå üôé: 
i) ï êýêëïò (O,2R) ôÝìíåé ôïí êýêëï (Ñ, ÑÏ) óå äýï
óçìåßá Ã êáé Ä, 
ii) ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÏÃ êáé ÏÄ ôÝìíïõí ôïí êý-
êëï (Ï, R) óôá óçìåßá Á êáé Â,
iii) ôá ÑÁ êáé ÑÂ åöÜðôïíôáé óôïí (Ï, R).
2. Äßíïíôáé äýï êýêëïé (Ï1, R1) êáé (Ï2, R2) ìå 

Ï1Ï2 > R1+R2 >2R2.

i) Na áðïäåßîåôå üôé ï Ýíáò âñßóêåôáé óôï åîùôåñéêü
ôïõ Üëëïõ.
ii) Åóôù üôé ç äéÜêåíôñïò ôÝìíåé ôïí (Ï1) óôá óçìåßá

Ì, Ì¢ êáé ôïí (Ï2) óôá óçìåßá Í, Í¢ áíôßóôïé÷á ìå ôá

Ì, Í ìåôáîý ôùí Ì¢, Í¢. Íá áðïäåßîåôå üôé 
MN # AB # M¢N¢, üðïõ Á, Â ôõ÷áßá óçìåßá ôùí êý-
êëùí (Ï1) êáé (Ï2) áíôßóôïé÷á.

3. ¸íáò êýêëïò êÝíôñïõ Ê åßíáé åîùôåñéêüò åíüò Üë-
ëïõ êýêëïõ êÝíôñïõ Ë. Ìéá êïéíÞ åîùôåñéêÞ åöáðôï-
ìÝíç êáé ìéá êïéíÞ åóùôåñéêÞ åöáðôïìÝíç ôùí äýï êý-
êëùí ôÝìíïíôáé óôï Ñ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÊÑ^Ë = 90°.
4. Ìðïñåßôå íá æùãñáößóåôå 12 êýêëïõò, þóôå ï êáèÝ-
íáò áðü áõôïýò íá åöÜðôåôáé óå 5 áêñéâþò áðü ôïõò
äïóìÝíïõò êýêëïõò;

ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ
Ïé ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò
Ôá ðñþôá ðñïâëÞìáôá ãåùìåôñéêþí êá-
ôáóêåõþí áðáíôþíôáé óôá «Óôïé÷åßá»
ôïõ Åõêëåßäç. Ïé ìáèçìáôéêÝò ðñïô-
Üóåéò äéáéñïýíôáé óå «èåùñÞìáôá»,
üðïõ æçôåßôáé íá áðïäåé÷èåß üôé Ýíá
áíôéêåßìåíï Ý÷åé ìéá ïñéóìÝíç éäéüôçôá
êáé óå «ðñïâëÞìáôá», üðïõ æçôåßôáé íá
êáôáóêåõáóèåß êÜðïéï áíôéêåßìåíï ðïõ
íá Ý÷åé ïñéóìÝíç éäéüôçôá. Óôá «Óôïé-
÷åßá» ïé êáôáóêåõÝò óôçñßæïíôáé óôá
ôñßá ðñþôá áéôÞìáôá ôïõ Âéâëßïõ É (âë.
Ôá ìç åðéëýóéìá ãåùìåôñéêÜ ðñïâëÞìá-
ôá ôçò áñ÷áéüôçôáò).
Ùò ôá ôÝëç ôïõ 4ïõ áé. ðñÝðåé íá åß÷å
åäñáéùèåß ç ðåðïßèçóç üôé ïñéóìÝíá
ðñïâëÞìáôá, üðùò ð.÷. ôï ðñüâëçìá
ôïõ äéðëáóéáóìïý ôïõ êýâïõ äåí åßíáé
åðéëýóéìï ìå ôá åðéôñåðôÜ ôüôå êáôá-
óêåõáóôéêÜ åñãáëåßá. ¸ôóé åìöáíßæåôáé
ç ðñþôç éåñÜñ÷çóç ôùí ðñïâëçìÜôùí
ìå âÜóç ôá åðéôñåðôÜ êáôáóêåõáóôéêÜ
åñãáëåßá åðéëõóéìüôçôÜò ôïõò. Ùò åðß-
ðåäá ðñïâëÞìáôá èåùñïýíôáé áõôÜ ðïõ
ìðïñïýí íá êáôáóêåõáóôïýí ìå êáíüíá
êáé äéáâÞôç, óôåñåÜ ðñïâëÞìáôá åßíáé
åêåßíá ðïõ ëýíïíôáé ìå ôç âïÞèåéá
êùíéêþí ôïìþí, êáé ãñáììéêÜ ðñïâëÞ-
ìáôá åßíáé üëá ôá õðüëïéðá. Ï ÐÜððïò
ìÜëéóôá èåùñïýóå óïâáñü ëÜèïò ôç
ëýóç åíüò åðßðåäïõ ðñïâëÞìáôïò ìå ôç
âïÞèåéá êùíéêþí ôïìþí.

Ó×ÏËÉÏ
¼ôáí ç êáôáóêåõÞ ôïõ æçôïýìåíïõ ó÷Þìáôïò äåí åßíáé Üìåóá öáíåñÞ,
ôüôå, ðñéí áðü ôçí êáôáóêåõÞ êÜíïõìå, ùò âïçèçôéêü âÞìá, êáé ôç ëå-
ãüìåíç áíÜëõóç. Óå ðñïâëÞìáôá åðüìåíùí êåöáëáßùí èá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå êáé ôçí áíÜëõóç.
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