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Åõèåßá êáé êýêëïò

3.14 Ó÷åôéêÝò èÝóåéò åõèåßáò êáé êýêëïõ

Èåùñïýìå Ýíáí êýêëï (Ï,R) ìéá åõèåßá x¢x êáé ôçí áðüóôáóç
ä = ÏÁ ôïõ êÝíôñïõ Ï áðü ôçí x¢x (ó÷.58). Ìåôáîý ôùí ä êáé
R éó÷ýåé ìßá áðü ôéò ó÷Ýóåéò: ä > R, ä = R êáé ä < R. Èá åîåôÜ-
óïõìå ôç ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá êáèåìßáò áðü ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò.
� ¸óôù ä > R (ó÷.58á). Ôüôå ôï Á åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ
êýêëïõ, ïðüôå êáé êÜèå Üëëï óçìåßï Ì ôçò åõèåßáò åßíáé åîù-
ôåñéêü, áöïý OM > OA > R. ÅðïìÝíùò, ç x¢x äåí Ý÷åé êáíÝíá
êïéíü óçìåßï ìå ôïí êýêëï êáé ëÝãåôáé åîùôåñéêÞ åõèåßá ôïõ
êýêëïõ.
� ¸óôù ä = R (ó÷.58â). Ôüôå ôï Á åßíáé êïéíü óçìåßï ôçò åõ-
èåßáò ìå ôïí êýêëï, åíþ êÜèå Üëëï óçìåßï Ì ôçò x¢x åßíáé
åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ (Ï,R), áöïý ÏÌ > ÏÁ = R. ÅðïìÝíùò,
ç x¢x Ý÷åé Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï ìå ôïí êýêëï êáé ëÝãåôáé
åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ óôï óçìåßï Á. Ôï óçìåßï Á ëÝãåôáé
óçìåßï åðáöÞò ôçò åõèåßáò ìå ôïí êýêëï. Åðßóçò, óôçí ðå-
ñßðôùóç áõôÞ ëÝìå üôé ç åõèåßá x´x åöÜðôåôáé ôïõ êýêëïõ
(Ï,R) óôï óçìåßï Á. Åßíáé öáíåñü üôé:

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
Áí ÁÂ, ÁÃ ðëÜãéá ôìÞìáôá ùò ðñïò ìéá åõèåßá å  êáé
ÁÊ ôï êÜèåôï ôìÞìá, ôüôå:
1. Óõìðëçñþóôå ôéò ðáñáêÜôù éóïäõíáìßåò 
i) ÁÂ=ÁÃÛ ..................
ii) ÁÂ>ÁÃÛ.................
2. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá
áðü ôéò ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜ-
íôçóÞ óáò.
i) ÁÂ>ÁÊ Ó Ë
ii) ÁÂ=ÁÊ Ó Ë
iii) ÁÂ<ÁÊ Ó Ë

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò ÁÂ, ÁÃ ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ
ÁÂÃ èåùñïýìå ôá óçìåßá Ä, Å áíôßóôïé÷á. Íá áðï-
äåßîåôå üôé:
i) ÄÅ < ÅÂ,
ii) ÄÅ < ÂÃ.

2. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ôï ÁÇ åßíáé ýøïò êáé äéÜìå-
óïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. Íá óõãêñßíåôå ôá ôìÞìáôá ÁÂ,
ÁÃ êáé ÁÄ.

3. Äßíåôáé ôìÞìá ÁÂ, óçìåßï Ñ ôçò ìåóïêáèÝôïõ ôïõ
êáé ìßá åõèåßá å ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á.
i) Íá óõãêñßíåôå ôéò áðïóôÜóåéò ôïõ Ñ áðü ôçí åõèåßá
å êáé ôï óçìåßï Â.
ii) Ðïéá ðñÝðåé íá åßíáé ç èÝóç ôçò åõèåßáò å, þóôå ïé
áðïóôÜóåéò áõôÝò íá åßíáé ßóåò;

Ó÷Þìá 58
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Ç áêôßíá ðïõ êáôáëÞãåé óôï óçìåßï åðáöÞò åßíáé êÜèåôç
óôçí åöáðôïìÝíç.
Ç åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ óå êÜèå óçìåßï ôïõ åßíáé ìïíá-
äéêÞ.
� ¸óôù ä < R (ó÷.58ã). Ôüôå ôï Á åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ
êýêëïõ. ÐÜíù óôçí çìéåõèåßá Áx èåùñïýìå Ýíá óçìåßï Ì,
þóôå ÁÌ = R. Tüôå ôï Ì åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ,
áöïý ÏÌ > ÁÌ = R. ´Åôóé ç çìéåõèåßá Áx, áöïý äéÝñ÷åôáé
áðü Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï, ôï Á, êáé Ýíá åîùôåñéêü, ôï Ì, åß-
íáé öáíåñü üôé Ý÷åé Ýíá ìïíáäéêü êïéíü óçìåßï ìå ôïí êýêëï,
ôï Â. ¼ìïéá êáé ç çìéåõèåßá Áx¢ Ý÷åé Ýíá êïéíü óçìåßï ìå ôïí
êýêëï, ôï Â¢.
ÅðïìÝíùò, ç x¢x Ý÷åé äýï êïéíÜ óçìåßá ìå ôïí êýêëï. Óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ ç åõèåßá x¢x, ëÝãåôáé ôÝìíïõóá ôïõ êýêëïõ
êáé ôá êïéíÜ ôçò óçìåßá ìå ôï êýêëï ëÝãïíôáé óçìåßá ôïìÞò
ôçò ìå ôïí êýêëï. Åðßóçò ëÝìå üôé ç åõèåßá ôÝìíåé ôïí êýêëï. 

Áíáêåöáëáéþíïíôáò Ý÷ïõìå:
� Áí ä>R, ç åõèåßá äåí Ý÷åé êïéíÜ óçìåßá ìå ôïí êýêëï.
� Áí ä=R, ç åõèåßá Ý÷åé Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï ìå ôïí êýêëï.
� Áí ä<R, ç åõèåßá Ý÷åé äýï êïéíÜ óçìåßá ìå ôïí êýêëï.
Ìå ôçí ìÝèïäï ôçò áðáãùãÞò óå Üôïðï áðïäåéêíýïíôáé êáé ôá
áíôßóôñïöá ôùí ðáñáðÜíù óõìðåñáóìÜôùí. Ìå ôçí ßäéá
åðßóçò ìÝèïäï áðïäåéêíýåôáé êáé ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
Áò õðïèÝóïõìå üôé ìéá åõèåßá å êáé Ýíáò êýêëïò (Ï,ñ) Ý÷ïõí
ôñßá êïéíÜ óçìåßá, ôá Á, Â, Ã (ó÷. 59). ÅðåéäÞ ÏÁ = ÏÂ (= ñ)
êáé ÏÂ = ÏÃ (= ñ), ïé ìåóïêÜèåôïé î,æ ôùí ÁÂ, ÂÃ áíôß-
óôïé÷á, äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï Ï. ¸ôóé áðü ôï óçìåßï Ï Ý÷ïõìå
äýï äéáöïñåôéêÝò êÜèåôåò óôçí å ôéò î, æ, ðïõ åßíáé Üôïðï.

Ìéá åõèåßá êáé Ýíáò êýêëïò Ý÷ïõí ôï ðïëý äýï êïéíÜ
óçìåßá.

Èåþñçìá I

Ó÷Þìá 59

Ó×ÏËÉÏ
Áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá ðñïêýðôåé üôé ôñßá ïðïéáäÞðïôå óçìåßá
åíüò êýêëïõ äåí åßíáé óõíåõèåéáêÜ. Óôçí § 4.5 èá äïýìå üôé áðü ôñßá ìç
óõíåõèåéáêÜ óçìåßá äéÝñ÷åôáé Ýíáò êýêëïò, ðïõ åßíáé êáé ìïíáäéêüò.
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3.15 Åöáðôüìåíá ôìÞìáôá

¸óôù Ýíáò êýêëïò (Ï, ñ) êáé Ýíá åîùôåñéêü ôïõ óçìåßï Ñ. Óôçí
§ 6.7 èá äïýìå üôé áðü ôï Ñ öÝñïíôáé äýï åöáðôüìåíåò ôïõ
êýêëïõ. Áí Á, Â åßíáé ôá óçìåßá åðáöÞò áõôþí ìå ôïí êýêëï
(ó÷.60), ôüôå ôá ôìÞìáôá ÑÁ êáé ÑÂ ëÝãïíôáé åöáðôüìåíá
ôìÞìáôá ôïõ êýêëïõ áðü ôï óçìåßï Ñ êáé ç åõèåßá ÑÏ
äéáêåíôñéêÞ åõèåßá ôïõ óçìåßïõ Ñ. Éó÷ýåé ôï åîÞò èåþñçìá:

Áðüäåéîç
Ôá ôñßãùíá ÁÏÑ êáé ÂÏÑ (ó÷.60) Ý÷ïõí Á

^
= Â

^
= 90°, ÏÑ êïéíÞ

êáé ÏÁ = ÏÂ (= ñ), Üñá  åßíáé ßóá, ïðüôå ÑÁ = ÑÂ.

ÐÏÑIÓÌÁ

Áí Ñ åßíáé Ýíá åîùôåñéêü óçìåßï åíüò êýêëïõ, ôüôå ç äéá-
êåíôñéêÞ åõèåßá ôïõ:
(i) åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò ÷ïñäÞò ôïõ êýêëïõ ìå Üêñá ôá

óçìåßá åðáöÞò,
(ii) äé÷ïôïìåß ôç ãùíßá ôùí åöáðôüìåíùí ôìçìÜôùí êáé ôç

ãùíßá ôùí áêôßíùí ðïõ êáôáëÞãïõí óôá óçìåßá åðáöÞò.

Ôá åöáðôüìåíá ôìÞìáôá êýêëïõ, ðïõ Üãïíôáé áðü
óçìåßï åêôüò áõôïý åßíáé ßóá ìåôáîý ôïõò.

Èåþñçìá II

Ó÷Þìá 60

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðüôå ìéá åõèåßá Ý÷åé äýï, Ýíá Þ êáíÝíá êïéíü óç-
ìåßï ìå Ýíáí êýêëï;
2. Åßíáé äõíáôüí óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá íá åßíáé 
ÏÁ = ÏÂ = ÏÃ; ÄéêáéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

3. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ôá ÑÁ, ÑÂ åßíáé åöáðôüìåíá

ôìÞìáôá, ç ÑÊ äé÷ïôüìïò ôçò ÁÑ
^
Â, ôá Ë, Í ìÝóá ôùí

ôüîùí ÁËCÂ, ÁNCÂ áíôßóôïé÷á êáé ôï Ì ìÝóï ôçò ÷ïñäÞò

ÁÂ. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá
áðü ôéò ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò:

i) ÑÁ = ÑÂ. Ó Ë
ii) Ç ÑÊ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ï. Ó Ë
iii) Ç ÏÌ äéÝñ÷åôáé áðü 
ôá Ñ, Ë, Í. Ó Ë
iv) Ç ðñïÝêôáóç ôïõ ËÌ äé÷ïôïìåß ôéò 
ãùíßåò ÁÑ

^
Â, ÁO

^
Â êáé ôï ôüîï ÁNCÂ. Ó Ë
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3.16  Ó÷åôéêÝò èÝóåéò äýï êýêëùí

Èåùñïýìå äýï êýêëïõò (Ê, R) êáé (Ë, ñ) ìå R $ ñ. Ïé ó÷åôé-
êÝò ôïõò èÝóåéò öáßíïíôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá (ó÷.61á).

Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ åíþíåé ôá êÝíôñá äýï êýêëùí ëÝãåôáé
äéÜêåíôñïò ôùí äýï êýêëùí êáé óõìâïëßæåôáé ìå ä (ó÷. 61â).
Ïé ó÷åôéêÝò èÝóåéò äýï êýêëùí åîáñôþíôáé áðü ôç ó÷Ýóç ôçò
äéáêÝíôñïõ ìå ôï Üèñïéóìá Þ ôç äéáöïñÜ ôùí áêôßíùí ôïõò.
Äéáêñßíïõìå ôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:
� Êýêëïé ÷ùñßò êïéíÜ óçìåßá
(i) Ï êýêëïò (Ë, ñ) âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôïõ (Ê, R), áí Ó÷Þìá 61â

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Aí Ý÷ïõìå äýï ïìüêåíôñïõò êýêëïõò, íá åîçãÞóåôå
ãéáôß üëåò ïé ÷ïñäÝò ôïõ ìåãÜëïõ êýêëïõ ðïõ åöÜðôï-
íôáé óôï ìéêñü êýêëï åßíáé ßóåò.
2. Äßíåôáé êýêëïò (Ï,ñ), ìßá äéÜìåôñüò ôïõ ÁÂ êáé ïé
åöáðôüìåíåò å1 , å2 ôïõ êýêëïõ óôá Á,Â. Áí ìéá ôñßôç
åöáðôïìÝíç å ôÝìíåé ôéò å1 , å2 óôá Ã, Ä, íá áðïäåßîåôå
üôé ÃO

^
Ä = 90°.

3. Áðü åîùôåñéêü óçìåßï Ñ êýêëïõ (Ï,R) öÝñïõìå ôá
åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ÑÁ êáé ÑÂ. Ìßá ôñßôç åöáðôïìÝ-
íç óôï óçìåßï Å ôïõ êýêëïõ ôÝìíåé ôá ÑÁ êáé ÑÂ óôá
óçìåßá Ã,Ä áíôßóôïé÷á. Íá âñåèåß ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñé-
ãþíïõ ÑÃÄ ùò óõíÜñôçóç ôùí åöáðôüìåíùí ôìçìÜôùí
ÑÁ êáé ÑÂ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé äýï óçìåßá ìßáò åöáðôïìÝíçò
êýêëïõ, ôá ïðïßá éóáðÝ÷ïõí áðü ôï óçìåßï åðáöÞò,
áðÝ÷ïõí ßóç áðüóôáóç áðü ôïí êýêëï.

2. Áðü óçìåßï Ì åîùôåñéêü ôïõ êýêëïõ (Ï,R) öÝñïõ-
ìå ôéò åöáðôüìåíåò ÌÁ,ÌÂ ôïõ êýêëïõ. Ðñïåêôåßíïõ-
ìå ôï ÏÂ êáôÜ ßóï ôìÞìá ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç
ãùíßá ÁÌ^ Ã åßíáé ôñéðëÜóéá ôçò ÂÌ^ Ã.
3. Áðü åîùôåñéêü óçìåßï Ñ åíüò êýêëïõ êÝíôñïõ Ï,
öÝñïõìå ôá åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ÑÁ êáé ÑÂ. Áí Ì
åßíáé Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò
ÏÑ íá áðïäåßîåôå üôé ÌÁ^Ñ= ÌÂ^Ñ.

Ó÷Þìá 61á
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