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ÔÑÉÃÙÍÁ

ÁíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò
Óôçí åíüôçôá áõôÞ áðïäåéêíýïõìå ôçí áíéóïôéêÞ ó÷Ýóç ðïõ
éó÷ýåé ìåôáîý ìéáò åîùôåñéêÞò ãùíßáò åíüò ôñéãþíïõ êáé ôùí
áðÝíáíôé ãùíéþí ôïõ êáé ôçí áíéóïôéêÞ ó÷Ýóç ðëåõñþí êáé
ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ. Åðßóçò, ðáñïõóéÜæïõìå ôçí ôñéãùíéêÞ
áíéóüôçôá.

3.10  Ó÷Ýóç åîùôåñéêÞò êáé áðÝíáíôé ãùíßáò

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. ÖÝñïõìå ôç äéÜìåóï ÂÄ (ó÷.47) êáé óôçí
ðñïÝêôáóÞ ôçò, ðñïò ôï Ä, èåùñïýìå óçìåßï Å, þóôå 
ÄÅ = ÂÄ. ÅðåéäÞ ôï Å âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò ÃÁ^ x
Ý÷ïõìå ÃÁ^ Å < ÃÁ^ x = Á^ åî . ¼ìùò ôá ôñßãùíá ÂÄÃ êáé EÄÁ åßíáé

ßóá ãéáôß Ý÷ïõí: ÂÄ = ÄÅ, ÁÄ = ÄÃ êáé Ä^ 1 = Ä^ 2 , ïðüôå 

Ã
^

= ÃÁ^ Å. Áðü ôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá êáé ôçí ÃÁ^ Å < Á^ åî ðñï-

êýðôåé üôé Á^ åî > Ã
^
. ¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé êáé Á^ åî > Â

^
. 

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá ó÷åäéÜóåôå ôïõò Üîïíåò óõììåôñßáò ôùí ãñáììÜ-

ôùí: Á, Â, Ä, Ç, È, Ô, ×, Ø.
2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ï. Áí Á¢, Â¢, Ã ¢
åßíáé ôá óõììåôñéêÜ ôùí Á, Â, Ã ùò ðñïò ôï êÝíôñï Ï
áíôßóôïé÷á, íá áðïäåé÷èåß üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ, Á¢Â¢Ã ¢
åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï Ï êáé ßóá.
3. Áí x¢Á^¢y¢ åßíáé ç óõììåôñéêÞ ôçò ãùíßáò xÁ^y, ùò
ðñïò êÝíôñï óõììåôñßáò Ýíá óçìåßï Ï, åîùôåñéêü ôçò
xÁ^y, ôüôå íá áðïäåé÷èåß üôé x¢Á^¢y¢ = xÁ^y.

4. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï óõììåôñéêü åíüò ôñéãþíïõ
ÁÂÃ ùò ðñïò ôçí åõèåßá ÂÃ åßíáé ôñßãùíï ßóï ìå ôï
ÁÂÃ.
5. Íá áðïäåßîåôå üôé ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò åßíáé
Üîïíáò óõììåôñßáò ôçò.
6. ¸óôù å, å¢ äýï êÜèåôïé ðïõ ôÝìíïíôáé óôï Ï êáé Ýíá
ôõ÷áßï óçìåßï Ì. Áí Ì ¢ åßíáé ôï óõììåôñéêü ôïõ Ì ùò
ðñïò å êáé Ì ² ôï óõììåôñéêü ôïõ Ì ¢ ùò ðñïò å¢, ôüôå
íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÏÌ = ÏÌ²,
ii) ôá óçìåßá Ì, Ï, Ì² åßíáé óõíåõèåéáêÜ.

Ó÷Þìá 47

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

(i) ÊÜèå ôñßãùíï Ý÷åé ôï ðïëý ìéá ãùíßá ïñèÞ Þ áìâëåßá.

(ii) Ôï Üèñïéóìá äýï ãùíéþí êÜèå ôñéãþíïõ åßíáé ìéêñü-
ôåñï ôùí 180°.

ÊÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ìåãáëýôåñç
áðü êáèåìßá áðü ôéò áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ ôñéãþíïõ.

Èåþñçìá
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

3.11 ÁíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò ðëåõñþí êáé ãùíéþí

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå â > ã (ó÷.48). Ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêü
åóùôåñéêü óçìåßï Ä ôçò ÁÃ, þóôå ÁÄ=ÁÂ. Ôï ôñßãùíï ÁÂÄ
åßíáé éóïóêåëÝò ìå âÜóç ÂÄ êáé åðïìÝíùò Â

^

1 = Ä
^

1 = ù. ÅðåéäÞ

ç ÂÄ åßíáé åóùôåñéêÞ çìéåõèåßá ôçò ãùíßáò Â
^

, åßíáé Â
^

> Â
^

1,

åíþ ç Ä
^

1, ùò åîùôåñéêÞ ãùíßá ôïõ ôñéãþíïõ ÂÄÃ åßíáé ìåãá-

ëýôåñç áðü ôç Ã
^

, äçëáäÞ Ä
^

1 > Ã
^

. ¸ôóé Ý÷ïõìå Â
^

> ù êáé 

ù > Ã
^

, åðïìÝíùò Â
^

> Ã
^

. 
Áíôßóôñïöá. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â

^
> Ã

^
. Ôüôå èá åßíáé êáé

â>ã, ãéáôß áí Þôáí â = ã Þ â < ã èá åß÷áìå Â
^

= Ã
^

Þ 
Â
^

< Ã
^

áíôßóôïé÷á, ðïõ åßíáé Üôïðï.

3.12 ÔñéãùíéêÞ áíéóüôçôá

Ãíùñßæïõìå üôé ï óõíôïìüôåñïò äñüìïò ìåôáîý äýï óçìåßùí
åßíáé ç åõèåßá ðïõ ôá óõíäÝåé. Áõôü åêöñÜæåôáé áðü ôï åðüìå-
íï èåþñçìá.

Óå êÜèå ôñßãùíï áðÝíáíôé áðü Üíéóåò ðëåõñÝò âñß-
óêïíôáé üìïéá Üíéóåò ãùíßåò êáé áíôßóôñïöá.

Èåþñçìá

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

(i) Áí ìéá ãùíßá åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ïñèÞ Þ áìâëåßá, ôüôå
ç áðÝíáíôé ðëåõñÜ ôçò åßíáé ç ìåãáëýôåñç ðëåõñÜ ôïõ
ôñéãþíïõ.

(ii) Áí Ýíá ôñßãùíï Ý÷åé äýï ãùíßåò ßóåò, ôüôå åßíáé éóï-
óêåëÝò.

(iii) Áí Ýíá ôñßãùíï Ý÷åé êáé ôéò ôñåéò ãùíßåò ôïõ ßóåò, ôü-
ôå åßíáé éóüðëåõñï.

Ó÷Þìá 48

Ó×ÏËÉÏ
Ôï äéðëáíü ðüñéóìá (ii) åßíáé ôï
áíôßóôñïöï ôïõ ðïñßóìáôïò É
ôçò § 3.2. Ôá äýï áõôÜ ðïñßóìá-
ôá óõíïøßæïíôáé óôï åîÞò: Ýíá
ôñßãùíï åßíáé éóïóêåëÝò áí êáé
ìüíï áí Ý÷åé äýï ãùíßåò ßóåò.

ÊÜèå ðëåõñÜ ôñéãþíïõ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôï Ü-
èñïéóìá ôùí äýï Üëëùí êáé ìåãáëýôåñç áðü ôç äéá-
öïñÜ ôïõò.

Èåþñçìá
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ÔÑÉÃÙÍÁ

Áðüäåéîç 
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. Èá áðïäåßîïõìå áñ÷éêÜ üôé á < â + ã
(ó÷.49). Ãé� áõôü ðñïåêôåßíïõìå ôçí ðëåõñÜ ÂÁ, ðñïò ôï Á,
êáôÜ ôìÞìá ÁÄ = ÁÃ. Ôüôå ôï ôñßãùíï ÁÃÄ åßíáé éóïóêåëÝò
êáé ç ÃÁ åóùôåñéêÞ çìéåõèåßá ôçò ÂÃ

^
Ä, ïðüôå Ý÷ïõìå áíôß-

óôïé÷á Ä
^

= Ã
^

1 êáé Ã
^

1 < ÂÃ
^

Ä. Áðü ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò ðñïêýðôåé

üôé Ä
^

< ÂÃ
^

Ä, áðü ôçí ïðïßá óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï
èåþñçìá óõìðåñáßíïõìå üôé ÂÃ < ÂÄ Þ á < â + ã.
¼ìïéá ðñïêýðôåé üôé â < ã + á êáé ã < á + â. Áðü ôéò áíéóü-
ôçôåò áõôÝò, áíôßóôïé÷á ðñïêýðôåé üôé á > â � ã, áí â $ ã Þ 
á > ã � â, áí ã $ â, äçëáäÞ êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò éó÷ýåé
ôï æçôïýìåíï. EðïìÝíùò:

â � ã < á < â + ã,  â $$ ã

Ó÷Þìá 49

ÐÏÑIÓÌÁ

ÊÜèå ÷ïñäÞ êýêëïõ åßíáé ìéêñüôåñç Þ ßóç ôçò äéáìÝôñïõ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

Áí Ì åßíáé Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá
áðïäåé÷èåß üôé:

(i) ÂÌ
^

Ã > Á
^

(ii) ÌÂ + ÌÃ < ÁÂ +ÁÃ.
Áðüäåéîç
(i) ¸óôù Ä (ó÷.50) ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò ðñïÝêôáóçò ôïõ ÂÌ
ìå ôçí ÁÃ. Ç ãùíßá ÂÌÃ åßíáé åîùôåñéêÞ óôï ôñßãùíï ÌÄÃ êáé åðïìÝíùò ÂÌ

^
Ã > Ä^ 1. ÁëëÜ

ç Ä^ 1 åßíáé åîùôåñéêÞ óôï ôñßãùíï ÁÂÄ, ïðüôå èá åßíáé Ä^ 1 > Á
^

. ¢ñá èá åßíáé êáé ÂÌ
^

Ã > Á
^

.

(ii) Ìå åöáñìïãÞ ôçò ôñéãùíéêÞò áíéóüôçôáò óôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÌÃÄ ðñïêýðôïõí áíôß-
óôïé÷á ïé áíéóüôçôåò

ÌÂ + ÌÄ < ÁÂ + ÁÄ êáé ÌÃ < ÌÄ + ÄÃ.
ÐñïóèÝôïíôáò êáôÜ ìÝëç âñßóêïõìå:

ÌÂ + ÌÄ + ÌÃ < ÁÂ + (ÁÄ + ÄÃ) + ÌÄ Þ ÌÂ + ÌÃ < ÁÂ + ÁÃ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ä ôçò ðëåõñÜò ÂÃ. Áí éó÷ýïõí
äýï áðü ôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò:

(i) ôï ôìÞìá ÁÄ åßíáé äéÜìåóïò,
(ii) ôï ôìÞìá ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò,

(iii) ôï ôìÞìá ÁÄ åßíáé ýøïò,
ôüôå ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóïóêåëÝò ìå âÜóç ÂÃ.
Ëýóç
¸óôù ÁÄ äé÷ïôüìïò êáé äéÜìåóïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ (ó÷.51). Ðñï-

Ó÷Þìá 50

Ó÷Þìá 51
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

åêôåßíïõìå ôï ÁÄ êáôÜ ßóï ôìÞìá ÄÅ. Ôüôå ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÄÃÅ åßíáé ßóá (ÂÄ = ÄÃ,
ÁÄ = ÄÅ, Ä^1 = Ä^2 ùò êáôáêïñõöÞí). ¢ñá ÁÂ = ÃÅ (1) êáé Á^1 = Å

^
. Áðü ôçí Á^1 = Å

^
ðñïêýðôåé

ÁÃ = ÃÅ (2), áöïý ÁÄ äé÷ïôüìïò, ïðüôå Á^1 = Á^ 2 = Å
^
. Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé

üôé ÁÂ=ÁÃ. Áí ÁÄ åßíáé ýøïò êáé äéÜìåóïò Þ ýøïò êáé äé÷ïôüìïò ôüôå åýêïëá áðïäåé-
êíýåôáé üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÄÃ åßíáé ßóá, ïðüôå ÁÂ = ÁÃ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 3ç

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò ßóåò êáé ôéò
ðåñéå÷üìåíåò ãùíßåò Üíéóåò, ôüôå êáé ïé ôñßôåò
ðëåõñÝò èá åßíáé üìïéá Üíéóåò êáé áíôßóôñïöá.

Áðüäåéîç
Áò èåùñÞóïõìå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ ìå
ÁÂ = Á¢Â¢, ÁÃ = Á¢Ã¢ êáé Á^ > Á^ ¢ (ó÷.55).
Èá áðïäåßîïõìå üôé BÃ > Â¢Ã¢. Áöïý Á^ > Á^ ¢, õðÜñ-
÷åé åóùôåñéêÞ çìéåõèåßá Ax ôçò Á^ ôÝôïéá, þóôå
ÂÁ^x = Á^ ¢. ÐÜíù óôçí Áx èåùñïýìå óçìåßï Ä,
þóôå ÁÄ = Á¢Ã¢. Ôüôå ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé Á¢Â¢Ã¢ åßíáé ßóá (ÐÃÐ). ¢ñá, ÂÄ = Â¢Ã¢.
ÖÝñïõìå êáôüðéí ôç äé÷ïôüìï ÁÅ ôçò ãùíßáò ÄÁ^ Ã, ïðüôå ó÷çìáôßæïíôáé äýï ßóá ôñßãùíá
ôá ÁÄÅ êáé ÁÃÅ, Üñá ÅÄ = ÅÃ. Óôï ôñßãùíï ÂÄÅ, Ý÷ïõìå áðü ôçí ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá üôé 

ÂÄ < ÂÅ + ÅÄ Þ  ÂÄ < ÂÅ + ÅÃ  Þ  Â¢Ã¢ < ÂÃ.

Áíôßóôñïöá. Áò èåùñÞóïõìå üôé óôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ åßíáé ÁÂ = Á¢Ã¢, ÁÃ = Á¢Ã¢
êáé ÂÃ > Â¢Ã¢. Áí Þôáí Á^ = Á^ ¢, ôüôå èá åß÷áìå üôé ÂÃ = Â¢Ã¢, åíþ áí Þôáí  Á^ < Á^ ¢, èá åß÷áìå
üôé Â¢Ã¢ < ÂÃ, ðïõ åßíáé Üôïðï. ÅðïìÝíùò, Á^ > Á^ ¢.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 4ç

Äßíåôáé ìéá åõèåßá å, äýï óçìåßá Á,Â ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò
ôçò êáé ôï óõììåôñéêü Á¢ ôïõ Á ùò ðñïò ôçí å (Ó÷.53á).
(i) Ãéá ïðïéïäÞðïôå óçìåßï Ì ôçò å, íá áðïäåé÷èåß üôé
ÌÁ + ÌÂ = ÌÁ¢ + ÌÂ $ Á¢Â. Ðüôå ôï Üèñïéóìá
ÌÁ+ÌÂ ðáßñíåé ôç ìéêñüôåñÞ ôïõ ôéìÞ;
(ii) Óôá óçìåßá Á, Â, Ã (ó÷.53â) âñßóêïíôáé ôñåéò êùìïðü-
ëåéò. ÊïíôÜ óå áõôÝò äéÝñ÷åôáé óéäçñïäñïìéêÞ ãñáììÞ,
ðÜíù óôçí ïðïßá ðñüêåéôáé íá êáôáóêåõáóèåß óôáèìüò Ó.
Óå ðïéï óçìåßï ðñÝðåé íá êáôáóêåõáóèåß ï óôáèìüò, þóôå
ï äñüìïò ÁÓÃÂ íá åßíáé ï åëÜ÷éóôïò äõíáôüò;

Ëýóç
(i) ÅðåéäÞ ôï Á¢ åßíáé óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò ôçí å, ç å
åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÁÁ¢, ïðüôå ÌÁ = ÌÁ¢ êáé åðïìÝíùò
ÌÁ + ÌÂ = ÌÁ¢ + ÌÂ (1). Áí ôï Ì äåí åßíáé óçìåßï ôïõ
ôìÞìáôïò Á¢Â áðü ôï ôñßãùíï ÌÁ¢Â, Ý÷ïõìå ÌÁ¢ + ÌÂ > Á¢Â (2), åíþ áí ôï Ì åßíáé

Ó÷Þìá 52

Ó÷Þìá 53
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óçìåßï ôïõ Á¢Â¢ Ý÷ïõìå ÌÁ¢ + ÌÂ = Á¢Â (3). Áðü (1), (2) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé ÌÁ + ÌÂ
= ÌÁ¢ + ÌÂ $ Á¢Â êáé üôé ôï ÌÁ + ÌÂ ðáßñíåé ôç ìéêñüôåñÞ ôïõ ôéìÞ Á¢Â, üôáí 
Ì = Ì0, üðïõ Ì0 ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò å ìå ôï Á¢Â.

(ii) ¼ìïéá ìå ôï (i).

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá
áðü ôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò:
i) Ç åîùôåñéêÞ ãùíßá Á

^

åî ôñéãþíïõ ÁÂÃ

åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç Ã
^
. Ó Ë

ii) Ç åîùôåñéêÞ ãùíßá Â
^

åî ôñéãþíïõ ÁÂÃ

åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôç Ã
^
. Ó Ë

iii) Ôï Üèñïéóìá äýï ãùíéþí åíüò 
ôñéãþíïõ åßíáé 180°. Ó Ë
iv) Áí â > ã (óå ôñßãùíï ÁÂÃ),
ôüôå Â

^
= Ã

^
êáé áíôßóôñïöá. Ó Ë

v) Áí â = ã (óå ôñßãùíï ÁÂÃ), 
ôüôå Â^ = Ã^ êáé áíôßóôñïöá. Ó Ë
2. Ãéá ôï ôñßãùíï ôïõ ðáñáêÜôù ó÷Þìáôïò éó÷ýåé:
á. á = 7     â. á=1     ã. 1<á<7     ä. á>7     å. 0<á<1
Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-
ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

3. ÕðÜñ÷åé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå á = }
3

ã
} êáé â = }

3

5

ã
}; Äéêáéï-

ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé Â

^

1 > Ã
^

1 . Íá áðïäåßîåôå

üôé Â
^

1 > 90°.

2. Áí óå êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ éó÷ýïõí ÁÂ = ÂÃ

êáé A
^

= Ã
^
, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÄ = ÃÄ. Ôé óõìðåñáßíåôå

ãéá ôç ÂÄ;

3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â
^
=Ã

^
. i) Ôé åßäïõò ãùíßá

åßíáé ç Â
^
; ii) Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ýøïò áðü ôçí

êïñõöÞ Á ôÝìíåé ôçí åõèåßá ÂÃ, óå åóùôåñéêü óçìåßï
ôçò ðëåõñÜò ÂÃ.
4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ä ôçò çìéåõèåßáò

Âx ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï Á. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ãùíßá ÂÄ^Ã
åßíáé ìåãáëýôåñç, ßóç Þ ìéêñüôåñç ôçò ãùíßáò ÂÁ^Ã, áí
ôï óçìåßï Ä âñßóêåôáé ìåôáîý ôùí Â êáé Á, ôáõôßæåôáé
ìå ôï Á Þ âñßóêåôáé ìåôÜ ôï Á, áíôßóôïé÷á. 
5. Áí Ì óçìåßï ôçò âÜóçò ÂÃ éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ
ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÌ < ÁÂ. 
6. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ =90°), ç äé÷ïôüìïò

ôçò ãùíßáò Ã
^

ôÝìíåé ôçí ðëåõñÜ ÁÂ óôï Ä. Íá áðïäåß-
îåôå üôé ÁÄ < ÄÂ.
7. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ï óçìåßï óôï åóùôåñéêü ôïõ
ôñéãþíïõ. Ïé ÂÏ êáé ÃÏ ôÝìíïõí ôéò ÁÃ êáé ÁÂ óôá
óçìåßá Ë êáé Ì áíôßóôïé÷á. Áí éó÷ýåé üôé ÂÏ = ÃÏ êáé
ÏË = ÏÌ íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóï-
óêåëÝò.
8. ¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) êáé Ê, Ë
ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé
áí ïé åîùôåñéêÝò äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ôïõ Â

^
êáé Ã

^

ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï Ä, ôüôå ôï ôñßãùíï ÄÊË åßíáé
éóïóêåëÝò.
9. Èåùñïýìå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) êáé É

ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äé÷ïôüìùí ôùí ãùíéþí Â
^
, Ã

^
. Íá

áðïäåßîåôå üôé:
i) ôï ôñßãùíï ÂÉÃ åßíáé éóïóêåëÝò,
ii) ç ÁÉ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò Á^.
10. Ïé êùìïðüëåéò Ê1, Ê2, Ê3 áðÝ÷ïõí áðü ôç ðüëç Ð

(ðáñáêÜôù ó÷Þìá), áðïóôÜóåéò 7, 6 êáé 10 km áíôß-
óôïé÷á. ¸íá áõôïêßíçôï îåêéíÜåé áðü ôçí êùìüðïëç
Ê1 êáé áêïëïõèþíôáò ôç äéáäñïìÞ Ê1Ê2Ê3Ê1 åðéóôñÝ-

öåé óôçí Ê1. Ï ÷éëéïìåôñçôÞò ôïõ ãñÜöåé üôé ãéá áõôÞ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

3.13 ÊÜèåôåò êáé ðëÜãéåò

¸óôù ìéá åõèåßá å (ó÷.54) êáé Ýíá óçìåßï Á åêôüò áõôÞò. Áðü
ôï Á öÝñïõìå ðñïò ôçí å ôçí êÜèåôo ä êáé ìéá ðëÜãéá æ. Ïé
åõèåßåò ä êáé æ ôÝìíïõí ôçí å óôá Ê êáé Â áíôßóôïé÷á. Ôï Ê,
üðùò åßíáé ãíùóôü, ëÝãåôáé ðñïâïëÞ ôïõ Á ðÜíù óôçí å Þ ß÷íïò
ôçò êáèÝôïõ ä ðÜíù óôçí å. Ôï Â ëÝãåôáé ß÷íïò ôçò åõèåßáò æ Þ
ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ðÜíù óôçí å.

ôç äéáäñïìÞ äéÞíõóå áðüóôáóç 48 km. Åßíáé áõôü
äõíáôüí; ÄéêáéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò.

1. Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé ìá < }
á

2
} , íá áðïäåßîåôå üôé

Á^ > Â
^

+ Ã
^
. Ôé éó÷ýåé üôáí ìá = }

á

2
} Þ   ìá > }

á

2
};

2. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ < ÁÃ êáé Ì ôï ìÝóï ôçò

ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÁÌ^ Ã > ÁÌ^ Â. 
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ < ÁÃ êáé ç äéÜìåóïò
ÁÌ. Íá áðïäåßîåôå üôé: 
i) MÁ^Â > MÁ^Ã ,

ii) }
â

2

� ã
} < ìá < }

â +

2

ã
} ,

iii) ìá + ìâ + ìã < 2ô. 

4. ¸óôù êýêëïò (Ï,R) äéáìÝôñïõ ÁÂ êáé óçìåßï Ó ôçò
çìéåõèåßáò ÏÁ. Ãéá êÜèå óçìåßï Ì ôïõ êýêëïõ íá
áðïäåé÷èåß üôé ÓÁ # ÓÌ # ÓÂ. (Ôï ôìÞìá ÓÁ ëÝãåôáé
áðüóôáóç ôïõ Ó áðü ôïí êýêëï).
5. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. Áí ç äé÷ïôüìïò äá ôÝìíåé êÜèå-

ôá ôç äéÜìåóï ìâ , íá áðïäåßîåôå üôé:

i) AÃ = 2AB,
ii) ÁÂ < ÂÃ.

6. ¸óôù êýêëïò (Ï,R) êáé äýï ôüîá ÁCÂ, ÃCÄ. Áí 

ÁCÂ = 2ÃCÄ íá áðïäåßîåôå üôé ÁÂ < 2ÃÄ.
7. Óå äýï Üíéóá ôüîá åíüò êýêëïõ áíôéóôïé÷ïýí ÷ïñäÝò
üìïéá Üíéóåò êáé áíôßóôñïöá.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. ¸óôù êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé Ï åóùôåñéêü
óçìåßï ôïõ.
i) Ná áðïäåßîåôå üôé 

ÏÁ + ÏÂ + ÏÃ + ÏÄ > .

ii) Ãéá ðïéá èÝóç ôïõ Ï ôï Üèñïéóìá
ÏÁ + ÏÂ + ÏÃ + ÏÄ ãßíåôáé åëÜ÷éóôï;

2. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ < ÁÃ) ðñïåêôåßíïõìå ôéò ðëåõ-
ñÝò ÂÁ êáé ÃÁ ðñïò ôï ìÝñïò ôïõ Á êáôÜ ôìÞìáôá 
ÁÄ = ÁÃ êáé ÁÅ = ÁÂ áíôßóôïé÷á. Ç åõèåßá ÄÅ ôÝìíåé
ôçí åõèåßá ÂÃ óôï óçìåßï Ì. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ôï ôñßãùíï ÌÂÅ åßíáé éóïóêåëÝò, 
ii) ç äé÷ïôüìïò ôçò ÂÌ

^
Å äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï Á.

3. ¸óôù Ï ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äéáãùíßùí åíüò êõñ-
ôïý ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) êÜèå äéáãþíéïò åßíáé ìéêñüôåñç ôçò çìéðåñéìÝôñïõ

ôïõ ôåôñáðëåýñïõ,
ii) AÃ+ÂÄ>ÁÂ+ÃÄ êáé ÁÃ+ÂÄ>ÁÄ+ÂÃ,
iii) ôï Üèñïéóìá ôùí äéáãùíßùí åßíáé ìåãáëýôåñï ôçò

çìéðåñéìÝôñïõ ôïõ ôåôñáðëåýñïõ êáé ìéêñüôåñï ôçò
ðåñéìÝôñïõ ôïõ ôåôñáðëåýñïõ.

4. Óôï åóùôåñéêü ïñèÞò ãùíßáò xO
^

y èåùñïýìå óçìåßï
Ã êáé óôéò ðëåõñÝò ôçò Ïx, Oy ôá óçìåßá Á, Â áíôßóôïé-
÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ
åßíáé ìåãáëýôåñç áðü 2ÏÃ.

ÁÂ + ÂÃ + ÃÄ + ÄÁ
}}}

2

Ó÷Þìá 54
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