
2.19  ÌÝôñï ôüîïõ êáé ãùíßáò

Äýï ôüîá åíüò êýêëïõ ìå Ýíá Üêñï êïéíü êáé ÷ùñßò êïéíÜ åóù-
ôåñéêÜ óçìåßá ëÝãïíôáé äéáäï÷éêÜ, ð.÷. ôá ôüîá Á

C
Â êáé B

C
Ã

(ó÷.51) åßíáé äéáäï÷éêÜ. Tñßá Þ ðåñéóóüôåñá ôüîá ìå
êáèïñéóìÝíç óåéñÜ ëÝãïíôáé äéáäï÷éêÜ, üôáí ôï êáèÝíá åßíáé 
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Ïé ãùíßåò xÔy êáé zÔt ôïõ äéðëáíïý ó÷Þìáôïò åßíáé åðßêå-
íôñåò óå äýï ïìüêåíôñïõò êýêëïõò, (äçëáäÞ êýêëïõò ìå ôï
ßäéï êÝíôñï), (Ï,R) êáé (O,R´) ìå R´<R. Áí Á

CC
Â = Ã

CC
Ä, íá

áðïäåßîåôå üôé êáé Á´
CC

Â´ = Ã´
CC

Ä´ (ó÷.50).

Áðüäåéîç
ÅðåéäÞ Á

C
Â = Ã

C
Ä, èá åßíáé ÁÔÂ = ÃÔÄ, 

ïðüôå êáé Á´
C

Â´ = Ã´
C

Ä´.

Ó÷. 50

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Íá äþóåôå ôïí ïñéóìü ôïõ êýêëïõ (O,ñ) . Ðüôå äýï
êýêëïé ëÝãïíôáé ßóïé; Ðþò åëÝã÷åôáé ç éóüôçôá äýï
êýêëùí;
2. Ðüôå Ýíá óçìåßï ëÝãåôáé åóùôåñéêü óçìåßï åíüò
êýêëïõ êáé ðüôå åîùôåñéêü;
3. Ôé ëÝãåôáé ãåùìåôñéêüò ôüðïò;

4. Ôé ëÝãåôáé äéÜìåôñïò åíüò êýêëïõ êáé ðïéá ç ó÷Ýóç
ôçò ìå ôçí áêôßíá ôïõ êýêëïõ;
5. Ôé ëÝãåôáé ôüîï êýêëïõ ìå Üêñá Á,Â êáé ôé ÷ïñäÞ
ôïõ; Ðþò ïñßæåôáé ç éóüôçôá êáé ç áíéóüôçôá äýï
ôüîùí åíüò êýêëïõ;
6. Ôé ëÝãåôáé åðßêåíôñç ãùíßá êáé ôé áíôßóôïé÷ï ôüîï
ôçò; Ðïéá ó÷Ýóç éóüôçôáò � áíéóüôçôáò õðÜñ÷åé ìåôáîý
åðßêåíôñùí ãùíéþí êáé áíôßóôïé÷ùí ôüîùí;
7. Ôé ëÝãåôáé ìÝóï ôüîïõ; Áí ôá óçìåßá Ì,Í åßíáé ìÝóá

åíüò ôüîïõ Á
C

Â, ôé óõìðåñáßíåôå ãé� áõôÜ;
8. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá åßíáé 
Ê̂1 = Ê̂2 . Ìðïñïýìå íá

óõìðåñÜíïõìå üôé 
Á
C

Â = Ã
C

Ä;

ÁóêÞóåéò EìðÝäùóçò
1. Ó÷åäéÜóôå Ýíáí êýêëï áêôßíáò ñ, ðïõ íá äéÝñ÷åôáé
áðü óôáèåñü óçìåßï Ê. Ðüóïõò ôÝôïéïõò êýêëïõò
ìðïñïýìå íá ÷áñÜîïõìå óôï åðßðåäï; Ðïý âñßóêïíôáé
ôá êÝíôñá ôïõò;
2. Ó÷åäéÜóôå äýï êýêëïõò (Ï,ñ) êáé (Ï, R) ìå R>ñ. Íá
âñåßôå ôá óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ åßíáé åóùôåñéêÜ ôïõ
êýêëïõ (Ï, R) êáé åîùôåñéêÜ ôïõ êýêëïõ (Ï, ñ).

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíïíôáé äýï ïìüêåíôñïé êýêëïé (O,R) êáé (Ï,ñ) ìå
R>ñ. Ìßá åõèåßá å äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ï êáé ôÝìíåé ôïõò
êýêëïõò óôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá Á,Â,Ã,Ä. Íá áðïäåßîåôå
üôé ÁÂ = ÃÄ êáé ÁÃ = ÂÄ.
2. Áí äýï äéÜìåôñïé ó÷çìáôßæïõí äýï åöåîÞò ãùíßåò
ßóåò, ôüôå íá áðïäåßîåôå üôé äéáéñïýí ôïí êýêëï óå ôÝó-
óåñá ßóá ôüîá.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

Ó÷Þìá 51
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äéáäï÷éêü ìå ôï åðüìåíü ôïõ, ð.÷. ôá ôüîá Á
C

Â, Â
C

Ã êáé Ã
C

Ä
(ó÷.51) åßíáé äéáäï÷éêÜ. Åßíáé öáíåñü üôé ôá ôüîá Á

C
Â, Â

C
Ã êáé

Ã
C

Ä åßíáé äéáäï÷éêÜ, üôáí ïé áíôßóôïé÷åò åðßêåíôñåò ãùíßåò
ÁÏ^ Â, ÂÏ^ Ã êáé ÃÏ^Ä åßíáé äéáäï÷éêÝò.

¸óôù Á
C

Â êáé Â
C

Ã äýï äéáäï÷éêÜ ôüîá åíüò êýêëïõ (ó÷.52). Ôï
ôüîï Á

C
ÂÃ ëÝãåôáé Üèñïéóìá ôùí ôüîùí Á

C
Â êáé Â

C
Ã êáé

óõìâïëßæåôáé ìå Á
C

Â + Â
C

Ã, äçëáäÞ Á
C

Â + Â
C

Ã = Á
C
ÂÃ. Áí ôï

ôüîï Â
C

Ã åßíáé ßóï ìå ôï Á
C

Â, ôüôå ôï ôüîï Á
C
ÂÃ óõìâïëßæåôáé

ìå 2 Á
C

Â êáé ëÝãåôáé äéðëÜóéï ôïõ Á
C

Â. ¼ìïéá ïñßæåôáé êáé ôï
í?Á

C
Â, üðïõ í öõóéêüò.

Áí ãéá äýï ôüîá Á
C

Â êáé Ã
C

Ä åíüò êýêëïõ éó÷ýåé Ã
C

Ä = íÁ
C

Â,
ôüôå ôï Á

C
Â ëÝãåôáé Ýíá í-ïóôü ôïõ Ã

CC
Ä êáé óõìâïëßæåôáé ìå

}
1

í
} Ã

C
Ä, äçëáäÞ Á

C
Â = }

1

í
} Ã

C
Ä.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá ôüîá äåí åßíáé äéáäï÷éêÜ, ìðïñïýìå
íá ìåôáôïðßóïõìå ôï Ýíá áðü áõôÜ, þóôå íá ãßíïõí äéáäï÷éêÜ.
Óôçí § 3.18 èá áíáöÝñïõìå ôç ó÷åôéêÞ ãåùìåôñéêÞ êáôá-
óêåõÞ.

Áí Á
C

Â êáé Á
C

Ã åßíáé äýï ìç äéáäï÷éêÜ ôüîá åíüò êýêëïõ ìå
Á
C

Â . Á
C

Ã (ó÷.53) ðïõ Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï ôï Ýíá Üêñï ôïõò Á,
ôüôå ôï ôüîï Ã

C
Â ëÝãåôáé äéáöïñÜ ôïõ Á

C
Ã áðü ôï Á

C
Â êáé

óõìâïëßæåôáé ìå Á
C

Â � Á
C

Ã. ¼ôáí Á
C

Â = Á
C

Ã, ôüôå ç äéáöïñÜ
ôïõò åßíáé ôï ìçäåíéêü ôüîï 

C
0.

Åßäáìå üôé ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìå Ýíá ôüîï åíüò êýêëïõ ìå
Ýíá Üëëï ôüîï ôïõ ßäéïõ êýêëïõ. ¸íá ôüîï ìå ôï ïðïßï
óõãêñßíïõìå üëá ôá Üëëá ôï ëÝìå ìïíÜäá ìÝôñçóçò.. ¸÷åé
åðéêñáôÞóåé íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ùò ìïíÜäá ìÝôñçóçò ôï ôüîï

ìßáò ìïßñáò ðïõ ïñßæåôáé ùò ôï }
3

1

60
} ôïõ ôüîïõ åíüò êýêëïõ

êáé óõìâïëßæåôáé ìå 1°. Ãéá êÜèå ôüîï õðÜñ÷åé Ýíáò èåôéêüò
áñéèìüò (ü÷é áðáñáßôçôá öõóéêüò), ðïõ åêöñÜæåé ðüóåò öïñÝò
ôï ôüîï ðåñéÝ÷åé ôç ìïßñá Þ ìÝñç áõôÞò. Ï áñéèìüò áõôüò ëÝãå-
ôáé ìÝôñï ôïõ ôüîïõ.

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò ìïßñáò ðñïêýðôåé üôé ôï ôüîï åíüò êýêëïõ
åßíáé 360° êáé åðïìÝíùò ôï çìéêýêëéï êáé ôï ôåôáñôïêýêëéï
åßíáé ôüîá 180° êáé 90° áíôßóôïé÷á. Ç ìïßñá õðïäéáéñåßôáé óå
60 ðñþôá ëåðôÜ (óõìâïëéêÜ 60´) êáé êÜèå ðñþôï ëåðôü óå 60
äåýôåñá ëåðôÜ (óõìâïëéêÜ 60´´).

Èåùñïýìå ìéá ãùíßá xÔy (ó÷.54), ðïõ ôçí êáèéóôïýìå
åðßêåíôñç óå Ýíáí êýêëï (Ï, ñ), êáé Ýóôù Á

C
Â ôï ôüîï óôï
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ïðïßï âáßíåé. Ïñßæïõìå ùò ìÝôñï ôçò ãùíßáò xÔy ôï ìÝôñï ôïõ
ôüîïõ Á

C
Â. Ôï ìÝôñï ôçò xÔy ôï óõìâïëßæïõìå ìå (xÔy) Þ

áðëÜ xÔy.

Ôï ìÝôñï ìßáò ïñèÞò, åõèåßáò êáé ìéáò ðëÞñïõò ãùíßáò åßíáé
áíôßóôïé÷á 90°, 180° êáé 360°.
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Óå êýêëï êÝíôñïõ Ï, èåùñïýìå ôá äéáäï÷éêÜ ôüîá Á
CC

Â,

Â
CC

Ã êáé Ã
CC

Á (ó÷.55), þóôå Á
CC

Â = 3Â
CC

Ã= 6Ã
CC

Á.

Íá õðïëïãéóèïýí: 

(i) ôá ìÝôñá ôùí ôüîùí Á
CC

Â, Â
CC

Ã êáé Á
CC

Ã,

(ii) ôá ìÝôñá ôùí ãùíéþí AÔB, BÔÃ êáé ÃÔÄ.

Ëýóç
(i) Áðü ôçí õðüèåóç Ý÷ïõìå üôé Á

C
Â = 6Ã

C
Á êáé Â

C
Ã = 2Ã

C
Á, ïðüôå ìå áíôéêáôÜóôáóç óôç

ó÷Ýóç Á
C

Â + Â
C

Ã + Ã
C

Á = 360° ðñïêýðôåé üôé 9Ã
C

Á = 360° Þ 
Ã
C

Á = 40°. ¢ñá Á
C

Â = 240° êáé Â
C

Ã = 80°.
(ii) Ç AÔB åßíáé åðßêåíôñç ìå áíôßóôïé÷ï ôüîï ôï Á

C
Â, åðïìÝíùò AÔB = Á

C
Â = 240° 

(ìç êõñôÞ). ¼ìïéá BÔÃ = 80° êáé ÃÔÄ = 40°.

Ó÷Þìá 55

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá, íá âñåèïýí ôá ôüîá:

i) Á
C

Â + Â
C

Ã, 
ii) Á

C
Â + Â

C
Ã + Ã

C
Ä , 

iii) Á
C
ÂÃ � Â

C
Ã. 

2. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá íá âñåèïýí ôá ôüîá:

i) 2 Á
C

Â, 
ii) 2 Á

C
Â + Ã

C
Ä, 

iii) 2 Á
C

Â � Â
C

Ã, 
iv) Á

C
Â � Â

C
Ã.

3. Ôï ìÝôñï åíüò ôüîïõ åßíáé áñéèìüò:
á. áñíçôéêüò   â. ìçäÝí   ã. èåôéêüò   ä. ìç áñíçôéêüò.
Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óùóôÞ áðÜ-
íôçóç.
4. Ðþò ïñßæåôáé ôï ìÝôñï ìéáò ãùíßáò;

5. Áí Á
C

Â = ì° (ðáñáêÜôù ó÷Þìá), ôüôå ç ãùíßá AÊ̂B
èá åßíáé ì°;

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ
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Åõèýãñáììá ó÷Þìáôá

2.20 ÔåèëáóìÝíç ãñáììÞ - Ðïëýãùíï -
Óôïé÷åßá ðïëõãþíïõ

Èåùñïýìå óçìåßá ðïõ Ý÷ïõí êáèïñéóìÝíç óåéñÜ êáé áíÜ ôñßá
äéáäï÷éêÜ äåí åßíáé óõíåõèåéáêÜ, ð.÷. ôá Á, Â, Ã, Ä êáé Å, ìå
ôçí áëöáâçôéêÞ ôïõò óåéñÜ êáé èÝóç, üðùò óôï ó÷.56. Ôï ó÷Þ-
ìá ðïõ ïñßæïõí ôá ôìÞìáôá ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÄÅ ëÝãåôáé ôåèëá-
óìÝíç ãñáììÞ Þ áðëÜ ôåèëáóìÝíç. Ç ôåèëáóìÝíç áõôÞ óõì-
âïëßæåôáé ìå ÁÂÃÄÅ.
Ôá óçìåßá Á, Â, Ã, Ä êáé Å ëÝãïíôáé êïñõöÝò ôçò ôåèëáóìÝíçò
êáé åéäéêüôåñá ïé êïñõöÝò Á êáé Å ëÝãïíôáé Üêñá ôçò. Ôá ôìÞ-
ìáôá ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÄÅ ëÝãïíôáé ðëåõñÝò ôçò ôåèëáóìÝíçò
êáé ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò ëÝãåôáé ðåñßìåôñïò ôçò ôåèëáóìÝíçò.
Ìßá ôåèëáóìÝíç ëÝãåôáé áðëÞ, üôáí äýï ïðïéåóäÞðïôå ìç
äéáäï÷éêÝò ðëåõñÝò ôçò äåí Ý÷ïõí êïéíü åóùôåñéêü óçìåßï.
¸ôóé, ç ôåèëáóìÝíç ÁÂÃÄÅ (ó÷.56) åßíáé áðëÞ, åíþ ç
ÇÈÉÊË (ó÷.57) äåí åßíáé.
Ìßá ôåèëáóìÝíç ëÝãåôáé êõñôÞ, üôáí ï öïñÝáò êÜèå ðëåõñÜò
ôçò áöÞíåé üëåò ôéò Üëëåò êïñõöÝò ôçò ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôïõ,
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

ÁéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò EìðÝäùóçò
1. Óå çìéêýêëéï äßíïíôáé ôá óçìåßá Á, Â êáé óçìåßï Ì

ôïõ ôüîïõ Á
C

Â, þóôå Ì
C

Á = Ì
C

Â.
i) Áí Ñ óçìåßï ôïõ çìéêõêëßïõ ðïõ äåí áíÞêåé óôï ôüîï

Á
C

Â, íá áðïäåßîåôå üôé Ñ
C

Ì = }
1
2

} (Ñ
C

Á + Ñ
C

Â).

ii) Áí Ó óçìåßï ôïõ ôüîïõ Ì
C

Â, íá áðïäåßîåôå üôé 

Ó
C

Ì = }
1
2

} (Ó
C

Á � Ó
C

Â).

2. Óå çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ èåùñïýìå óçìåßï Ã

ôÝôïéï þóôå Á
C

Ã � Â
C

Ã = 80°. Íá âñåßôå ôá ìÝôñá: 

i) ôùí ôüîùí Á
C

Ã êáé Ã
C

Â,

ii) ôùí ãùíéþí ÁO
^

Ã êáé ÃO
^

B (Ï åßíáé ôï êÝíôñï ôïõ
êýêëïõ).
3. Äõï ãùíßåò åßíáé óõìðëçñùìáôéêÝò. Áí ç ìßá åßíáé
äéðëÜóéá áðü ôçí Üëëç, íá âñåßôå ðüóåò ìïßñåò åßíáé
êáèåìßá áðü ôéò ãùíßåò áõôÝò.
4. Áí ìéá ãùíßá ù åßíáé ôá 6/5 ìéáò ïñèÞò ãùíßáò, íá
õðïëïãßóåôå óå ìïßñåò ôçí ðáñáðëçñùìáôéêÞ ôçò. Ç
ãùíßá ù Ý÷åé óõìðëçñùìáôéêÞ ãùíßá;

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Ç ðáñáðëçñùìáôéêÞ ìéáò ãùíßáò ù åßíáé ôñéðëÜóéá
ôçò óõìðëçñùìáôéêÞò ãùíßáò ôçò ù. Íá õðïëïãßóåôå
ôçí ù.
2. Ìéá ãùíßá ö åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôç óõìðëçñùìá-
ôéêÞ ôçò êáôÜ 20°. Íá õðïëïãßóåôå ôéò äýï ãùíßåò.
3. ÔÝóóåñéò çìéåõèåßåò ÏÁ, ÏÂ, ÏÃ, ÏÄ ó÷çìáôßæïõí

ôéò äéáäï÷éêÝò ãùíßåò ÁO
^

Â, ÂO
^

Ã, ÃO
^

Ä, ÄO
^

Á, ðïõ
Ý÷ïõí ìÝôñá áíÜëïãá ìå ôïõò áñéèìïýò 1, 2, 3, 4. Íá
õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò áõôÝò.

Ó÷Þìá 56

Ó÷Þìá 57
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