
Êýêëïò

2.17 ¸ííïéá êáé óôïé÷åßá ôïõ êýêëïõ

Èåùñïýìå Ýíá óôáèåñü óçìåßï Ï êáé Ýíá ôìÞìá ÊË = ñ
(ó÷.39).
Êýêëïò ìå êÝíôñï Ï êáé áêôßíá ñ ëÝãåôáé ôï åðßðåäï ó÷Þìá ôïõ
ïðïßïõ üëá ôá óçìåßá áðÝ÷ïõí áðü ôï Ï áðüóôáóç ßóç ìå ñ.
Äå÷üìáóôå üôé ï êýêëïò åßíáé ìßá êëåéóôÞ ãñáììÞ ÷ùñßò äéá-
êïðÝò êáé êåíÜ. ¸íáò êýêëïò ìå êÝíôñï Ï êáé áêôßíá ñ óõì-
âïëßæåôáé ìå (Ï,ñ) Þ ìå (Ï) áí äåí åßíáé áðáñáßôçôç ç áíáöï-
ñÜ ôçò áêôßíáò êáé ó÷åäéÜæåôáé ìå ôï ãíùóôü ìáò äéáâÞôç
(ó÷.40). ÊÜèå ôìÞìá ÏÌ , üðïõ Ì óçìåßï ôïõ êýêëïõ (Ï,ñ)
(ó÷.40), ëÝãåôáé åðßóçò áêôßíá ôïõ êýêëïõ.
Ãéá ôá óçìåßá Ì åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) êáé ìüíï ãé� áõôÜ éó÷ýåé
ÏÌ=ñ. Ç éóüôçôá áõôÞ åßíáé, åðïìÝíùò, «÷áñáêôçñéóôéêÞ»
ãéá ôá óçìåßá ôïõ.
Ôï óýíïëï üëùí ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ Ý÷ïõí ìéá
(êïéíÞ) ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ëÝãåôáé ãåùìåôñéêüò ôüðïò.
¸ôóé ï êýêëïò (Ï,ñ) åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí Ì
ôïõ åðéðÝäïõ ãéá ôá ïðïßá, êáé ìüíï ãé� áõôÜ, éó÷ýåé ÏÌ = ñ.

� Ôüîá - ×ïñäÝò

Áò èåùñÞóïõìå Ýíáí êýêëï, êÝíôñïõ Ï êáé äýï óçìåßá ôïõ Á
êáé Â (ó÷.41á). Ôá óçìåßá áõôÜ ÷ùñßæïõí ôïí êýêëï óå äýï ìÝ-
ñç. Ôï Ýíá âñßóêåôáé óôï çìéåðßðåäï Ð1, ðïõ ïñßæåé ç åõèåßá

ÁÂ, êáé ôï Üëëï óôï Ð2.
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2. Èåùñïýìå êõñôÞ ãùíßá ÁO^Â, ôç äé÷ïôüìï ôçò ÏÄ

êáé ôõ÷áßá çìéåõèåßá ÏÃ åóùôåñéêÞ ôçò ãùíßáò Á¢O^Â,
üðïõ ÏÁ¢ ç áíôéêåßìåíç çìéåõèåßá ôçò ÏÁ. Íá áðï-

äåßîåôå üôé ÃO^Ä = }
ÃO^Á+

2

ÃO^Â
} .

3. Èåùñïýìå êõñôÞ ãùíßá ÁO^Â, ôç äé÷ïôüìï ôçò ÏÄ

êáé ôõ÷áßá çìéåõèåßá ÏÃ åóùôåñéêÞ ôçò ãùíßáò ÄO^Â.

Íá áðïäåßîåôå üôé ÃO^Ä = }
ÃO^Á �

2

ÃO^Â
} .

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Äßíïíôáé ïé äéáäï÷éêÝò ãùíßåò ÁO^Â, BO^Ã, ÃO^Ä ìå
Üèñïéóìá ìéêñüôåñï áðü äýï ïñèÝò. Áí Ïx, Ïy åßíáé ïé

äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ÁO^Â, ÃO^Ä áíôßóôïé÷á, íá áðï-

äåßîåôå üôé xO^y = }
AO^Ä+

2

ÂO^Ã
} .

2. Èåùñïýìå áìâëåßá ãùíßá ÁO^Â êáé óôï åóùôåñéêü
ôçò ôçí çìéåõèåßá ÏÃ^ÏÁ.  Áí ÏÄ, ÏÅ ïé äé÷ïôüìïé

ôùí ãùíéþí ÁO^Â êáé BO^Ã áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå

üôé ÄO^Å = }
1

2
} z.

Ó÷Þìá 39

Ó÷Þìá 40
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ÊáèÝíá áðü ôá ìÝñç áõôÜ ëÝãåôáé ôüîï ôïõ êýêëïõ ìå Üêñá
Á êáé Â êáé óõìâïëßæåôáé ìå Á

C
Â. ÊÜèå óçìåßï åíüò ôüîïõ,

äéáöïñåôéêü áðü ôá Üêñá ôïõ ëÝãåôáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ
ôüîïõ. Ãéá íá áíáöåñèïýìå óôï Ýíá áðü ôá ôüîá ìå Üêñá ôá
Á êáé Â, ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï. ¸ôóé, ôá
ôüîá ôïõ ó÷.41á ìå Üêñá Á,Â óõìâïëßæïíôáé ìå Á

C
ÃÂ ôï Ýíá

êáé ìå Á
C
ÄÂ ôï Üëëï.

Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ (ó÷.41â) ðïõ ïñßæåôáé áðü ôá Üêñá
Á,Â åíüò ôüîïõ ëÝãåôáé ÷ïñäÞ ôïõ ôüîïõ. Ç ÷ïñäÞ åíüò ôüîïõ
ëÝãåôáé êáé ÷ïñäÞ ôïõ êýêëïõ.
To ìïíáäéêü êÜèåôï ôìÞìá ÏÊ (ó÷.41â) ðïõ Üãåôáé áðü ôï
êÝíôñï Ï ðñïò ôç ÷ïñäÞ ÁÂ ëÝãåôáé áðüóôçìá ôçò ÷ïñäÞò.
Ìéá ÷ïñäÞ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ ëÝãåôáé
äéÜìåôñïò ôïõ êýêëïõ.
Ôá Üêñá ìéáò äéáìÝôñïõ ëÝãïíôáé áíôéäéáìåôñéêÜ óçìåßá ôïõ
êýêëïõ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï ôìÞìá ÅÆ (ó÷. 41â) åßíáé ìéá äéÜ-
ìåôñïò ôïõ êýêëïõ êáé ôá óçìåßá Å, Æ åßíáé áíôéäéáìåôñéêÜ
óçìåßá. Åßíáé öáíåñü üôé ç äéÜìåôñïò åßíáé äéðëÜóéá ôçò áêôß-
íáò êáé ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ åßíáé ôï ìÝóï ôçò.
ÅðåéäÞ ôï ìÝóï åíüò ôìÞìáôïò åßíáé ìïíáäéêü, ðñïêýðôåé üôé
ôï êÝíôñï êÜèå êýêëïõ åßíáé ìïíáäéêü.

� ÈÝóç óçìåßïõ ùò ðñïò êýêëï

¸óôù Ýíáò êýêëïò (Ï,ñ) êáé ìßá çìéåõèåßá Ïx ðïõ ôïí ôÝìíåé
óôï óçìåßï Á. Ãéá êÜèå óçìåßï Â (ó÷.42) ôçò áêôßíáò ÏÁ, äéá-
öïñåôéêü ôïõ Á éó÷ýåé ÏÂ<ñ, åíþ ãéá êÜèå óçìåßï Ã ôçò ðñïÝ-
êôáóçò ôçò ÏÁ éó÷ýåé ÏÃ>ñ. Ôá óçìåßá Â,Ã ëÝãïíôáé áíôßóôïé-
÷á åóùôåñéêü êáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ.
ÃåíéêÜ, Ýíá óçìåßï Ì ôïõ åðéðÝäïõ åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) (ó÷.42)
ëÝãåôáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ, üôáí ÏÌ<ñ, åíþ Ýíá
óçìåßï Í ëÝãåôáé åîùôåñéêü ôïõ êýêëïõ, üôáí ÏÍ>ñ.

� ºóïé êýêëïé

Äýï êýêëïé ëÝãïíôáé ßóïé, üôáí ï Ýíáò ìå êáôÜëëçëç ìåôá-
ôüðéóç ôáõôßæåôáé ìå ôïí Üëëïí (ó÷.43). Åßíáé öáíåñü üôé äýï
êýêëïé åßíáé ßóïé, áí êáé ìüíï áí Ý÷ïõí ßóåò áêôßíåò.
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Ó÷Þìá 41

Ó÷Þìá 43

Ó÷Þìá 42
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2.18 Eðßêåíôñç ãùíßá - Ó÷Ýóç åðßêåíôñçò
ãùíßáò êáé ôüîïõ

Ìßá ãùíßá ëÝãåôáé åðßêåíôñç üôáí ç êïñõöÞ ôçò åßíáé ôï
êÝíôñï åíüò êýêëïõ.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôï ó÷.44 ç xO
^

y åßíáé ìßá åðßêåíôñç ãùíßá.

Ïé ðëåõñÝò ôçò ôÝìíïõí ôïí êýêëï óôá óçìåßá Á êáé Â. Ôï ôü-
îï Á

C
ÃÂ ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò êáé Ý÷åé

Üêñá ôá Á, Â ëÝãåôáé áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò åðßêåíôñçò ãùíßáò.
Åðßóçò, ëÝìå üôé ç åðßêåíôñç ãùíßá ÁO

^
Â âáßíåé óôï ôüîï

Á
C
ÃÂ.

� Óýãêñéóç ôüîùí
Ç óýãêñéóç äýï ôüîùí ãßíåôáé üðùò êáé ç óýãêñéóç ôùí åõèý-
ãñáììùí ôìçìÜôùí.
Äýï ôüîá Á

C
Â êáé Ã

C
Ä ôïõ ßäéïõ êýêëïõ Þ ßóùí êýêëùí ëÝãï-

íôáé ßóá, üôáí ìå êáôÜëëçëç ìåôáôüðéóç ôï Ýíá ôáõôßæåôáé ìå
ôï Üëëï êáé ãñÜöïõìå Á

C
Â = Ã

C
Ä (ó÷.45á).

Ôï ôüîï Á
C

Â ëÝãåôáé ìåãáëýôåñï áðü ôï ôüîï Ã
C

Ä (Þ ôï ôüîï
Ã
C

Ä ìéêñüôåñï ôïõ Á
C

Â) êáé ãñÜöïõìå  Á
C

Â . Ã
C

Ä , üôáí ìåôÜ
áðü êáôÜëëçëç ìåôáôüðéóç ôï Ã

C
Ä ôáõôßæåôáé ìå ìÝñïò ôïõ

Á
C

Â (ó÷.45â).

Åðéóçìáßíïõìå üôé ôá ôüîá Üíéóùí êýêëùí äåí åßíáé óõ-
ãêñßóéìá.

� Ó÷Ýóç åðßêåíôñçò ãùíßáò êáé áíôßóôïé÷ïõ ôüîïõ 

Ç óýãêñéóç äýï ôüîùí ìðïñåß íá ãßíåé ìå ôç âïÞèåéá ôùí åðß-
êåíôñùí ãùíéþí ðïõ âáßíïõí óå áõôÜ, óýìöùíá ìå ôï åðüìåíï
èåþñçìá.

Áðüäåéîç
¸óôù Á

C
Â êáé Ã

C
Ä äýï ôüîá åíüò êýêëïõ (Ê) (ó÷.46). Ôá ôüîá

Á
C

Â êáé Ã
C

Ä, áöïý åßíáé ßóá ìåôÜ áðü êáôÜëëçëç ìåôáôüðéóç
óõìðßðôïõí, ïðüôå ôï Ã óõìðßðôåé ìå ôï Á êáé ôï Ä ìå ôï Â.
ÅðïìÝíùò ç ÊÃ èá óõìðÝóåé ìå ôçí ÊÁ êáé ç ÊÄ ìå ôçí ÊÂ,
ðïõ óçìáßíåé üôé ïé ãùíßåò ÁÊ

^
Â êáé ÃÊ

^
Ä åßíáé ßóåò.
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Ó÷Þìá 45

Ó÷Þìá 46

Ó÷Þìá 44

Äýï ôüîá åíüò êýêëïõ åßíáé ßóá, áí êáé ìüíï áí ïé
åðßêåíôñåò ãùíßåò ðïõ âáßíïõí óå áõôÜ åßíáé ßóåò.

Èåþñçìá I
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Áíôßóôñïöá. ¸óôù äýï ßóåò åðßêåíôñåò ãùíßåò ÁÊ
^
Â êáé  ÃÊ

^
Ä

óôïí êýêëï (Ê). Ôüôå, áöïý ôá óçìåßá Á,Â,Ã,Ä åßíáé óçìåßá
ôïõ ßäéïõ êýêëïõ, ìåôÜ áðü ìåôáôüðéóç ôçò ÃÊ

^
Ä ç ãùíßá áõôÞ

èá ôáõôéóèåß ìå ôçí ÁÊ
^
Â, ôï Ã èá ôáõôéóèåß ìå ôï Á êáé ôï Ä

ìå ôï Â. ¸ôóé ôá ôüîá Á
C

Â êáé Ã
C

Ä Ý÷ïõí ôá ßäéá Üêñá êáé åðåé-
äÞ âñßóêïíôáé óôï åóùôåñéêü ôùí ãùíéþí ðïõ ôáõôßæïíôáé èá
åßíáé ßóá, äçëáäÞ Á

C
Â = Ã

C
Ä.

ÊáèÝíá áðü ôá ßóá ôüîá Á
C
ÃÂ êáé B

C
ÄÁ (ó÷.47á) óôá ïðïßá äé-

áéñåßôáé ï êýêëïò (Ê) áðü ôçí äéÜìåôñï ôïõ ÁÂ, ëÝãåôáé
çìéêýêëéï, åíþ ôï êáèÝíá áðü ôá ßóá ôüîá Á

C
Ã, Ã

C
Â, Â

C
Ä êáé Ä

C
Á

(ó÷.47â) óôá ïðïßá äéáéñåßôáé áðü ôéò êÜèåôåò äéáìÝôñïõò ÁÂ
êáé ÃÄ, ëÝãåôáé ôåôáñôïêýêëéï.

� ÌÝóï ôüîïõ

¸íá åóùôåñéêü óçìåßï Ì åíüò ôüîïõ Á
C

Â (ó÷.48) ëÝãåôáé ìÝóï
ôïõ, üôáí ôá ôüîá Á

C
Ì êáé Ì

C
Â åßíáé ßóá, äçëáäÞ üôáí 

Á
C
Ì = Ì

C
Â.

Áðüäåéîç

¸óôù Á
C

Â ôüîï êýêëïõ, êÝíôñïõ Ï, êáé Ì ôï ìÝóï ôïõ (ó÷.49).
ÅðåéäÞ Ì

C
A = Ì

C
Â, ïé åðßêåíôñåò ãùíßåò AO

^
M êáé MO

^
B åßíáé

ßóåò êáé åðïìÝíùò ç ÏÌ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò AO
^

Â. Áí õðïèÝ-
óïõìå üôé ôï ôüîï Á

C
Â Ý÷åé êáé äåýôåñï ìÝóï ôï M´, ôüôå ç

ÏÌ´ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ÁÏ
^
Â, ðïõ åßíáé Üôïðï ãéáôß ç äé÷ï-

ôüìïò ìéáò ãùíßáò åßíáé ìïíáäéêÞ.
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Ó÷Þìá 47

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

(i) ÊÜèå äéÜìåôñïò åíüò êýêëïõ ôïí äéáéñåß óå äýï ßóá ôüîá.

(ii) Äýï êÜèåôåò äéÜìåôñïé åíüò êýêëïõ ôïí äéáéñïýí óå
ôÝóóåñá ßóá ôüîá.

(iii) Äýï ôüîá åíüò êýêëïõ åßíáé Üíéóá, üôáí ïé áíôßóôïé÷åò
åðßêåíôñåò ãùíßåò ðïõ âáßíïõí óå áõôÜ åßíáé ïìïéï-
ôñüðùò Üíéóåò.

Ó÷Þìá 48

Ó÷Þìá 49

Ôï ìÝóï åíüò ôüîïõ åßíáé ìïíáäéêü.

Èåþñçìá II
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2.19  ÌÝôñï ôüîïõ êáé ãùíßáò

Äýï ôüîá åíüò êýêëïõ ìå Ýíá Üêñï êïéíü êáé ÷ùñßò êïéíÜ åóù-
ôåñéêÜ óçìåßá ëÝãïíôáé äéáäï÷éêÜ, ð.÷. ôá ôüîá Á

C
Â êáé B

C
Ã

(ó÷.51) åßíáé äéáäï÷éêÜ. Tñßá Þ ðåñéóóüôåñá ôüîá ìå
êáèïñéóìÝíç óåéñÜ ëÝãïíôáé äéáäï÷éêÜ, üôáí ôï êáèÝíá åßíáé 

25
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Ïé ãùíßåò xÔy êáé zÔt ôïõ äéðëáíïý ó÷Þìáôïò åßíáé åðßêå-
íôñåò óå äýï ïìüêåíôñïõò êýêëïõò, (äçëáäÞ êýêëïõò ìå ôï
ßäéï êÝíôñï), (Ï,R) êáé (O,R´) ìå R´<R. Áí Á

CC
Â = Ã

CC
Ä, íá

áðïäåßîåôå üôé êáé Á´
CC

Â´ = Ã´
CC

Ä´ (ó÷.50).

Áðüäåéîç
ÅðåéäÞ Á

C
Â = Ã

C
Ä, èá åßíáé ÁÔÂ = ÃÔÄ, 

ïðüôå êáé Á´
C

Â´ = Ã´
C

Ä´.

Ó÷. 50

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Íá äþóåôå ôïí ïñéóìü ôïõ êýêëïõ (O,ñ) . Ðüôå äýï
êýêëïé ëÝãïíôáé ßóïé; Ðþò åëÝã÷åôáé ç éóüôçôá äýï
êýêëùí;
2. Ðüôå Ýíá óçìåßï ëÝãåôáé åóùôåñéêü óçìåßï åíüò
êýêëïõ êáé ðüôå åîùôåñéêü;
3. Ôé ëÝãåôáé ãåùìåôñéêüò ôüðïò;

4. Ôé ëÝãåôáé äéÜìåôñïò åíüò êýêëïõ êáé ðïéá ç ó÷Ýóç
ôçò ìå ôçí áêôßíá ôïõ êýêëïõ;
5. Ôé ëÝãåôáé ôüîï êýêëïõ ìå Üêñá Á,Â êáé ôé ÷ïñäÞ
ôïõ; Ðþò ïñßæåôáé ç éóüôçôá êáé ç áíéóüôçôá äýï
ôüîùí åíüò êýêëïõ;
6. Ôé ëÝãåôáé åðßêåíôñç ãùíßá êáé ôé áíôßóôïé÷ï ôüîï
ôçò; Ðïéá ó÷Ýóç éóüôçôáò � áíéóüôçôáò õðÜñ÷åé ìåôáîý
åðßêåíôñùí ãùíéþí êáé áíôßóôïé÷ùí ôüîùí;
7. Ôé ëÝãåôáé ìÝóï ôüîïõ; Áí ôá óçìåßá Ì,Í åßíáé ìÝóá

åíüò ôüîïõ Á
C

Â, ôé óõìðåñáßíåôå ãé� áõôÜ;
8. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá åßíáé 
Ê̂1 = Ê̂2 . Ìðïñïýìå íá

óõìðåñÜíïõìå üôé 
Á
C

Â = Ã
C

Ä;

ÁóêÞóåéò EìðÝäùóçò
1. Ó÷åäéÜóôå Ýíáí êýêëï áêôßíáò ñ, ðïõ íá äéÝñ÷åôáé
áðü óôáèåñü óçìåßï Ê. Ðüóïõò ôÝôïéïõò êýêëïõò
ìðïñïýìå íá ÷áñÜîïõìå óôï åðßðåäï; Ðïý âñßóêïíôáé
ôá êÝíôñá ôïõò;
2. Ó÷åäéÜóôå äýï êýêëïõò (Ï,ñ) êáé (Ï, R) ìå R>ñ. Íá
âñåßôå ôá óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ åßíáé åóùôåñéêÜ ôïõ
êýêëïõ (Ï, R) êáé åîùôåñéêÜ ôïõ êýêëïõ (Ï, ñ).

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíïíôáé äýï ïìüêåíôñïé êýêëïé (O,R) êáé (Ï,ñ) ìå
R>ñ. Ìßá åõèåßá å äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ï êáé ôÝìíåé ôïõò
êýêëïõò óôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá Á,Â,Ã,Ä. Íá áðïäåßîåôå
üôé ÁÂ = ÃÄ êáé ÁÃ = ÂÄ.
2. Áí äýï äéÜìåôñïé ó÷çìáôßæïõí äýï åöåîÞò ãùíßåò
ßóåò, ôüôå íá áðïäåßîåôå üôé äéáéñïýí ôïí êýêëï óå ôÝó-
óåñá ßóá ôüîá.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ
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