
Ãùíßåò

2.11 Çìéåðßðåäá

Ãéá ôï åðßðåäï äå÷üìáóôå üôé: 
ÊÜèå åõèåßá å åíüò åðéðÝäïõ Ð ÷ùñßæåé ôï åðßðåäï áõôü óå
äýï ìÝñç Ð1 êáé Ð2, ôá ïðïßá âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí áõôÞò.

Ôá óçìåßá ôïõ Ð1, ìáæß ìå ôá óçìåßá ôçò å (ó÷.16) áðïôåëïýí

Ýíá ó÷Þìá ðïõ ëÝãåôáé çìéåðßðåäï.

Ãéá íá êáèïñéóèåß Ýíá çìéåðßðåäï, áñêåß íá îÝñïõìå, åêôüò
áðü ôçí åõèåßá å, Ýíá áêüìá óçìåßï ôïõ. ¸óôù Á áõôü ôï óç-
ìåßï (ó÷.16), ôüôå ôï Ð1 óõìâïëßæåôáé êáé (å,Á). ¼ìïéá ôï Ð2

óõìâïëßæåôáé (å,Â). 
Ãéá ôá çìéåðßðåäá Ð1 êáé Ð2 äå÷üìáóôå üôé:

Áí äýï óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí ìßáò
åõèåßáò å, ôüôå ç åõèåßá å ôÝìíåé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá
ðïõ ïñßæïõí ôá äýï óçìåßá.

¸ôóé ç å ôÝìíåé ôï ÁÂ óôï óçìåßï Ã, ðïõ âñßóêåôáé ìåôáîý
ôùí Á êáé Â, åíþ äåí ôÝìíåé ôï ÄÆ (ó÷.16).

14

ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Ó÷Þìá 16

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá ãñÜøåôå ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ðïõ ïñßæïíôáé
áðü üëá ôá óçìåßá ôùí ðáñáêÜôù ó÷çìÜôùí:

2. Ó÷åäéÜóôå ôñåéò åõèåßåò, ïé ïðïßåò íá ôÝìíïíôáé áíÜ
äõï, ÷ùñßò íá äéÝñ÷ïíôáé üëåò áðü ôï ßäéï óçìåßï êáé
âñåßôå: i) ðüóá åßíáé ôá óçìåßá ôïìÞò ôùí åõèåéþí, ii)
ðüóåò çìéåõèåßåò êáé ðüóá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ïñßæï-
íôáé.
3. Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå ôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá Á, Â, Ã
êáé Ä þóôå ÁÂ = ÃÄ. Íá äéêáéïëïãÞóåôå üôé ÁÃ = ÂÄ.
4. Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå ôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá Á, Â êáé
Ã. Áí Ì êáé Í ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á, íá
äéêáéïëïãÞóåôå üôé ÁÃ = 2ÌÍ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå ôá äéáäï÷éêÜ åõèýãñáììá
ôìÞìáôá ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ. Áí  Å, Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé
ÃÄ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé:

i) , ii) AÃ+ÂÄ=ÁÄ+ÂÃ.

2. Óå åõèåßá å èåùñïýìå ôìÞìá ÁÂ,  ôï ìÝóï ôïõ Ì, Ã
ôõ÷áßï åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ ôìÞìáôïò ÌÂ êáé Ä ôõ-
÷áßï óçìåßï åîùôåñéêü ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ. Íá áðïäåß-
îåôå üôé:

i) , ii) .

3. i) Íá áðïäåßîåôå üôé ãéá êÜèå ôñéÜäá óõíåõèåéáêþí
óçìåßùí Á,Â,Ã, éó÷ýåé ÁÂ # ÁÃ+ÃÂ.

4. ii) Áí ôá óçìåßá Á, Â, Ã, Ä åßíáé óõíåõèåéáêÜ, íá
áðïäåßîåôå üôé ÁÄ # ÁÃ+ÃÂ+ÂÄ.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Áí  Á,Â,Ã  åßíáé ôñßá óõíåõèåéáêÜ óçìåßá êáé Ä, Å
ôá ìÝóá ôùí ÁÂ, ÁÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé 

ÄÅ = }
Â

2

Ã
} .

2. Áðü ìéá ðåñéï÷Þ äéÝñ÷ïíôáé ôÝóóåñéò åõèåßåò ïäïß,
Ýôóé þóôå áíÜ äýï íá äéáóôáõñþíïíôáé êáé áíÜ ôñåéò
íá ìç äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï. Ç ôñï÷áßá ãéá íá
äéåõêïëýíåé ôçí êßíçóç èÝëåé íá ôïðïèåôÞóåé Ýíáí
ôñï÷ïíüìï óå êÜèå äéáóôáýñùóç. Ðüóïé ôñï÷ïíüìïé
÷ñåéÜæïíôáé; Íá åîåôáóèåß ôï ßäéï ðñüâëçìá ãéá í
äñüìïõò (í $ 2).

ÄÌ
ÄÁ ÄÂ

=
+
2

ÃÌ
ÃÁ ÃÂ

=
-
2

ÅÆ
ÁÄ ÂÃ

=
+
2
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2.12 Ç ãùíßá

Áðü ôõ÷áßï óçìåßï Ï åíüò åðéðÝäïõ öÝñïõìå äýï çìéåõèåßåò
Ïx êáé Ïy (ó÷.17), ïé ïðïßåò äåí Ý÷ïõí ôïí ßäéï öïñÝá.
¸óôù óçìåßá Á, Â ôùí çìéåõèåéþí Ox, Oy áíôßóôïé÷á. Ôï ó÷Þìá
ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá êïéíÜ óçìåßá ôùí çìéåðéðÝäùí (Ox, B) êáé
(Oy, A) ëÝãåôáé êõñôÞ ãùíßá ìå êïñõöÞ Ï êáé ðëåõñÝò Ïx êáé Ïy.
Óõìâïëßæåôáé ìå xÔy Þ yÔx Þ Ô Þ AÔB Þ BÔA (ó÷.17) êáé
åßíáé öáíåñü üôé êáèïñßæåôáé áðü ôéò ðëåõñÝò ôçò.
Ôá óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ, ðïõ äåí áíÞêïõí óôçí êõñôÞ ãùíßá
xÔy, ìáæß ìå ôá óçìåßá ôùí çìéåõèåéþí Ïx êáé Oy ëÝãåôáé ìç
êõñôÞ ãùíßá ìå êïñõöÞ Ï êáé ðëåõñÝò Ox êáé Oy. 
Ôá óçìåßá ìßáò ãùíßáò, ðïõ äåí áíÞêïõí óôéò ðëåõñÝò ôçò ëÝãï-
íôáé åóùôåñéêÜ óçìåßá ôçò êáé áðïôåëïýí ôï åóùôåñéêü ôçò ãù-
íßáò. Ôá óçìåßá ðïõ äåí áíÞêïõí óôç ãùíßá ëÝãïíôáé åîùôåñéêÜ
óçìåßá ôçò êáé áðïôåëïýí ôï åîùôåñéêü ôçò ãùíßáò.
Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ïé çìéåõèåßåò Ïx êáé Ïy Ý÷ïõí ôïí
ßäéï öïñÝá ôüôå:
� Áí ïé çìéåõèåßåò Ïx êáé Ïy ôáõôßæïíôáé, ôüôå ïñßæïõí ìßá

ìüíï çìéåõèåßá Ïx (ó÷.18) êáé ç êõñôÞ ãùíßá xÔy ëÝãåôáé
ìçäåíéêÞ ãùíßá, åíþ ç ìç êõñôÞ ãùíßá xÔy ôáõôßæåôáé ìå
üëï ôï åðßðåäï (ó÷.19) êáé ëÝãåôáé ðëÞñçò ãùíßá.

� Aí ïé çìéåõèåßåò Ïx, Oy åßíáé áíôéêåßìåíåò (ó÷.20), ôüôå
êáèÝíá áðü ôá äýï çìéåðßðåäá ðïõ ïñßæåé ç åõèåßá xy ëÝ-
ãåôáé åõèåßá ãùíßá.

Óôá åðüìåíá, üôáí èá ëÝìå áðëþò ãùíßá, èá åííïïýìå êõñôÞ ãùíßá.

2.13  Óýãêñéóç ãùíéþí

Áò èåùñÞóïõìå äýï ãùíßåò AÔB êáé AÔB´ ðïõ Ý÷ïõí êïéíÞ
êïñõöÞ Ï, ôçí ÏÁ êïéíÞ ðëåõñÜ êáé ôéò ÏÂ, ÏÂ´ ðñïò ôï ßäéï
çìéåðßðåäï ùò ðñïò ôï öïñÝá ôçò ÏÁ (ó÷.21á). Ôüôå:
(i) Áí ïé ðëåõñÝò ÏÂ êáé ÏÂ´ óõìðßðôïõí, ëÝìå üôé ïé ãùíßåò
åßíáé ßóåò êáé ãñÜöïõìå AÔB = AÔB´.
(ii) Áí ç ðëåõñÜ ÏÂ´ âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò
AO

^
B, ëÝìå üôé ç ãùíßá AÔB´ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôç ãùíßá

AÔB êáé ãñÜöïõìå AÔB´,AÔB.
(iii) Áí ç ðëåõñÜ ÏÂ´ âñßóêåôáé åêôüò ôçò ãùíßáò AÔB, ëÝìå
üôé ç ãùíßá AÔB´ åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç ãùíßá AÔB êáé
ãñÜöïõìå AÔB´.AÔB.
Ãéá íá óõãêñßíïõìå äýï ãùíßåò AÔB êáé ÃÊ̂Ä ðïõ âñßóêïíôáé
óå ôõ÷áßá èÝóç ìåôáôïðßæïõìå ôçí ÃÊ̂Ä Ýôóé þóôå, ç êïñõöÞ
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ôçò Ê íá ôáõôéóèåß ìå ôï Ï êáé ç ìßá ôçò ðëåõñÜ ÃÊ íá óõ-
ìðÝóåé ìå ôçí ðëåõñÜ ÏÁ ôçò ãùíßáò AÔB.
Ôüôå Ý÷ïõìå ôéò åîÞò ðåñéðôþóåéò:
� Áí ç ðëåõñÜ ÊÄ óõìðßðôåé ìå ôçí ÏÂ, ôüôå ïé ãùíßåò åßíáé
ßóåò: AÔB = ÃÊ̂Ä (ó÷.21â)
� Áí ç ðëåõñÜ ÊÄ âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò AÔB, ôü-
ôå ç ãùíßá ÃÊ̂Ä åßíáé ìéêñüôåñç ôçò AÔB:ÃÊ̂Ä < AÔB (ó÷.21ã). 
� Áí ç ðëåõñÜ ÊÄ âñßóêåôáé óôï åîùôåñéêü ôçò ãùíßáò AÔB,
ôüôå ç ãùíßá ÃÊ̂Ä åßíáé ìåãáëýôåñç ôçò AÔB: ÃÊ̂Ä > AÔB
(ó÷.21ä).

Äé÷ïôüìïò ãùíßáò

Äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò xÔy ëÝãåôáé ç çìéåõèåßá Ïä, ðïõ âñß-
óêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò êáé ôç ÷ùñßæåé óå äýï ßóåò
ãùíßåò, äçëáäÞ xÔä = äÔy (ó÷.22).
Äå÷üìáóôå üôé êÜèå ãùíßá Ý÷åé ìïíáäéêÞ äé÷ïôüìï.

ÊÜèåôåò åõèåßåò - Åßäç ãùíéþí

¸óôù xÔy ìéá åõèåßá ãùíßá êáé Ïä ç äé÷ïôüìïò ôçò (ó÷.23).
Êáèåìßá áðü ôéò ßóåò ãùíßåò xÔä êáé äÔy ðïõ ðñïêýðôïõí ëÝ-
ãåôáé ïñèÞ ãùíßá, êáé èá ôç óõìâïëßæïõìå z.
Ïé öïñåßò ôùí ðëåõñþí ìßáò ïñèÞò ãùíßáò ïíïìÜæïíôáé åõèåß-
åò êÜèåôåò ìåôáîý ôïõò. Äýï êÜèåôåò åõèåßåò å1, å2 ôéò óõìâï-

ëßæïõìå ìå å1^å2 (ó÷.24).

Ìéá êõñôÞ ãùíßá èá ëÝãåôáé ïîåßá áí åßíáé ìéêñüôåñç áðü
ïñèÞ ãùíßá, åíþ èá ëÝãåôáé áìâëåßá áí åßíáé ìåãáëýôåñç áðü
ïñèÞ ãùíßá (ó÷.25).

2.14  Åõèåßá êÜèåôç áðü óçìåßï óå åõèåßá

Áò èåùñÞóïõìå åõèåßá x´x êáé Ýíá óçìåßï Á (ó÷.26). 
Aí ôï Á åßíáé óçìåßï ôçò åõèåßáò êáé Áä ç äé÷ïôüìïò ôçò åõ-
èåßáò ãùíßáò xÁ^ x´, ôüôå áðü ôïí ïñéóìü ôçò ïñèÞò ãùíßáò
ðñïêýðôåé üôé Áä^x´x. 
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Áí õðïèÝóïõìå üôé êáé ìéá Üëëç åõèåßá Áz (ó÷.26), äéáöïñåôé-
êÞ ôçò Áä, åßíáé êÜèåôç óôçí xx´, ôüôå èá åßíáé xÁ^ z = zÁ^ x´=1z,
äçëáäÞ ç Áz åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò xÁ^ x´. Aõôü, üìùò, åßíáé Üôïðï,
ãéáôß ç äé÷ïôüìïò åßíáé ìïíáäéêÞ. Áðïäåßîáìå ëïéðüí üôé:

Áðü êÜèå óçìåßï åõèåßáò Üãåôáé ìßá ìüíï êÜèåôïò óå áõôÞ.

Ôï ßäéï óõìâáßíåé (ó÷.27) üôáí ôï Á äåí åßíáé óçìåßï ôçò åõ-
èåßáò. Ìðïñïýìå ëïéðüí íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí ýðáñîç êáé ôç
ìïíáäéêüôçôá ôçò êáèÝôïõ, Ýííïéåò ôéò ïðïßåò èá äéáðñáãìá-
ôåõèïýìå ìå ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò ðáñáêÜôù (âë. §.3.5),
üðïõ êáé èá ãßíåé ç êáôáóêåõÞ ôçò êáèÝôïõ ìå ÷ñÞóç êáíüíá
êáé äéáâÞôç.
Ôï ìÞêïò ôïõ ìïíáäéêïý êÜèåôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÏ
ðïõ Üãåôáé áðü ôï óçìåßï Á óôçí åõèåßá x´x ëÝãåôáé áðüóôá-
óç ôïõ óçìåßïõ Á áðü ôçí åõèåßá x´x (ó÷.27).

� ÌåóïêÜèåôïò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò � Óçìåßá óõììå-
ôñéêÜ ùò ðñïò Üîïíá

Ç åõèåßá å ðïõ åßíáé êÜèåôç óôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé
äéÝñ÷åôáé áðü ôï ìÝóï ôïõ ëÝãåôáé ìåóïêÜèåôïò ôïõ åõèý-
ãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ (ó÷.28).

Ôá óçìåßá Á, Â ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôçí åõèåßá å. Ç
åõèåßá å ëÝãåôáé Üîïíáò óõììåôñßáò. 
Ãéá íá âñïýìå åðïìÝíùò ôï óõììåôñéêü åíüò óçìåßïõ Ì ùò
ðñïò ìéá åõèåßá å, öÝñïõìå ôï êÜèåôï ôìÞìá áðü ôï Ì ðñïò
ôçí åõèåßá êáé ðñïåêôåßíïõìå êáôÜ ßóï ôìÞìá. Ôï Üêñï Ì´ ôçò
ðñïÝêôáóçò áõôÞò åßíáé ôï óõììåôñéêü ôïõ Ì (ó÷.29).
Ôï óõììåôñéêü ùò ðñïò ôçí åõèåßá å êÜèå óçìåßïõ ôçò ïñßæå-
ôáé íá åßíáé ôï ßäéï ôï óçìåßï.

2.15 ÐñÜîåéò ìåôáîý ãùíéþí

� ÅöåîÞò ãùíßåò
Äýï ãùíßåò ëÝãïíôáé åöåîÞò, áí Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ, ìßá
ðëåõñÜ êïéíÞ êáé ôéò ìç êïéíÝò ðëåõñÝò åêáôÝñùèåí ôçò êïé-
íÞò, ð.÷. ïé ãùíßåò xO^ y êáé yO^ z (ó÷.30) åßíáé åöåîÞò.
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Ó×ÏËÉÏ
ÌÝèïäïò ôçò «áðáãùãÞò óå Üôïðï»
Óôçí áðüäåéîç ôçò ìïíáäéêüôçôáò ôçò êáèÝôïõ óå åõèåßá, áðü óçìåßï Á ôçò åõèåßáò, õðïèÝóáìå üôé åêôüò ôçò Áä
õðÜñ÷åé êáé Üëëç êÜèåôïò ðñïò ôç x¢x (äçëáäÞ üôé ôï óõìðÝñáóìá äåí åßíáé áêñéâÝò) êáé êáôáëÞîáìå üôé ç ãùíßá x¢A^x
Ý÷åé äýï äé÷ïôüìïõò, ôï ïðïßï åßíáé «Üôïðï» (äçëáäÞ Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôçí õðüèåóç Þ Üëëç ãíùóôÞ ðñüôáóç).
Ï ðáñáðÜíù ôñüðïò áðüäåéîçò ëÝãåôáé ìÝèïäïò ôçò «áðáãùãÞò óå Üôïðï».
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Ç ãùíßá ÁÏ
^
Â (ó÷. 31) åßíáé åöåîÞò ìå ôç ÂÏ

^
Ã, êáé ç ÂÏ

^
Ã

åßíáé åöåîÞò ìå ôç ÃÏ
^
Ä. Ïé ãùíßåò ÁÏ

^
Â, ÂÏ

^
Ã, ÃÏ

^
Ä ëÝãïíôáé

äéáäï÷éêÝò.

� Ðñüóèåóç ãùíéþí - Ãéíüìåíï ãùíßáò åðß öõóéêü áñéèìü

(i) ¢èñïéóìá äýï åöåîÞò ãùíéþí ÁÏ
^
Â êáé ÂÏ

^
Ã ëÝãåôáé ç

ãùíßá ÁÏ
^
Ã ìå ðëåõñÝò ôéò äýï ìç êïéíÝò ðëåõñÝò ôùí åöåîÞò

ãùíéþí (ó÷.31).

Áí ïé ãùíßåò äåí åßíáé åöåîÞò ôéò ìåôáôïðßæïõìå þóôå íá
ãßíïõí. Áí Ý÷ïõìå ðáñáðÜíù áðü äýï ãùíßåò, ôéò êáèéóôïýìå
äéáäï÷éêÝò, ð.÷. ÁÏ

^
Ä = ÁÏ

^
Â+ÂÏ

^
Ã+ÃÏ

^
Ä (ó÷.31).

(ii) ¸óôù ÁÏ
^
Â > ÃÅ

^
Ä (ó÷.32). Ìåôáôïðßæïõìå ôç ãùíßá ÃÅ

^
Ä,

þóôå ç ðëåõñÜ ôçò ÅÃ íá óõìðÝóåé ìå ôçí ÏÁ åíþ ç ðëåõñÜ
ôçò ÅÄ ìåôáôïðßæåôáé óå çìéåõèåßá ÏÆ óôï åóùôåñéêü ôçò
ÁÏ

^
Â (ó÷.32). Ç ãùíßá ÆÏ

^
Â ëÝãåôáé äéáöïñÜ ôçò ãùíßáò ÃÅ

^
Ä

áðü ôçí ÁÏ
^
Â êáé óõìâïëßæåôáé ÁÏ

^
Â�ÃÅ

^
Ä. Åßíáé öáíåñü üôé

ÃÅ
^
Ä+ÆÏ

^
Â = ÁÏ

^
Â.

Ç äéáöïñÜ äýï ßóùí ãùíéþí åßíáé ç ìçäåíéêÞ ãùíßá.
(iii) Ãéíüìåíï ôçò ãùíßáò ÁÏ

^
Â åðß ôï öõóéêü áñéèìü í ïíïìÜ-

æåôáé ôï Üèñïéóìá í äéáäï÷éêþí ãùíéþí ßóùí ìå ÁÏ
^
Â.

ÃñÜöïõìå ,

ð.÷. ÁÏ
^
Ä = ÁÏ

^
Â+ÂÏ

^
Ã+ÃÏ

^
Ä = 3ÁÏ

^
Â Þ éóïäýíáìá 

ÁÏ
^
Â = }

ÁÏ

3

^
Ä

} (ó÷.33).

2.16 AðëÝò ó÷Ýóåéò ãùíéþí

� ÓõìðëçñùìáôéêÝò ãùíßåò

Äýï ãùíßåò ëÝãïíôáé óõìðëçñùìáôéêÝò áí Ý÷ïõí Üèñïéóìá
ìßá ïñèÞ ãùíßá. Êáèåìßá áðü áõôÝò ëÝãåôáé êáé óõìðëÞñùìá
ôçò Üëëçò, ð.÷. ïé ãùíßåò ÁÏ

^
Â êáé ÂÏ

^
Ã (ó÷.34) åßíáé óõìðëç-

ñùìáôéêÝò.

� ÐáñáðëçñùìáôéêÝò ãùíßåò

Äýï ãùíßåò ëÝãïíôáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò áí Ý÷ïõí Üèñïéóìá
ìéá åõèåßá ãùíßá. Êáèåìßá áðü áõôÝò ëÝãåôáé êáé ðáñáðëÞ-
ñùìá ôçò Üëëçò (ó÷.35). 

í ÁÏÂ ÁÏÂ ÁÏÂ ÁÏÂ
í ïñïé

× = + + +
¢

$ $ $ ... $
1 24444 34444
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Ó÷Þìá 31

Ó÷Þìá 32

Ó÷Þìá 33

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Ôï Üèñïéóìá ãùíéþí Þ ôï ãéíüìå-
íï ãùíßáò ìå öõóéêü áñéèìü ìðï-
ñåß íá îåðåñÜóåé ôçí ðëÞñç ãùíßá.

Ó÷Þìá 34
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Ðñïöáíþò ôá ðáñáðëçñþìáôá Þ óõìðëçñþìáôá ôçò ßäéáò
ãùíßáò (Þ ßóùí ãùíéþí) åßíáé ßóåò ãùíßåò.

Áðüäåéîç 
Áí ïé åöåîÞò ãùíßåò ÁÏ

^
Â, ÂÏ

^
Ã (ó÷.35) åßíáé ðáñáðëçñùìá-

ôéêÝò, ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò ÁÏ
^
Ã åßíáé ìßá åõèåßá ãùíßá. ÅðïìÝ-

íùò, áðü ôïí ïñéóìü ôçò åõèåßáò ãùíßáò ïé ðëåõñÝò ÏÁ êáé
ÏÃ åßíáé áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò.
Áíôßóôñïöá. Áí ïé åöåîÞò ãùíßåò ÁÏ

^
Â, ÂÏ

^
Ã (ó÷.35) Ý÷ïõí

ôéò ìç êïéíÝò ðëåõñÝò ôïõò áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò, ôüôå áðü
ôïí ïñéóìü ôïõ áèñïßóìáôïò äýï ãùíéþí ðñïêýðôåé üôé ôï
Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí ÁÏ

^
Â êáé ÂÏ

^
Ã åßíáé ç åõèåßá ãùíßá

ÁÏ
^
Ã. ¢ñá, ïé ãùíßåò ÁÏ

^
Â êáé ÂÏ

^
Ã åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

� ÊáôáêïñõöÞí ãùíßåò

Äýï ãùíßåò ëÝãïíôáé êáôáêïñõöÞí, áí Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ
êáé ïé ðëåõñÝò ôçò ìßáò åßíáé ðñïåêôÜóåéò ôùí ðëåõñþí ôçò
Üëëçò. 
Ð.÷. ïé ãùíßåò xO^ y êáé x´O^ y´ êáèþò êáé ïé ãùíßåò yO^ x´ êáé
xO^ y´ åßíáé êáôáêïñõöÞí (ó÷.36).

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôéò êáôáêïñõöÞí ãùíßåò xO^ y êáé x´O^ y´ (ó÷.36).
Ðáñáôçñïýìå üôé ïé äýï ãùíßåò åßíáé ßóåò ùò ðáñáðëçñþìáôá
ôçò ßäéáò ãùíßáò yO^ x´.
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Äýï åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò ãùíßåò Ý÷ïõí ôéò
ìç êïéíÝò ðëåõñÝò ôïõò áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò êáé
áíôßóôñïöá.

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 35

Ó×ÏËÉÏ
Áíôßóôñïöá ÈåùñÞìáôá ëÝãïíôáé
áõôÜ óôá ïðïßá ç õðüèåóç ôïõ åíüò
åßíáé óõìðÝñáóìá ôïõ Üëëïõ. ¼ôáí
áðïäåßîïõìå Ýíá èåþñçìá (åõèåßá
ðñüôáóç) äåí ðñïêýðôåé üôé êáé ôï
áíôßóôñïöï åßíáé áëçèÝò, ð.÷.:
Åõèåßá Ðñüôáóç: Aí äýï ãùíßåò åß-
íáé ïñèÝò, ôüôå åßíáé ßóåò.
Áíôßóôñïöç Ðñüôáóç: Áí äýï ãù-
íßåò åßíáé ßóåò, ôüôå åßíáé ïñèÝò. Ðñï-
öáíþò ç ðñüôáóç áõôÞ äåí áëçèåýåé.

Ïé êáôáêïñõöÞí ãùíßåò åßíáé ßóåò.

Èåþñçìá I

Ó÷Þìá 36

Ç ðñïÝêôáóç ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò åßíáé äé÷ï-
ôüìïò ôçò êáôáêïñõöÞí ôçò ãùíßáò.

Èåþñçìá II
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Áðüäåéîç
¸óôù ïé êáôáêïñõöÞí ãùíßåò xO^ y êáé x´O^ y´êáé ç äé÷ïôüìïò
Ïä ôçò xO^ y. Ôüôå äO^ x = äO^ y.
Áí Ïä´ åßíáé ç ðñïÝêôáóç ôçò Ïä, ôüôå O^ 1 = äO^ x êáé O^ 2 = äO^ y

(ùò êáôáêïñõöÞí) .
¢ñá O^ 1 = O^ 2, äçëáäÞ ç Ïä´ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò x´O^ y´.

Áðüäåéîç
¸óôù ÁÏ

^
Â êáé ÂÏ

^
Ã äýï åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò ãù-

íßåò êáé ÏÄ, ÏÅ ïé äé÷ïôüìïé ôïõò (ó÷.38).
Ôüôå ÁÏ

^
Â+ÂÏ

^
Ã = 2z Þ 2ÄÏ

^
Â+2ÂÏ

^
Å = 2z Þ 

ÄÏ
^
Â+ÂÏ

^
Å = 1z Þ ÄÏ

^
Å = 1z. ¢ñá ÏÄ^ÏÅ.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Ó÷Þìá 37

Ïé äé÷ïôüìïé äýï åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêþí ãù-
íéþí åßíáé êÜèåôåò.

Èåþñçìá III

Ó÷Þìá 38

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðïéï åßíáé ôï óõììåôñéêü 
ôïõ óçìåßïõ Á ùò ðñïò:

i) ôçí åõèåßá å1 ,

ii) ôçí åõèåßá å2 ,

iii) ôï óçìåßï Ì.
ÁéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
2. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá íá âñåß-
ôå ôéò ïîåßåò, ôéò ïñèÝò êáé ôéò
áìâëåßåò ãùíßåò ðïõ õðÜñ-
÷ïõí.
3. Íá ãñÜøåôå ôñßá æåýãç åöå-
îÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêþí
ãùíéþí ðïõ õðÜñ÷ïõí óôï äé-
ðëáíü ó÷Þìá.

4. i) Oé ãùíßåò AO
^
B êáé ÃO

^
Ä

åßíáé åöåîÞò;

ii) Ïé ãùíßåò AO
^
Ã êáé AO

^
B åßíáé äéáäï÷éêÝò;

ÁéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

5. ÕðÜñ÷åé ðåñßðôùóç ç óõìðëçñùìáôéêÞ ìéáò ãùíßáò
íá åßíáé ßóç ìå ôçí ðáñáðëçñùìáôéêÞ ôçò;

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Èåùñïýìå ôñåéò äéáäï÷éêÝò ãùíßåò xO^y, yO^z êáé

zO^t, þóôå xO^z = yO^t. 

Íá äéêáéïëïãÞóåôå üôé xO^y = zO^t.

2. Íá õðïëïãßóåôå, óå ìÝñç ïñèÞò, ôç ãùíßá ù ôïõ ðá-
ñáêÜôù ó÷Þìáôïò.

3. ¸íá ñïëüé ôïß÷ïõ äåß÷íåé åííÝá ç þñá áêñéâþò. Ôé
ãùíßá ó÷çìáôßæïõí ïé äåßêôåò ôïõ ñïëïãéïý; ÌåôÜ áðü
ðüóåò þñåò (öõóéêü áñéèìü) ïé äåßêôåò ôïõ ñïëïãéïý
èá ó÷çìáôßæïõí ßóç ãùíßá;

ÁðïäåéêôéêÝò áóêÞóåéò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé äé÷ïôüìïé äýï åöåîÞò ãùíéþí
ó÷çìáôßæïõí ãùíßá ßóç ìå ôï çìéÜèñïéóìá ôùí ãùíéþí
áõôþí.
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Êýêëïò

2.17 ¸ííïéá êáé óôïé÷åßá ôïõ êýêëïõ

Èåùñïýìå Ýíá óôáèåñü óçìåßï Ï êáé Ýíá ôìÞìá ÊË = ñ
(ó÷.39).
Êýêëïò ìå êÝíôñï Ï êáé áêôßíá ñ ëÝãåôáé ôï åðßðåäï ó÷Þìá ôïõ
ïðïßïõ üëá ôá óçìåßá áðÝ÷ïõí áðü ôï Ï áðüóôáóç ßóç ìå ñ.
Äå÷üìáóôå üôé ï êýêëïò åßíáé ìßá êëåéóôÞ ãñáììÞ ÷ùñßò äéá-
êïðÝò êáé êåíÜ. ¸íáò êýêëïò ìå êÝíôñï Ï êáé áêôßíá ñ óõì-
âïëßæåôáé ìå (Ï,ñ) Þ ìå (Ï) áí äåí åßíáé áðáñáßôçôç ç áíáöï-
ñÜ ôçò áêôßíáò êáé ó÷åäéÜæåôáé ìå ôï ãíùóôü ìáò äéáâÞôç
(ó÷.40). ÊÜèå ôìÞìá ÏÌ , üðïõ Ì óçìåßï ôïõ êýêëïõ (Ï,ñ)
(ó÷.40), ëÝãåôáé åðßóçò áêôßíá ôïõ êýêëïõ.
Ãéá ôá óçìåßá Ì åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) êáé ìüíï ãé� áõôÜ éó÷ýåé
ÏÌ=ñ. Ç éóüôçôá áõôÞ åßíáé, åðïìÝíùò, «÷áñáêôçñéóôéêÞ»
ãéá ôá óçìåßá ôïõ.
Ôï óýíïëï üëùí ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ Ý÷ïõí ìéá
(êïéíÞ) ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ëÝãåôáé ãåùìåôñéêüò ôüðïò.
¸ôóé ï êýêëïò (Ï,ñ) åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí Ì
ôïõ åðéðÝäïõ ãéá ôá ïðïßá, êáé ìüíï ãé� áõôÜ, éó÷ýåé ÏÌ = ñ.

� Ôüîá - ×ïñäÝò

Áò èåùñÞóïõìå Ýíáí êýêëï, êÝíôñïõ Ï êáé äýï óçìåßá ôïõ Á
êáé Â (ó÷.41á). Ôá óçìåßá áõôÜ ÷ùñßæïõí ôïí êýêëï óå äýï ìÝ-
ñç. Ôï Ýíá âñßóêåôáé óôï çìéåðßðåäï Ð1, ðïõ ïñßæåé ç åõèåßá

ÁÂ, êáé ôï Üëëï óôï Ð2.
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2. Èåùñïýìå êõñôÞ ãùíßá ÁO^Â, ôç äé÷ïôüìï ôçò ÏÄ

êáé ôõ÷áßá çìéåõèåßá ÏÃ åóùôåñéêÞ ôçò ãùíßáò Á¢O^Â,
üðïõ ÏÁ¢ ç áíôéêåßìåíç çìéåõèåßá ôçò ÏÁ. Íá áðï-

äåßîåôå üôé ÃO^Ä = }
ÃO^Á+

2

ÃO^Â
} .

3. Èåùñïýìå êõñôÞ ãùíßá ÁO^Â, ôç äé÷ïôüìï ôçò ÏÄ

êáé ôõ÷áßá çìéåõèåßá ÏÃ åóùôåñéêÞ ôçò ãùíßáò ÄO^Â.

Íá áðïäåßîåôå üôé ÃO^Ä = }
ÃO^Á �

2

ÃO^Â
} .

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Äßíïíôáé ïé äéáäï÷éêÝò ãùíßåò ÁO^Â, BO^Ã, ÃO^Ä ìå
Üèñïéóìá ìéêñüôåñï áðü äýï ïñèÝò. Áí Ïx, Ïy åßíáé ïé

äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ÁO^Â, ÃO^Ä áíôßóôïé÷á, íá áðï-

äåßîåôå üôé xO^y = }
AO^Ä+

2

ÂO^Ã
} .

2. Èåùñïýìå áìâëåßá ãùíßá ÁO^Â êáé óôï åóùôåñéêü
ôçò ôçí çìéåõèåßá ÏÃ^ÏÁ.  Áí ÏÄ, ÏÅ ïé äé÷ïôüìïé

ôùí ãùíéþí ÁO^Â êáé BO^Ã áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå

üôé ÄO^Å = }
1

2
} z.

Ó÷Þìá 39

Ó÷Þìá 40
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