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Οδηγία 4η 

 

Υπολογισµός Εµβαδού περιοχής 
α) Χωρίο που περικλείεται µεταξύ δύο παραβολών  
π.χ.     ζxεδxg(x)γ,βxαx)x(f 22 ++=++=  
β) Χωρίο που περικλείεται µεταξύ ευθείας και παραβολής 
π.χ.     εδxg(x)γ,βxαx)x(f 2 +=++=  

Μεθοδολογία 

Βήµα 1ο  Βρίσκουµε τα σηµεία τοµής των δύο καµπυλών λύνοντας την  
  εξίσωση ).x(g)x(f =  
Βήµα 2ο  Καθορίζουµε τη σχετική θέση των  δύο καµπυλών, δηλαδή ποια  
  βρίσκεται πάνω – κάτω. Αυτό επιτυγχάνεται: 
  α) Με γραφική παράσταση  
   β) Εξετάζοντας το πρόσηµο της διαφοράς  )x(g)x(f −  στο διάστηµα  
  που µας ενδιαφέρει. 
Βήµα 3ο Υπολογίζουµε το εµβαδόν της περιοχής µε τη βοήθεια του τύπου 

  [ ]dx)x(g)x(f
β

α
∫ −=Ε   όπου  )x(g)x(f ≥  και  ,αx =  βx =  οι ευθείες  

  µεταξύ των οποίων περικλείεται το χωρίο.  
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Παράδειγµα  1 
 

Να υπολογίσετε το εµβαδόν της γραµµοσκιασµένης περιοχής του σχήµατος που 
περιβάλλεται από τις καµπύλες  xxf =)(  και  .)( 3xxg =  
Λύση:   
Τα κοινά σηµεία των γραφηµάτων των δυο 
συναρτήσεων, είναι οι λύσεις της εξίσωσης: 

( ) ( )f x g x=      ⇒       3x x=      ⇔        
6x x=       ⇔  

6x x 0− =      ⇔       ( )5x x 1 0− =       ⇔  
x 0
x 1
=
=

 

 Άρα έχουµε: 

( )
1 1 1

3 32

0 0

x x dx x x dx
⎛ ⎞

Ε = − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  

1
3

42

0

x x 2 1 8 3
3 4 3 4 12
2

⎡ ⎤
⎢ ⎥ −

= − = − =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

      ⇒        
5 . .

12
Ε = τµ  

 
 
Παράδειγµα   2 
 

Να βρεθεί το εµβαδόν των χωρίων που περικλείονται: 
α.  Από την 2x4xf 2 +=)(  και τις ευθείες 2xκαι0x ==  
β.  Από τις 2x2xf −=)(  και 2xxg =)(  
γ.  Από την ευθεία  2xy +=  και την καµπύλη 2xy =  

δ.  Από την xxf =)(  και 
4

xxg
3

=)(  στο διάστηµα [ ]21,− . 

Λύση: 
α.  Παρατηρούµε ότι είναι: 

( )
2

2

0

4x 2 dxΕ = + =∫       

23

0

x4 2x
3

⎡ ⎤
= ⋅ + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

32 4
3

= +       ⇒     
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44 . .
3

Ε = τµ  

 
 

β.  Τα σηµεία τοµής των γραφηµάτων των δυο συναρτήσεων, είναι οι λύσεις της 
εξίσωσης: 

( ) ( )f x g x=      ⇒       
2 22 x x− =      ⇔      22x 2=      ⇔       2x 1=      

⇔  
x 1= ±  

  Άρα: 

( ) ( )
1

1

f x g x dx
−

Ε = − =⎡ ⎤⎣ ⎦∫  

( )
1

2 2

1

2 x x dx
−

= − − =∫  

13 3

1

x x 2 2 42x 2 2 4
3 3 3 3 3

−

⎡ ⎤
= − − = − + − = −⎢ ⎥
⎣ ⎦

     ⇒  

8 .
3

Ε = τµ  

 
γ.  Τα κοινά σηµεία της ευθείας µε την παραβολή, είναι οι λύσεις του συστήµατος: 

2

y x 2
y x
= + ⎫

⎬= ⎭
    ⇔      2

y x 2
x x 2
= + ⎫

⎬= + ⎭
     ⇔     

2x x 2 0
y x 2

⎫− − =
⎬

= + ⎭
   (1) 

 
 Για το τριώνυµο, έχουµε  1 8 9 0∆ = + = > , εποµένως οι ρίζες του είναι: 

1
1,2

2

x 21 3x
x 12

=⎧±
= = ⎨ = −⎩

 

 Εποµένως  ισοδύναµα του συστήµατος (1), 
έχουµε: 

x 2
y x 2

= ⎫
⎬= + ⎭

     ⇔     
x 2
y 4
=
=

       ή      

 

 
x 1

y x 2
= − ⎫

⎬= + ⎭
    ⇔     

x 1
y 1
= −
=

 

 Άρα τα κοινά σηµεία των γραφηµάτων των 
δυο συναρτήσεων, είναι: 

 
( )2,4Α    και     ( )1,1Β −  

  Στη συνέχεια, παρατηρούµε ότι: 
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( )
22 2 3

2

1 1

x x 8 1 1x 2 x dx 2x 2 4 2
2 3 3 2 3− −

⎡ ⎤
Ε = + − = + − = + − − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫       ⇒  

 
9 . .
2

Ε = τµ  

 
δ.  Παρατηρούµε ότι: 

( ) ( )
3 2 2x x 4 xf x g x x x 1 x

4 4 4
⎛ ⎞ −

− = − = − = ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

       ⇒  

( ) ( ) ( )( )1f x g x x 2 x 2 x
4

− = − +   (1) 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

  Τα κοινά σηµεία των γραφηµάτων των δυο συναρτήσεων, είναι οι ρίζες της εξίσωσης: 

( ) ( )f x g x=       ⇔      ( ) ( )f x g x 0− =       
(1)

⇔  

( )( )1 x 2 x 2 x 0
4

− + =      ⇔      
x 0
x 2

x 2

=
=
= −

 

Συγχρόνως από την (1), µε την βοήθεια του πίνακα που ακολουθεί, προσδιορίζουµε το 
πρόσηµο της διαφοράς  ( ) ( )f x g x− , στα διαστήµατα που µας ενδιαφέρουν και τα οποία 
είναι: 

[ ]1,0−    και   [ ]0,2  
 
 
 
 
 

  Συνέπεια των προηγουµένων παρατηρήσεων, έχουµε: 
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     ( ) ( ) ( ) ( )
0 2 0 23 3

1 0 1 0

x xg x f x dx f x g x dx x dx x dx
4 4− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Ε = − + − = − + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫    ⇒  

0 24 2 2 4

1 0

x x x x 1 1 72 1 1
16 2 2 16 16 2 16

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
Ε = − + − = − + + − = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
     ⇒  

 
23 . .
16

Ε = τµ  

 


