
 
 

 
 

 
 
 

 ΟΛΟΚΛΗΡ ΩΣΗ  Ρ ΗΤΩΝ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 
 

 ΕΙΔΙΚΗ  ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ  ΡΗΤΗΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 
 

 
 

 
 

 Η ίδια μεθοδολογία εφαρμόζεται και για ολοκληρώματα της  

μορφής  : 
 

 



 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ 

ΡΗΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 

 
 
 
 
 
 

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1
η

 

 

Ο ΒΑΘΜΟΣ ΤΟΥ ΑΡΙΘΜΗΤΗ ΕΙΝΑΙ 

ΜΙΚΡΌΤΕΡΟΣ ΑΠΟ ΤΟ 

ΒΑΘΜΟ ΤΟΥ ΠΑΡΟΝΟΜΑΣΤΗ 



 
 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Αν ο βαθμός του αριθμητή είναι μικρότερος από το βαθμό του παρονομαστή, τότε 

παραγοντοποιούμε τον παρονομαστή της ρητής συνάρτησης και έχουμε: 

 

α) Αν ο παρανομαστής πλέον παραγοντοποιημένος έχει τη μορφή: 
 

Q(x) = (x – ρ1)·(x – ρ2)·(x – ρ3) 
 

δηλαδή έχει απλές ρίζες, τότε η ρητή συνάρτηση αναλύεται σε απλά κλάσματα, 

ως εξής: 



 
 

 
 

 



 

 



 
 

Παράδειγμα 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



 
 

 
 

β) Αν ο παρανομαστής πλέον παραγοντοποιημένος έχει τη μορφή: 
 

Q(x) = (x – ρ1)·(x – ρ2)
3
 

δηλαδή έχει και απλές και πολλαπλές ρίζες, τότε η ρητή συνάρτηση αναλύεται σε 

απλά κλάσματα, ως εξής: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Παράδειγμα 
 

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: 



 

 



 
 

 
 

γ) Αν ο παρανομαστής πλέον παραγοντοποιημένος έχει τη μορφή: 
 

Q(x) = (x – ρ1)·(x
2 

+p·x + q), με Δ = p
2 

– 4q < 0 
 

δηλαδή έχει πραγματικές και απλές μιγαδικές ρίζες, τότε η ρητή συνάρτηση 

αναλύεται σε απλά κλάσματα, ως εξής: 



 
 

 
 

 



 
 

 
 

 



 
 

Παράδειγμα 
 

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα: 
 

 



 
 

 
 

 



 
 

 
 

 
 

δ) 



 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ 

ΡΗΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 

 
 
 
 
 
 

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2
η

 

 

Ο ΒΑΘΜΟΣ ΤΟΥ ΑΡΙΘΜΗΤΗ ΕΙΝΑΙ 

ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΟΣ Ή ΙΣΟΣ ΑΠΟ ΤΟ 

ΒΑΘΜΟ ΤΟΥ ΠΑΡΟΝΟΜΑΣΤΗ 



 
 

 
 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Αν ο βαθμός του αριθμητή είναι μεγαλύτερος ή ίσος από το βαθμό του 

παρονομαστή, τότε εκτελούμε τη διαίρεση P(x):Q(x). Από τον αλγόριθμο της 

διαίρεσης, προκύπτει ότι: 



 
 

 
 

 
 

 



 
 

 


