
1. ∆ίνεται ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ( Α̂ =90ο) και Α∆ η διχοτόµος της γωνίας 
      A. Από το σηµείο ∆ φέρουµε παράλληλη προς την ΑΒ που τέµνει την πλευρά ΑΓ στο 
      σηµείο Ε. Να αποδείξετε ότι: 

      α) Α∆=
2

ΒΓ
        β) Το τρίγωνο ∆ΕΓ είναι ορθογώνιο.       γ) ∆Ε=

2

ΑΓ
. 

 
2. ∆ίνεται παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ µε γωνία Α=120° και ΑΒ=2Α∆. Φέρουµε τη διχοτόµο της 
      γωνίας ∆ του παραλληλογράµµου, η οποία τέµνει την ΑΒ στο Ε, και στη συνέχεια το κάθετο 
       τµήµα ΑΖ στη ∆Ε. Να αποδείξετε ότι: 

       α) �Α∆Ε=30° 

       β) ΑΖ=
4

ΑΒ
. 

  
3. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Â =90o) µε ΒΓ=8cm. Έστω ΑΜ είναι διάµεσος του   
      τριγώνου και Μ∆⊥ΑΓ. Αν η γωνία ΑΜΓ είναι ίση µε 120ο, τότε: 
      α) Να δείξετε ότι ΑΒ=4cm.  
      β) Να βρείτε το µήκος της Μ∆. 
 
 
 
 
 
 
 
 
4. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ). Στην προέκταση της ΒΑ (προς το µέρος της 
      κορυφής Α) παίρνουµε σηµείο ∆ ώστε ΑΒ=Α∆ και στην προέκταση της ∆Γ (προς το µέρος   
     της κορυφής Γ) παίρνουµε σηµείο Ε ώστε ∆Γ=ΓΕ. 
     α) Να δείξετε ότι το τρίγωνο ∆ΓΒ είναι   
         ορθογώνιο.  

     β) Να δείξετε ότι ΒΕ//ΑΓ και AΓ=
2

ΒΕ
. 

  
 
 
5. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ). Φέρουµε, εκτός του τριγώνου, τις ηµιευθείες Αx   
      και Αy τέτοιες ώστε Αx⊥ΑΒ και Αy⊥ΑΓ. Στις Αx και Αy θεωρούµε τα σηµεία ∆ και Ε   
      αντίστοιχα, ώστε Α∆=ΑΕ. 
      α) Να αποδείξετε ότι Β∆=ΓΕ.  
      β) Αν Μ και Ν είναι τα µέσα των τµηµάτων Β∆ και ΓΕ   
          αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΜΝ   
          είναι ισοσκελές. 
   
 
 
 
 
 
 



6. ∆ίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ και γωνία Γ=30Ο. Θεωρούµε το ύψος Α∆ 
      και το µέσο Ζ της πλευράς ΑΓ. Προεκτείνουµε το ύψος Α∆ (προς το ∆) κατά ίσο 
      τµήµα ∆Ε. Να αποδείξετε ότι: 

      α) ∆Ζ=
A

2

Γ
.  

      β) Το τρίγωνο ΑΓΕ είναι ισόπλευρο. 
 
7. ∆ίνεται γωνία xOy και σηµείο Α στο εσωτερικό   
      της. Από το Α φέρνουµε τις κάθετες ΑΒ,    
      ΑΓ προς τις πλευρές Οx, Oy της γωνίας αντίστοιχα,   
      και ονοµάζουµε Μ το µέσο του ΟΑ. Να αποδείξετε   
      ότι: 
      α) Το τρίγωνο ΒΜΓ είναι ισοσκελές.  

      β) � �2 xOyΒΜΓ = ⋅ .  
 
 
 
 
8. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α=90ο). Έστω ∆   
      σηµείο της πλευράς ΑΓ τέτοιο ώστε, η   
      διχοτόµος ∆Ε της γωνίας Α∆Β να είναι παράλληλη   
      στην πλευρά ΒΓ. Να αποδείξετε ότι:  
      α) Το τρίγωνο Β∆Γ είναι ισοσκελές.   
      β) Αν Α∆Β=60ο, τότε:  
            i. να υπολογίσετε τη γωνία Γ.   
           ii. να αποδείξετε ότι ΒΓ=2ΑΒ. 
 
 
 
9. Θεωρούµε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Α=900) µε ˆ ˆ2Β = Γ . Από το µέσο Μ της ΒΓ φέρνουµε   
      ευθεία παράλληλη στην ΑΒ , η οποία τέµνει την πλευρά ΑΓ στο ∆.  
      α) Να υπολογίσετε:  
           i. τις γωνίες και του τριγώνου ΑΒΓ.   
          ii. τις γωνίες του τριγώνου ΑΜΓ.   
      β) Να αποδείξετε ότι η ευθεία Μ∆ είναι µεσοκάθετος του ΑΓ. 
 
 
 
 
 
 
 
10. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Τα σηµεία ∆ και Ε είναι τα µέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.   
       Επιπλέον ισχύουν Α∆=Ε∆=∆Β µε ΑΕ=8 και ∆Β=10 .  
       α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΕΒ είναι   
            ορθογώνιο.   
       β) Να αποδείξετε ότι ΒΓ=20.   
       γ) Να υπολογίσετε την περίµετρο του τριγώνου ΑΒΓ. 
 



11. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Τα σηµεία ∆ και Ε είναι τα µέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.   
       Επιπλέον ισχύουν Α∆=Ε∆=∆Β µε ΑΕ=8 και ∆Β=10 .  
       α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΕΒ είναι   
            ορθογώνιο.   
       β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές.   
       γ) Να υπολογίσετε την περίµετρο του τριγώνου ΑΒΓ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
12. Στο παρακάτω σχήµα είναι ε1//ε2 και AB=6.  
      α) Να υπολογίσετε τις γωνίες φ και ω.   
      β) Να προσδιορίσετε το είδος του τριγώνου ΑΒΚ ως προς τις γωνίες του.   
      γ) Να υπολογίσετε το µήκος της ΑΚ, αιτιολογώντας την απάντηση σας. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
13. ∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Φέρουµε την εξωτερική διχοτόµο Αx της γωνίας Α και από   
      το σηµείο Γ την κάθετο Γ∆ στην Αx. Τα σηµεία Ε και Ζ είναι τα µέσα των πλευρών ΑΒ και   
      ΑΓ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:  
      α) το τρίγωνο ΑΖ∆ είναι ισόπλευρο.  
      β) το τετράπλευρο Α∆ΖΕ είναι ρόµβος.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

14.  Σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ˆ ˆA +Γ =120ο και ˆ ˆ3Α = Γ .  
         α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και να υπολογίσετε τις γωνίες του.     
         β) Αν η πλευρά ΒΓ=2cm να βρείτε το µήκος της ΑΒ. 
 
 



15. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε Α̂ =90ο και Γ̂ =25ο . ∆ίνονται επίσης η διάµεσος ΑΜ,   
       το ύψος ΑΗ από την κορυφή Α και η διχοτόµος Α∆ της γωνίας Α.  
        α) Να υπολογίσετε τις γωνίες ΑΜΒ, ΗΑΒ και Α∆Β.   

        β) Να αποδείξετε ότι � �ΜΑ∆ = ∆ΑΗ =20ο.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
16. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (µε Α̂ =90ο) και η διχοτόµος της γωνίας Γ τέµνει την   
        πλευρά ΑΒ στο σηµείο ∆, τέτοιο ώστε Γ∆=∆Β=2cm. Να αποδείξετε ότι:  
        α) Β̂ =30ο.   
        β) ΑΒ=3cm. 
 
 
 
 
 
 
 
 
17. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε τη γωνία Α ορθή, ˆ ˆ2Γ = Β  και Α∆ το ύψος του. 
        α) Να υπολογιστούν οι οξείες γωνίες του   
            τριγώνου ΑΒΓ.  
        β) Να υπολογιστεί η γωνία ΒΑ∆.  

        γ) Να αποδείξετε ότι Β∆=
2

ΑΒ
.  

 
 
 
 
 

18. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε τη γωνία Α ορθή και Μ το µέσο της ΒΓ. Φέρουµε 
        ηµιευθεία Αx παράλληλη στη ΒΓ (στο ηµιεπίπεδο που ορίζει η ΑΜ µε το σηµείο Γ). 
        Να αποδείξετε ότι: 

       α) � �ΜΑΓ =ΜΓΑ   
       β) η ΑΓ είναι διχοτόµος της γωνίας    
           ΜΑx. 
 
 
 
 



19. Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε Â =90o και B̂ =30o. Αν τα σηµεία Ε και ∆ είναι τα 
        µέσα των ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα µε Ε∆=1, να υπολογίσετε τα τµήµατα: 
        α) ΑΓ=…  
        β) ΒΓ=…..  
        γ) Α∆=…..  
            Να δικαιολογήσετε τις απαντήσεις σας. 
 
 
 
 
 
 
 
 
20. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=ΑΓ. Από τα µέσα Κ και Λ των πλευρών ΑΒ και ΑΓ 
       αντίστοιχα, φέρουµε τα κάθετα τµήµατα ΚΕ και ΛΖ στην   
       πλευρά ΒΓ. Να αποδείξετε ότι: 
       α) Τα τρίγωνα ΚΕΓ και ΛΖΒ είναι ίσα.  
       β) ΕΗ=ΖΘ, όπου Η , Θ τα µέσα των τµηµάτων ΚΓ, ΛΒ   
           αντίστοιχα. 
 
 
 
 
 
 
21. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ). Στις προεκτάσεις των πλευρών ΑΒ και ΑΓ προς   
         το Α φέρνουµε τµήµατα Β∆ και ΓΕ κάθετα στις ΑΓ και ΑΒ αντίστοιχα. 
         α) Να αποδείξετε ότι Β∆ = ΓΕ .  
         β) Αν Μ το µέσο της ΒΓ τότε: 
              i. Να αποδείξετε ότι Μ∆ = ΜΕ.  
             ii. Nα αποδείξετε ότι η ΑΜ διχοτοµεί τη   
                 γωνία ∆ΜΕ. 
 
 
 
 
 
 
 
22. Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε B̂ =90ο και Ζ το µέσο του ΑΓ. Με υποτείνουσα το ΑΓ   
        κατασκευάζουµε ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο Α∆Γ µε ∆̂=90o . 
        α) Να αποδείξετε ότι ΒΖ = ∆Ζ .  

        β) Αν �A BΓ =30o, να υπολογίσετε τις   
            γωνίες ΒΑ∆ και ΒΓ∆ . 
 
 
 
 



23. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε Â =90ο και ˆ ˆB > Γ  φέρουµε το ύψος του Α∆ και την   
        διάµεσο ΑΜ στην πλευρά ΒΓ. Να αποδείξετε ότι:  
        α) οι γωνίες Β και ΓΑ∆  είναι ίσες,   

        β) � ɵ2ΑΜ∆ = ⋅Γ . 
 
 
24. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ τέτοιο, ώστε ΑΓ<ΑΒ. Στην πλευρά ΑΒ θεωρούµε σηµείο ∆ τέτοιο   
        ώστε Α∆=ΑΓ και στην προέκταση της ΒΑ (προς το Α) θεωρούµε σηµείο Ε τέτοιο ώστε      
        AE=AΓ. Να αποδείξετε ότι:  
        α) ∆Γ⊥EΓ. 
        β) η γωνία ΕΑΓ είναι διπλάσια της γωνίας Α∆Γ. 
 
25. Σε παραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ είναι Β̂ =120ο και ∆Ε⊥ΒΓ. Έστω ΕΖ η διάµεσος του   
        τριγώνου ∆ΕΓ.  
        α) Να υπολογίσετε τις γωνίες Α και Γ του   
             παραλληλογράµµου.   
        β) Αν Κ είναι το µέσο της πλευράς ΑΒ, να   
             αποδείξετε ότι ΕΖ=ΑΚ.   
        γ) Να υπολογίσετε τη γωνία ΕΖΓ. 
 
 
26. ∆ίνεται ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και στο εσωτερικό του θεωρούµε τα σηµεία Γ, ∆ ώστε να   
        ισχύει ΑΓ=Γ∆=∆Β. Επίσης θεωρούµε σηµείο Ο εκτός του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ έτσι   
        ώστε να ισχύουν ΟΓ=ΑΓ και Ο∆=∆Β. 
        α) Να αποδείξετε ότι: 
              i. η γωνία ΓΟ∆ είναι 60ο 
             ii. οι γωνίες ΟΑΓ, ΟΒ∆ είναι ίσες και κάθε µια ίση   
                 µε 30ο.  
        β) Αν Μ το µέσον του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ, να   
             αποδείξετε ότι 2ΟΜ=ΟΑ. 
 
27. Σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει ˆ ˆ ˆA 2+Γ = Β  και έστω Α∆ ύψος και ΒΕ διχοτόµος του τριγώνου 
        που τέµνονται στο Ζ. 
        α) Να αποδείξετε ότι: 
             i. Β̂ =60o και ΑΖ=ΒΖ.  

            ii. Α∆=
3

2
ΒΖ. 

       β) Αν είναι γνωστό ότι το τρίγωνο ΑΖΕ είναι   
           ισόπλευρο, να υπολογίσετε τις άλλες 
           γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ. 
 
28. Στο παρακάτω σχήµα δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, τα ύψη του Β∆ και ΓΕ που τέµνονται στο 
        σηµείο Η και το µέσο Μ της πλευράς ΒΓ. 
       α) Να αποδείξετε ότι 
             i. Μ∆=ΜΕ  
            ii. Η ευθεία ΑΗ τέµνει κάθετα τη ΒΓ και ότι   

                 � ˆΑΗ∆ = Γ , όπου Γ η γωνία του τριγώνου 
                ΑΒΓ.  



      γ) Να βρείτε το ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΗ. 
 
29. Οι κύκλοι (Κ, ρ) και (Λ, 3ρ) εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο Α. Μία ευθεία ε 
        εφάπτεται εξωτερικά και στους δυο κύκλους στα σηµεία Β και Γ αντίστοιχα και τέµνει την     
        προέκταση της διακέντρου ΚΛ στο σηµείο Ε. Φέρουµε από το σηµείο Κ παράλληλο τµήµα   
        στην ε που τέµνει το τµήµα ΛΓ στο ∆. 
        α) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο ΒΓ∆Κ είναι   
            ορθογώνιο.  
        β) Να αποδείξετε ότι η γωνία ∆ΚΛ είναι 30ο.  
        γ) Να αποδείξετε ότι το τµήµα ΕΛ=6ρ, όπου ρ η   
            ακτίνα του κύκλου (Κ, ρ). 
 
 
 
 
 
30. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ˆ ˆ2Β = Γ , και η διχοτόµος Β∆ της γωνίας Β. Από το µέσο Μ της ΑΓ   
        φέρνουµε παράλληλη στη διχοτόµο Β∆ που τέµνει την πλευρά ΒΓ στο Ν. Να αποδείξετε   
        ότι:  
        α) Το τρίγωνο Β∆Γ είναι ισοσκελές.   
        β) Το τρίγωνο ΜΝΓ είναι ισοσκελές.   
        γ) ΑΝ⊥ΒΓ.  
 
 
 
 
 
31. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ. Έστω Αx η εξωτερική διχοτόµος της γωνίας A.  
        α) Να αποδείξετε ότι:  

              i. 
ˆ ˆ ˆ

ˆ 180
2 2
εξ ο

εξ

Α Γ−Β
+Β = + , όπου ˆ

εξΑ  και ˆ
εξΒ  παριστάνουν τις εξωτερικές γωνίες των   

                Α και Β αντίστοιχα.   
            ii. Η εξωτερική διχοτόµος της γωνίας Α τέµνει την προέκταση της πλευράς ΓΒ (προς το   
                µέρος του Β) σε σηµείο Ζ.   

        β) Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο στο Α και �ΑΖΒ =15ο, να αποδείξετε ότι ΒΓ=2ΑΒ. 
 
32. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε γωνία Α=120ο και γωνία Β=45ο . Στην προέκταση της ΒΑ προς το   
        Α, παίρνουµε τµήµα Α∆=2ΑΒ. Από το ∆ φέρνουµε την κάθετη στην ΑΓ που την τέµνει στο   
        σηµείο Κ. Να αποδείξετε ότι:  
        α) Η γωνία Α∆Κ είναι ίση µε 30ο.   
        β) Το τρίγωνο ΚΑΒ είναι ισοσκελές.   

        γ) Αν Ζ το µέσο της ∆Α, τότε �ΖΚΒ=90ο.   
        δ) Το σηµείο Κ ανήκει στη µεσοκάθετο του   
             τµήµατος Β∆. 
 
 
 
 
 



33. ∆ίνεται τυχαίο τρίγωνο ΑΒΓ και η διάµεσος του ΑΜ. Έστω ότι ∆ είναι το µέσο της ΑΜ   

        τέτοιο ώστε Β∆=
2

ΒΓ
  και �Α∆Β =120ο.  

        α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου Β∆Μ.    
        β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο Β∆Γ είναι ορθογώνιο.   
        γ) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα Α∆Β και ∆ΜΓ είναι ίσα.  
       δ) Αν το σηµείο Κ είναι η προβολή του ∆ στην ΒΓ, να   
           αποδείξετε ότι 2ΜΚ=Α∆. 
 
 
 
34. ∆ίνεται ορθογώνιο ΑΒΓ∆ µε κέντρο Ο και ΑΒ>ΒΓ, ΑΓ=2ΒΓ. Στην προέκταση της   
        πλευράς ∆Α (προς το Α) παίρνουµε σηµείο Ε ώστε ∆Α=ΑΕ.  
        α) Να αποδείξετε ότι:  
              i. Το τετράπλευρο ΑΕΒΓ είναι παραλληλόγραµµο.  
            ii. Το τρίγωνο ΕΒ∆ είναι ισόπλευρο.   
        β) Αν η ΕΟ τέµνει την πλευρά ΑΒ στο σηµείο Ζ, να   
             αποδείξετε ότι ∆Ζ⊥ΕΒ. 
 
 
 
35. ∆υο ίσοι κύκλοι (Ο,ρ) και (Κ,ρ) εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο Ε. Αν ΟΑ και ΟΒ είναι   
        τα εφαπτόµενα τµήµατα από το σηµείο Ο στον κύκλο (Κ,ρ) να αποδείξετε ότι:  
        α) ΑΕ=ΒΕ.  

        β) �ΑΟΚ =30ο.  
        γ) Το τετράπλευρο ΑΚΒΕ είναι ρόµβος. 
 
 
 
 
 
36. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε τη γωνία Α ορθή. Φέρουµε τη διάµεσο του ΑΜ και σε   
        τυχαίο σηµείο Κ αυτής φέρουµε κάθετη στην ΑΜ η οποία τέµνει τις ΑΒ και ΑΓ στα σηµεία   
        ∆ και Ε αντίστοιχα. Αν Η είναι το µέσο του ∆Ε να αποδείξετε ότι:  

        α) �Β̂ = ΒΑΜ .  

        β) � �Α∆Η = ∆ΑΗ .  
        γ) Η ευθεία ΑΗ τέµνει κάθετα τη ΒΓ. 
 
37. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=ΑΓ και ∆, Ε τα µέσα των πλευρών του ΑΒ και ΑΓ   
        αντίστοιχα. Στην προέκταση της ∆Ε (προς το Ε) θεωρούµε σηµείο Λ ώστε ΕΛ=ΑΕ και   
        στην προέκταση της Ε∆ (προς το ∆) θεωρούµε σηµείο Κ τέτοιο ώστε ∆Κ=Α∆. Να   
        αποδείξετε ότι:  
        α) Κ∆=ΛΕ.   
        β) Τα τρίγωνα ΑΚΒ και ΑΛΓ είναι ορθογώνια.   
        γ) Τα τρίγωνα ΑΚΒ και ΑΛΓ είναι ίσα. 
 
 
38. ∆ίνονται δυο παράλληλες ευθείες (ε) και (ζ), και µια τρίτη που τις τέµνει στα σηµεία Α και   
        Β αντίστοιχα. Θεωρούµε τις διχοτόµους των εντός και επί τα αυτά µέρη γωνιών που   



        σχηµατίζονται, οι οποίες τέµνονται σε σηµείο ∆. Αν Μ είναι το µέσον του ΑΒ, να   
        αποδείξετε ότι:  
        α) Η γωνία Β∆Α είναι ορθή.   

        β) � �2ΒΜ∆ = ⋅Μ∆Α .  
        γ) Μ∆//ε.  
 
  
 
 
 
39. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε τη γωνία Α ορθή και Μ τυχαίο σηµείο τής πλευράς ΒΓ.   
        Φέρουµε τις διχοτόµους γωνιών ΒΜΑ και ΑΜΓ οι οποίες τέµνουν τις ΑΒ και ΑΓ στα   
        σηµεία ∆ και Ε αντίστοιχα.  
        α) Να αποδείξετε ότι, η γωνία ∆ΜΕ είναι ορθή.   
        β) Αν Κ το µέσον του ∆Ε, να αποδείξετε ότι  
            ΜΚ=ΚΑ. 
 
 
 
 
 
40. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε τη γωνία Α ορθή και ΑΜ η διάµεσος του. Από το Μ    
        φέρουµε ΜΚ κάθετη στην ΑΒ και ΜΛ κάθετη στην ΑΓ. Αν Ν, Ρ είναι τα µέσα των ΒΜ και   
        ΓΜ αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι:  

        α) � �ΝΚΜ = ΝΜΚ .   
        β) Η ΜΚ είναι διχοτόµος της γωνίας ΝΜΑ.  
        γ) ΑΜ=ΚΝ+ΛΡ. 
 
 
41. ∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και το ύψος του ΓΕ. Στην προέκταση της ΓΒ (προς το Β)     

        θεωρούµε σηµείο ∆ τέτοιο ώστε Β∆=
2

ΒΓ
. Αν η ευθεία ∆Ε τέµνει την ΑΓ στο Ζ και   

        ΖΘ//ΒΓ:  
        α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο Β∆Ε είναι ισοσκελές και το τρίγωνο ΑΘΖ είναι   
            ισόπλευρο.   
        β) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΘΕΖ.  
        γ) Να αποδείξετε ότι ΑΕ=2ΘΖ.   
        δ) Να αποδείξετε ότι 3ΑΒ=4ΘΒ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



42. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε Α̂ =90ο και ˆ ˆ2Β = Γ . Φέρουµε το ύψος του Α∆ και   
        σηµείο Ε στην προέκταση της ΑΒ τέτοιο ώστε ΒΕ=Β∆. 
       α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου Β∆Ε.   
       β) Να αποδείξετε ότι:  

             i. BE=
2

ΑΒ
.   

            ii. ΑΕ=Γ∆.  
 
 
 
 
 
 
 
43. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε Α̂ =90ο και Γ̂ =30ο µε Μ και Ν τα µέσα των πλευρών   
         ΒΓ και ΑΒ αντίστοιχα. Έστω ότι η µεσοκάθετος της πλευράς ΒΓ τέµνει την ΑΓ στο   
         σηµείο Ε. 
         α) Να αποδείξετε ότι: 
               i. η ΒΕ είναι διχοτόµος της γωνίας Β.  

              ii. ΑΕ=
2

ΓΕ
.  

            iii. η ΒΕ είναι µεσοκάθετος της διαµέσου   
                  ΑΜ. 
         β) Αν Α∆ είναι το ύψος του τριγώνου ΑΒΓ   
              που τέµνει την ΒΕ στο Η, να αποδείξετε   
            ότι τα σηµεία Μ, Η και Ν είναι συνευθειακά. 
 
 
44. Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε Α̂ =90ο. Στην πλευρά ΒΓ θεωρούµε τα σηµεία Κ, Μ, Λ   
        ώστε ΒΚ=ΚΜ=ΜΛ=ΛΓ. Αν τα σηµεία ∆ και Ε είναι τα µέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ  
        αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι:  
        α) Το τετράπλευρο ∆ΕΛΚ είναι παραλληλόγραµµο.   
        β) Η διάµεσος του τραπεζίου Κ∆ΑΜ ισούται µε  

             
3

8
ΒΓ . 

 
 
 
45. ∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Στην προέκταση της ΒΓ (προς το Γ) θεωρούµε τµήµα   
        Γ∆=ΒΓ. Αν Μ, Κ και Λ είναι τα µέσα των πλευρών ΒΓ, ΑΒ και Α∆ αντίστοιχα τότε:  
        α) Να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΒΑ∆.   
        β) Να αποδείξετε ότι:  
            i) Το τετράπλευρο ΚΛΓΜ είναι ισοσκελές   
                τραπέζιο µε τη µεγάλη βάση διπλάσια από τη   
                µικρή.  
            ii) Το τρίγωνο ΚΜΛ είναι ορθογώνιο. 
 
 
 



46. ∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Με βάση την ΑΒ κατασκευάζουµε ισοσκελές τρίγωνο   
        Α∆Β, εκτός του τριγώνου ΑΒΓ, µε γωνία ∆̂=120ο. Θεωρούµε τα µέσα Ζ και Η των   
        πλευρών Α∆ και ΑΓ αντίστοιχα.  
        α) Να αποδείξετε ότι η ∆Γ είναι µεσοκάθετος του   
             ΑΒ.   
        β) Αν η ∆Γ τέµνει την ΑΒ στο Θ, να αποδείξετε   
            ότι η γωνία ΖΘΗ είναι ορθή.  
        γ) Αν ΖΚ είναι η κάθετη στην ΑΒ από το σηµείο   

           Ζ, να αποδείξετε ότι ΖΚ=
4

Α∆
. 

 
 
 
 
47. ∆ίνεται οξυγώνιο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=ΑΓ. Φέρνουµε τµήµα Α∆ κάθετο στην   
        ΑΒ και τµήµα ΑΕ κάθετο στην ΑΓ µε Α∆=ΑΕ. Θεωρούµε τα µέσα Ζ, Η και Μ τα µέσα των   
        ∆Β, ΕΓ και ΒΓ αντίστοιχα. 
        α) Να αποδείξετε ότι: 
              i. Τα τρίγωνα Α∆Β και ΑΕΓ είναι ίσα.  
             ii. Το τρίγωνο  ΖΑΗ είναι ισοσκελές.  
            iii. Η ΑΜ είναι µεσοκάθετος του ΖΗ.  
        β) Ένας µαθητής συγκρίνοντας τα τρίγωνα Α∆Β και   
            ΑΕΓ έγραψε τα εξής: 
           « 1. Α∆=ΑΕ από υπόθεση 
              2. ΑΒ=ΑΓ πλευρές ισοσκελές τριγώνου 

              3. � �∆ΑΒ = ΕΑΓ  ως κατακορυφήν. 
        Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα έχοντας δυο πλευρές ίσες  
        µια προς µια και την περιεχόµενη γωνία ίση». 
        Ο καθηγητής είπε ότι αυτή η λύση περιέχει λάθος   
        µπορείς να το εντοπίσεις; 
 
48. Έστω ισοσκελές  τρίγωνο ΑΒΓ µε Â =120ο. Φέρουµε ηµιευθεία Αx κάθετη στην ΑΓ στο   
        Α, η οποία τέµνει τη ΒΓ στο ∆. Έστω Λ το µέσο του ΑΒ και Κ το µέσο του ∆Γ. Να   
        αποδείξετε ότι:  
        α) Το τρίγωνο Α∆Β είναι ισοσκελές.    
        β) ∆Γ=2Β∆.  
        γ) Λ∆//ΑΚ.   
        δ) ΑΚ=2Λ∆. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



49. Έστω κύκλος µε κέντρο Ο και διάµετρο ΚΛ. Έστω Α σηµείο του κύκλου ώστε η ακτίνα   
        ΟΑ να είναι κάθετη στην ΚΛ. Φέρουµε τις χορδές ΑΒ=ΑΓ=ρ. Έστω ∆ και Ε τα σηµεία   
        τοµής των προεκτάσεων των ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα µε την ευθεία της διαµέτρου ΚΛ.  
        Να αποδείξετε ότι:  
        α) Η γωνία ΒΑΓ είναι 120ο.  
        β) Τα σηµεία Β και Γ είναι µέσα των   
            Α∆ και ΑΓ αντίστοιχα.  
       γ) ΚΓ=ΛΒ. 
 
 
 
 
 
 
50. Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε Α̂ =90ο και ∆, Ε και Ν τα µέσα των ΑΒ, ΑΓ και ∆Ε    
        αντίστοιχα. Στο τµήµα ΒΓ θεωρούµε σηµεία Κ και Λ ώστε ∆Κ=ΚΒ και ΕΛ=ΛΓ.  
       Να αποδείξετε ότι:  

      α) � ˆ2∆ΚΛ = Β  και � ˆ2ΕΛΚ = Γ .  
      β) Το τετράπλευρο ∆ΕΛΚ είναι   
          παραλληλόγραµµο µε ∆Ε=2∆Κ. 

      γ) ΑΝ=∆Κ=
4

ΒΓ
.  

 
 
 
51. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ>ΑΓ), Α∆ το ύψος του και Μ το µέσο του ΑΒ. Η προέκταση της   
        Μ∆ τέµνει την προέκταση της ΑΓ στο σηµείο Ε ώστε Γ∆=ΓΕ. Να αποδείξετε ότι:  
       α) ˆ ˆΒ = Ε .   

       β) �ˆ ˆ2Γ = Β = ΑΜ∆ .  
       γ) ΓΕ<ΑΓ. 
 
 
 
 
52. Έστω ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α̂ =90ο). Με διάµετρο την πλευρά του ΑΓ φέρουµε κύκλο   
        που τέµνει την υποτείνουσα ΒΓ στο ∆. Από το ∆ φέρουµε εφαπτόµενο τµήµα το οποίο    
        τέµνει την ΑΒ στο Μ. Να αποδείξετε ότι:  

        α) � ˆΓΑ∆ = Β .    
        β) Το τρίγωνο ∆ΜΒ είναι ισοσκελές.   
        γ) Το Μ είναι το µέσο του ΑΒ. 
 
 
 
 


