
1. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=ΑΓ είναι Â =80°. Παίρνουµε τυχαίο σηµείο Ε στην 
     πλευρά ΒΓ και κατόπιν τα σηµεία ∆ και Ζ στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα έτσι ώστε    
     Β∆=ΒΕ και ΓΕ=ΓΖ. 
     α) Να υπολογίσετε τις γωνίες των τριγώνων Β∆Ε   
          και ΓΖΕ.  
     β) Να υπολογίσετε τη γωνία ∆ΕΖ. 
 
 
 
 
 
 
2. Ένας µαθητής της Α' λυκείου βρήκε έναν τρόπο να κατασκευάζει παράλληλες ευθείες. Στην   
      αρχή σχεδιάζει µια τυχαία γωνία xΟy . Στη συνέχεια µε κέντρο την κορυφή Ο της γωνίας   
      σχεδιάζει δυο οµόκεντρους διαφορετικούς κύκλους µε τυχαίες ακτίνες. Ο µικρότερος κύκλος   
     τέµνει τις πλευρές Οx και Οy της γωνίας στα σηµεία Α, Β αντίστοιχα και ο µεγαλύτερος στα   
     σηµεία Γ, ∆. Ισχυρίζεται ότι οι ευθείες που ορίζονται από τις χορδές ΑΒ και Γ∆ είναι   
     παράλληλες. Μπορείτε να το δικαιολογήσετε; 
 
3. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ στο οποίο η εξωτερική γωνία Α είναι διπλάσια της εσωτερικής 
      γωνίας Β. 
      α) Να δείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές µε ΑΒ=ΑΓ.  
      β) Η µεσοκάθετη της πλευράς ΑΒ τέµνει την πλευρά ΑΓ στο εσωτερικό της σηµείο ∆. 
          Αν η γωνία Α∆Β είναι ίση µε 80ο, τότε να υπολογίσετε τις γωνίες του τριγώνου ΑΒΓ. 
 
4. ∆ίνεται το ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=ΑΓ. Φέρουµε, εκτός του τριγώνου, τις ηµιευθείες    
      Αx και Αy τέτοιες ώστε Αx⊥ΑΒ και Αy⊥ΑΓ. Οι κάθετες στην πλευρά ΒΓ στα σηµεία Β και   
      Γ τέµνουν τις Αx και Αy στα σηµεία ∆ και Ε αντίστοιχα. 
      α) Να αποδείξετε ότι Β∆=ΓΕ.  
      β) Αν η γωνία ΒΑΓ είναι ίση µε 80ο, να υπολογίσετε τις   
          γωνίες του τριγώνου ∆ΑΕ. 
 
 
 
 
 
 
 
5. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε Β̂ =40ο και Γ̂ =60ο. Επιπλέον, τα σηµεία ∆, Ε και Ζ είναι τα µέσα    
      των πλευρών του ΑΒ, ΒΓ και ΓΑ αντίστοιχα.  
      α) Να υπολογίσετε τη γωνία Α̂  του τριγώνου ΑΒΓ.   

      β) Να αποδείξετε ότι � �Β∆Ε = ΕΖΓ =80ο.   

      γ) Να υπολογίσετε τη γωνία �∆ΕΖ . 
 
 
 
 
 
 



6. ∆ίνεται ευθεία ε του επιπέδου. Τα παράλληλα τµήµατα ΑΒ και Γ∆ καθώς και ένα τυχαίο   
      σηµείο Ε βρίσκονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο της ε. Να αποδείξετε ότι:  

     α) Αν το Ε είναι εκτός των τµηµάτων ΑΒ και Γ∆ τότε ˆˆ ˆω = ϕ+ θ . 
     β) Αν το Ε είναι ανάµεσα στα τµήµατα ΑΒ και Γ∆ και  ΕΖ//ΑΒ, τότε να αποδείξετε ότι   

         ˆ ˆ ˆθ = ϕ+ω .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=ΑΓ και Α̂ =80ο. Έστω Κ σηµείο της διχοτόµου της   
      γωνίας Α̂ , τέτοιο ώστε ΚΒ=ΚΑ=ΚΓ.  
      α) Να αποδείξετε ότι τα τρίγωνα ΒΚΑ και ΓΚΑ είναι   
           ίσα.   

      β) Να υπολογίσετε τις γωνίες �ΑΒΚ  και �ΑΓΚ .   

      γ) Να υπολογίσετε τη γωνία �ΒΚΓ . 
 
 
 
 
 
8. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και η διάµεσός του ΑΜ. Φέρουµε ηµιευθεία   
      Γx⊥ΒΓ προς το ηµιεπίπεδο που δεν ανήκει το Α και παίρνουµε σε αυτήν τµήµα Γ∆=ΑΒ.  
      Να αποδείξετε ότι:  
      α) Η γωνία ∆ΑΓ είναι ίση µε τη γωνία Γ∆Α.   
      β) Η Α∆ είναι διχοτόµος της γωνίας ΜΑΓ. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



9. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ. Έστω Αx η διχοτόµος της εξωτερικής του γωνίας   
      Αεξ=120ο. Από την κορυφή Β φέρνουµε ευθεία παράλληλη στην Αx, η οποία τέµνει την   
      πλευρά ΑΓ στο σηµείο ∆.  
      α) Να αποδείξετε ότι:  
           i. το τρίγωνο ΑΒ∆ είναι ισόπλευρο.   
          ii. ∆Γ=ΑΓ−ΑΒ.  
      β) Αν η γωνία Β∆Α είναι διπλάσια της γωνίας Γ του   
          τριγώνου ΑΒΓ, να υπολογίσετε τις γωνιές του   
          τριγώνου Β∆Γ. 
 
 
 
 
10. Στις προεκτάσεις των πλευρών ΒΑ (προς το Α) και ΓΑ (προς το Α) τριγώνου ΑΒΓ   
      παίρνουµε τα τµήµατα Α∆=ΑΒ και ΑΕ=ΑΓ. Να αποδείξετε ότι:  
      α) Τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α∆Ε είναι ίσα.   
      β) Ε∆//ΒΓ. 
 
11. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε Α̂ =400 και Β̂ =700. Τα σηµεία ∆ και Ε είναι τα µέσα των ΑΒ και   
      ΑΓ µε ∆Ε=9 και ΕΓ=16.  
      α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές και να   
           βρείτε ποιες είναι οι ίσες πλευρές του.   
      β) Να αποδείξετε ότι ΒΓ=18.  
      γ) Να υπολογίσετε την περίµετρο του τριγώνου ΑΒΓ. 
 
 
 
 
 
12. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε Β̂ =50ο. Έστω ότι τα σηµεία ∆ και Ε είναι τα µέσα των πλευρών ΒΓ   

      και ΑΓ αντίστοιχα, τέτοια ώστε �∆ΕΓ =70ο.  
      α) Να δικαιολογήσετε γιατί ∆Ε//ΑΒ.  
      β) Να υπολογίσετε: 
          i. τη γωνία x̂ .  
         ii. τις γωνίες Α και Γ του τριγώνου ΑΒΓ.  
 
 
 
 
 
13. Στο παρακάτω σχήµα φαίνονται οι θέσεις στο χάρτη πέντε χωριών Α, Β, Γ, ∆ και Ε και οι   
        δρόµοι που τα συνδέουν. Το χωριό Ε ισαπέχει από τα χωριά Β, Γ και επίσης από τα χωριά   
        Α και ∆.  
        α) Να αποδείξετε ότι:  
              i. η απόσταση των χωριών Α και Β είναι ίση µε την   
                 απόσταση των χωριών Γ και ∆.  
             ii. αν οι δρόµοι ΑΒ και Γ∆ έχουν δυνατότητα να   
                  προεκταθούν, να αποδείξετε ότι αποκλείεται να   
                  συναντηθούν.   



            iii. τα χωριά Β και Γ ισαπέχουν από τον δρόµο Α∆.    
       β) Να προσδιορίσετε γεωµετρικά το σηµείο του δρόµου   
           ΑΓ που ισαπέχει από τα χωριά Α και ∆. 
 
 
14. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ, εγγεγραµµένο σε κύκλο µε κέντρο Ο. Θεωρούµε το µέσο   
        Μ του κυρτογώνιου τόξου ΒΓ και το ύψος Α∆ του τριγώνου ΑΒΓ. Να αποδείξετε ότι:  
        α) ΑΜ είναι διχοτόµος της γωνίας ∆ΑΟ.  

        β) � �ΟΑΓ = ∆ΑΒ .   

        γ) � ˆ ˆ∆ΑΟ = Β−Γ .  
 
 
 
 
 
 
15. Στο ακόλουθο σχήµα ισχύουν ΑΒ=Β∆=ΑΓ=ΓΕ=5, ΒΚ⊥Α∆ και ΓΛ⊥ΑΕ.  
      α) Να προσδιορίσετε, ως προς τις πλευρές, το είδος των τριγώνων ΑΒ∆ και ΑΓΕ. Να   
          αιτιολογήσετε την απάντηση σας.   
      β) Να αποδείξετε ότι τα σηµεία Κ και Λ είναι   
          τα µέσα των τµηµάτων Α∆ και ΑΕ   
          αντίστοιχα.    
      γ) Αν η περίµετρος του τριγώνου ΑΒΓ είναι   
          12, να υπολογίσετε το τµήµα ΚΛ. 
 
 
 
16. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε Α̂ =80ο και Β̂ =20ο+ Γ̂ , και Α∆ η διχοτόµος της γωνίας Α.  
      α) Να υπολογίσετε τις γωνίες Β̂ και Γ̂ .  
      β) Φέρουµε από το ∆ ευθεία παράλληλη στην ΑΒ, που τέµνει την ΑΓ στο Ε. Να υπολογίσετε   

         τις γωνίες �Α∆Ε , �Ε∆Γ . 
 
 
17. Στο παρακάτω σχήµα, οι Α∆ και ΒΕ είναι παράλληλες. Επιπλέον ισχύουν Α∆=ΑΖ ,   
        ΒΕ=ΒΖ και Â =70ο.  
       α) Να υπολογίσετε τις γωνίες των τριγώνων Α∆Ζ   
            και ΒΖΕ.  

       β) Να αποδείξετε ότι �∆ΖΕ =90ο .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



18. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε τη γωνία Α ορθή και από το µέσο Μ της πλευράς 
        ΒΓ φέρουµε τα κάθετα τµήµατα Μ∆ και ΜΕ στις πλευρές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. 
        Να αποδείξετε ότι: 
        α) Αν Μ∆ = ΜΕ τότε: 
             i. τα τρίγωνα Β∆Μ και ΓΕΜ είναι ίσα.  
            ii. το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισοσκελές.  
        β) Αν ΑΒ = ΑΓ τότε Μ∆ = ΜΕ. 
 
 
 
 
 
19. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=ΑΓ, και γωνία Β̂ =30o. Θεωρούµε ∆ και Ε τα µέσα   
         των ΑΓ και ΒΓ αντίστοιχα. 
         α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο Ε∆Γ είναι   
             ισοσκελές και να υπολογίσετε τις γωνίες   
             του.  
         β) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο Α∆Ε είναι   
             ισόπλευρο. 
 
 
20. ∆ίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Â =90ο) και Α∆ η διχοτόµος της γωνίας Α. Από το    
        σηµείο ∆ φέρουµε την παράλληλη προς την ΑΒ που τέµνει την ΑΓ στο Ε.  
        α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο Ε∆Γ είναι ορθογώνιο.   
        β) Να υπολογίσετε τη γωνία Α∆Ε.   

        γ) Αν η γωνία Β̂  είναι 20ο µεγαλύτερη της γωνίας Γ̂ , να υπολογίσετε τη γωνία �ΕΓ∆ . 
 
 
21. ∆ίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και τα ύψη του ΒΚ και ΓΛ, τα οποία τέµνονται στο Ι. 
        Αν Μ και Ν τα µέσα των ΒΙ και ΓΙ αντίστοιχα, να αποδείξετε: 
        α) Το τρίγωνο ΒΙΓ είναι ισοσκελές.  
        β) Τα τρίγωνα ΒΙΛ και ΓΙΚ είναι ίσα.  
        γ) Το ΑΙ προεκτεινόµενο διέρχεται από το µέσο της   
            πλευράς ΒΓ.  
        δ) Το τετράπλευρο ΜΛΚΝ είναι ορθογώνιο   
            παραλληλόγραµµο. 
 
 
 
 
 
22. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ<ΑΓ) και η διχοτόµος του Α∆. Φέρουµε από το Β κάθετη στην        
        Α∆ που τέµνει την Α∆ στο Ε και την πλευρά ΑΓ στο Η. Αν Μ είναι το µέσο της πλευράς   
        ΒΓ, να αποδείξετε ότι:  
        α) Το τρίγωνο ΑΒΗ είναι ισοσκελές.   
        β) ΕΜ//ΗΓ   

        γ) ΕΜ=
2

ΑΓ−ΑΒ
. 

 



23. α) Να αποδείξετε ότι το τρίγωνο µε κορυφές τα µέσα πλευρών ισοσκελούς τριγώνου είναι       
            ισοσκελές.   
        β) Να διατυπώσετε και να αποδείξετε ανάλογη πρόταση για:  
             i. ισόπλευρο τρίγωνο.   
            ii. ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο.  
 
24. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Κ, Λ τα µέσα των πλευρών του ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα.  
        α) Θεωρούµε τυχαίο σηµείο Μ στο εσωτερικό του τριγώνου και ∆, Ε τα συµµετρικά του Μ    
            ως προς Κ και Λ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι ∆Ε//ΒΓ.   
        β) Στην περίπτωση που το σηµείο Μ είναι το µέσο της πλευράς ΒΓ, και ∆, Ε τα συµµετρικά    
            του Μ ως προς Κ και Λ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι τα σηµεία ∆, Α και Ε είναι   
            συνευθειακά. 
 
 
 
25. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ, ΑΜ διάµεσος του και Κ το µέσο του ΑΜ. Αν η προέκταση της ΒΚ   
        τέµνει την ΑΓ στο σηµείο Ν, και Λ είναι το µέσο του ΓΝ, να αποδείξετε ότι:  
        α) Το σηµείο Ν είναι µέσο του ΑΛ.   

        β) � � �ΚΜΓ =ΜΒΚ +ΑΚΝ .   
        γ) ΒΚ=3ΚΝ. 
 
 
 
 
 
 
 
26. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΒΓ=2ΑΓ. Έστω ΑΜ διάµεσος του ΑΒΓ και Κ, Λ τα µέσα των ΜΓ   
        και ΑΒ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:  

        α) � �ΜΑΓ = ΑΜΓ . 
        β) ΜΛ=ΜΚ.   
        γ) Η ΑΜ είναι διχοτόµος της γωνίας ΛΑΚ. 
 
 
 
 
 
27. ∆ίνεται τετράπλευρο ΑΒΓ∆ µε ΑΒ=Γ∆ και Μ, Ν, Κ τα µέσα των Α∆, ΒΓ, Β∆ αντίστοιχα.       
       Αν οι προεκτάσεις των ΑΒ και ∆Γ τέµνουν την προέκταση της ΜΝ στα σηµεία Ε και Ζ     
       αντίστοιχα να αποδείξετε ότι:  
       α) ΜΚ=ΚΝ.   

       β) � �ΜΕΑ =ΜΖ∆ .  
 
 
 
 
 
 
 



28. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΑΓ, η διχοτόµος του Α∆ και ευθεία (ε) παράλληλη από το Β   
        προς την ΑΓ. Από το µέσο Μ της ΒΓ φέρουµε ευθεία παράλληλη στην Α∆ η οποία τέµνει   
        την ΑΓ στο σηµείο Ζ, την ευθεία (ε) στο σηµείο Λ και την προέκταση της ΒΑ στο σηµείο   
        Ε. Να αποδείξετε ότι:  
       α) Τα τρίγωνα ΑΕΖ και ΒΛΕ είναι ισοσκελή.   
       β) ΒΛ=ΓΖ .   
       γ) ΑΕ=ΑΓ−ΒΛ. 
 
 
 
 
 
 
 
29. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και στην προέκταση της ΓΒ (προς το Β) θεωρούµε σηµείο ∆ τέτοιο   
        ώστε Β∆=ΑΒ ενώ στην προέκταση της ΒΓ (προς το Γ) θεωρούµε σηµείο Ε τέτοιο ώστε   
        ΓΕ=ΓΑ. Αν οι εξωτερικοί διχοτόµοι των γωνιών Β και Γ τέµνουν τις Α∆ και ΑΕ στα   
        σηµεία Κ και Λ αντίστοιχα, και η ΚΛ τέµνει τις ΑΒ και ΑΓ στα σηµεία Μ και Ν   
        αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι:  
        α) Τα σηµεία Κ και Λ είναι µέσα των Α∆ και   
             ΑΕ αντίστοιχα.   
        β) Τα τρίγωνα ΚΜΑ και ΑΝΛ είναι   
           ισοσκελή.   

       γ) ΚΛ= 
2

ΑΒ+ ΑΓ +ΒΓ
. 

 
30. ∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ<ΒΓ και η διχοτόµος ΒΕ της γωνίας Β. Αν ΑΖ⊥ΒΕ, όπου Ζ   
        σηµείο της ΒΓ και Μ το µέσον της ΑΓ, να αποδείξετε ότι :  
       α) Το τρίγωνο ΑΒΖ είναι ισοσκελές.   

       β) ∆Μ//ΒΓ και ∆Μ=
2

ΒΓ −ΑΒ
.   

       γ) �
ˆ

2

Β
Ε∆Μ = , όπου Β είναι η γωνία του   

           τριγώνου ΑΒΓ.  
 
 
 
 
31. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=ΑΓ και το ύψος του ΑΜ. Φέρουµε Μ∆ κάθετη   
        στην ΑΓ και θεωρούµε Η το µέσο του τµήµατος Μ∆. Από το Η φέρουµε παράλληλη στη   
        ΒΓ η οποία τέµνει τις ΑΜ και ΑΓ στα σηµεία Κ και Ζ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι:  

       α) ΗΖ=
4

ΒΓ
.    

       β) ΜΖ//Β∆.  
       γ) Η ευθεία ΑΗ είναι κάθετη στη Β∆. 
 
 
 
 



32. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ=ΑΓ. Προεκτείνουµε το ΒΓ (προς το Γ) κατά τµήµα   
        Γ∆=ΒΓ. Φέρουµε τις διαµέσους ΑΕ και ΓΖ του τριγώνου που τέµνονται στο Θ. Το ΒΘ   
        προεκτεινόµενο, τέµνει το ΑΓ στο Κ και το Α∆ στο Θ. Να αποδείξετε ότι: 
        α) Το ΖΚΓΕ είναι παραλληλόγραµµο.  
        β) ΑΗ=ΘΓ. 
        γ) ΑΗ=2ΖΘ. 
 
 
 
 
 
 
 
33. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) και Μ το µέσο της ΒΓ. Φέρουµε Γ∆⊥ΒΓ µε   
        Γ∆=ΑΒ ( Α, ∆ εκατέρωθεν της ΒΓ). Nα αποδείξετε ότι:  
        α) ΑΜ // Γ∆   
        β) η Α∆ είναι διχοτόµος της γωνίας ΜΑΓ.  

        γ) �
ˆ

45
2

ο Β
∆ΑΓ = − .   

       δ) Α∆<2ΑΒ. 
 
 
 
 
 


