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ΑΣΚΗΣΗ  
(Εύρεση της γενικής λύσης διαφορικής εξίσωσης Euler) 

 
 Να βρεθεί η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης: 

2 3x y 2xy 2y x , x 0′′ ′⋅ − + = >     (1) 
 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 
 
 Παρατηρούµε ότι η (1) είναι ∆.Ε. της µορφής Euler.   Θέτουµε: 
 

tx e , x 0= >     (2) 
και παίρνουµε: 

( ) ( ) ( )ty x y e u t= =  
Επίσης έχουµε: 

( ) ( )
(2)

t

dy dy dt 1y x  =  u t
dx dt dx e

′ ′= = ⋅ ⋅  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t(2)

t 2t t 2t

u t e u t e u t u td 1 dt 1y x u t  =  
dt e dx e e e

′′ ′ ′′ ′⋅ − ⋅ − ′′ ′= ⋅ ⋅ ⋅ = 
 

 

Οπότε η ∆.Ε. (1) από τις προηγούµενες σχέσεις  γίνεται: 
 

( ) ( ) ( ) ( )2t t 3t
2t t

u t u t u t
e 2e 2u t e

e e
′′ ′ ′−

⋅ − ⋅ + =        ⇒         

 
( ) ( ) ( ) ( ) 3tu t u t 2u t 2u t e′′ ′ ′− − + =        ⇒  

 
( ) ( ) ( ) 3tu t 3u t 2u t e′′ ′− + =      (3) 

 
Η  (3) είναι γραµµική ∆.Ε.  2ης  τάξης µε σταθερούς συντελεστές.  
 
 Εύρεση της γενικής λύσης της οµογενούς: 

( ) ( ) ( )u t 3u t 2u t 0′′ ′− + =  
Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι: 
 

2 3 2 0λ − λ + =       ⇒        1

2

1
2

λ =
λ =

    απλές ρίζες 

 
Οπότε η γενική λύση είναι: 
 

( ) t 2t
1 2u t c e c eο = ⋅ + ⋅     (4) 

 
Εύρεση µιας λύσης της ∆.Ε.  (3).  Επειδή  ( ) 3th t e= , σύµφωνα µε τη µέθοδο των 
προσδιοριστέων συντελεστών, θα έχουµε λύση της µορφής: 
 

( ) 3tu t e tκµ = Α ⋅  
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µε  0κ =   αφού το  3β =  δεν είναι ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης. ∆ηλαδή: 
 

( ) 3tu t eµ = Α  
Με παραγώγιση προκύπτει: 
 

( ) 3tu t 3 eµ′ = Α ,      ( ) 3tu t 9 e′′ = Α  
 

Με αντικατάσταση των παραπάνω στην (3), έχουµε: 
 

3t 3t 3t 3t9 e 3 3 e 2 e eΑ − ⋅ Α + Α =       ⇒       2 1Α =       ⇒       
1
2

Α =  

Άρα: 

( ) 3t1u t e
2µ =      (5) 

 
Συνεπώς η γενική λύση της (3) από τις (4), (5)  είναι: 
 

( ) t 2t 3t
1 2

1u t c e c e e
2

= ⋅ + ⋅ + 

 
Τέλος µε την αντικατάσταση  t nx=   παίρνουµε τη γενική λύση της (1): 
 

( ) 2 3
1 2

1y x c x c x x
2

= ⋅ + ⋅ + 
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