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ΑΣΚΗΣΗ  
(Εύρεση της γενικής λύσης διαφορικής εξίσωσης Euler) 

 
 Να λυθεί η διαφορική εξίσωση: 

( )3 2x y x y xy x 1, x 0′′ ′+ − = − >     (1) 
 

ΥΠΟ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΗ ΛΥΣΗ 
 
 ∆ιαιρώντας τη ∆.Ε.  (1) µε  x    ( )x 0> , προκύπτει: 
 

2 x 1x y xy y
x
−′′ ′+ − =      (2) 

 
Παρατηρούµε ότι η (2) είναι ∆.Ε. της µορφής Euler. Θέτουµε: 

tx e= ,   x 0>     (3) 
και παίρνουµε: 

( ) ( ) ( )ty x y e u t= =  
Επίσης έχουµε: 
 

( ) ( )
(3)

t

dy dy dt 1y x   u t
dx dt dx e

′ ′= = ⋅ = ⋅  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t(3)

t 2t t 2t

u t e u t e u t u td 1 dt 1y t u t
dt e dx e e e

′′ ′ ′′ ′− − ′′ ′= ⋅ ⋅ = ⋅ = 
 

 

 
Οπότε η ∆.Ε.  (2) από τις προηγούµενες σχέσεις γίνεται: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
t

2t t
2t t t

u t u t u t e 1e e u t
e e e

′′ ′ ′− −
⋅ + ⋅ − =       ⇒  

 
( ) ( ) ( ) ( ) tu t u t u t u t 1 e−′′ ′ ′− + − = −        ⇒  

 
( ) ( ) ru t u t 1 e−′′ − = −     (4) 

 
Η (4) είναι γραµµική ∆.Ε.  2ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές.  
 
 Εύρεση  της γενικής λύσης της οµογενούς: 
 

( ) ( )u t u t 0′′ − =  
Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι: 
 

2 1 0λ − =       ⇒        1λ = ±    απλές ρίζες 
Οπότε η γενική λύση είναι: 
 

( ) t t
1 2u t c e c e−

ο = ⋅ + ⋅     (5) 
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 Εύρεση µιας λύσης της ∆.Ε.  (4): 
Βρίσκουµε µια µερική λύση της (4). Παρατηρούµε ότι: 
 

( ) ( ) ( )1 2h t h t h t= +  

µε  ( )1h t 1=   και  ( ) t
2h t e−= − . Συνεπώς αρκεί να βρούµε τις µερικές λύσεις των 

∆.Ε.: 

t

u u 1 (6)
u u e (7)−

′′ − =
′′ − = −

 

 
 

  Για την (6) έχουµε  ( )1h t 1= .  Η µερική λύση θα είναι της µορφής: 
 

( )1u t tκµ = Α  
 

µε  0κ =  αφού το 0 δεν είναι ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης. ∆ηλαδή: 
 

( )1u tµ = Α  
Με παραγώγιση προκύπτει: 

( )1u t 0µ′ = ,    ( )1u t 0µ′′ =  
Με αντικατάσταση των παραπάνω στην (6), έχουµε: 
 

0 1−Α =       ⇒        1Α = −  
Άρα: 

( )1u t 1µ = −  
 
 

  Για την (7) έχουµε  ( ) t
2h t e−= − .  Η µερική λύση θα είναι της µορφής: 

 
( ) t

2u t e t− κ
µ = Α ⋅  

 
µε  1κ =   αφού το  1β = −   είναι απλή ρίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης, 
δηλαδή: 

( ) t
2u t t e−

µ = Α ⋅  
Με παραγώγιση προκύπτει: 

( ) ( )t t t
2u t e te 1 t e− − −

µ′ = Α −Α = Α −  

( ) ( )t t t t
2u t e e te t 2 e− − − −

µ′′ = −Α −Α + Α = Α −  
 

Με αντικατάσταση των παραπάνω στην (7), έχουµε: 
 

( ) t t tt 2 e te e− − −Α − −Α = −       ⇒       t 2 t 1Α − Α−Α = −       ⇒       
1
2

Α =  
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Άρα: 

( ) t
2

1u t te
2

−
µ =  

 
 Συνεπώς η µερική λύση της (4) είναι: 
 

( ) ( ) ( )1 2u t u t u tµ µ µ= +       ⇒        ( ) t1u t 1 te
2

−
µ = − +     (8) 

 
Η γενική λύση της (4) από τις (5), (8)  είναι: 
 

( ) t t t
1 2

1u t c e c e 1 te
2

− −= + − + 

 
Τέλος µε την αντικατάσταση  t nx=   παίρνουµε τη γενική λύση της (2) 
 

( ) 1 2
1 1 nxy x c x c 1
x 2 x

= + − + 

 
Βλέπε τυπολόγιο: «∆ιαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης και ανώτερης» 
Μεθοδολογία: Βιβλίο Ι.Π. Κρόκου  «∆ιαφορικές εξισώσεις»   σελ. 113 – 116,  

121 – 123  και λυµένα θέµατα  11, 12,   σελ. 132 – 134 
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