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Κεφάλαιο 4 

ΕΦΑΡΜοrΕΣ ΤΟΥ ΟΡΙΣΜΕΝΟΥ 

ΟΛΟΚΛΗΡΟΜΑΤΟΣ 

Το napov κεφοΛαιο ιrφπμI(εται» Υια το πΛούσιο τυποΛΟΥΙΟ του. Γι αυτο n 
παρουσιΌσπ του εΥιvε, με τετοιο τροπο, που ο αvαΥvώστnς, va μα8αivει τπ 8ασικπ 
ιδεα (εΡΥαΛειΌ) Υια rov υποΛΟΥισμο του (nτούμεvου μεΥε80υς στο στοιχειώδες 
κομμοτι, και KarOnlV VG φτιάχvει οΛο το τυποΛΟΥΙΟ μοvος του. Έτσι πετυχαivουμε, 
κατο rnv ΟΠΟΥΠ μας, rnv ουσιαστικπ KaraVOnan τπς εφαρμΟΥπς και rnv εύκοΛπ 
8ύμπσπ (δπμιουΡΥιΌ) ποΛΛώv τύπωv. Τοvι'(ουμε ΟΤΙ οι εφαρμΟΥες εivαι χρπσιμες 
arnv ΥεωμετΡιΌ, τπ μnχαvικπ και τπ φυσικΠ. 

4.1 Εμβαδόν εnιnέδ~υ χωρίου 

4.1.1 Επίπεδο χωρίο σtι~ KαΡTεσιανέ~ συνTεTανμένε~ 

Έστω το επίπεδο χωρίο που 

ορίζεται από τπν γραμμή Υ = f(x) με 
f(x) ~ Ο και τις ευθείες χ = α, χ = β, 
Υ = Ο (χ- άξονα), βλέπε σχήμα 4.1. 

Το εμβαδόν του στοιχειώδους 

κομματιού του χωρίου (στήλπ -
ορθογωνίου), δίνεται από τπ σχέσπ: 

dE = f(x)dx (4.1) 

f(x) 

α 

Υ 

dχ 

./ 'x+dx β 

σχΓιμα 4.1 

χ 
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όπου: dx, το στοιχειώδες κομμότι στον χ- α~oνα και 

f(x), η τιμή της συνόρτησης στη θέση χ. 

Με όθροιση (ολοκλήρωση) όλων των εμβαδών των στοιχειωδών 

ορθογωνίων, από το α μέχρι το β, προκύπτει το εμβαδόν του χωρίου που 

περlγρόΥαμε πιο πόνω, δηλαδή: 

6 

Ε= Jf(x)dx (4.2) 
Q 

Τονίζουμε ότι πρέπει f(x)~ Ο V'x Ε[α,β] προκειμένου να εκφρόζεl το 

ολοκλήρωμα, εμβαδόν. 

~ Όταν η καμπύλη ορίζεται στην παραμετρική μορφή : 

x=X(t)} 

y=y(t) 

το εμβαδόν δίνεταl από τη σχέση: 

12 

Ε = Jy(t) XI(t) dt 
11 

με την προϋπόθεσπ: y(t) ~ ο, XI(t) ~ Ο όταν t Ε[ t 1 , t 2 ]. 

>- ΠpoσoXιf 

Όταν για τπν καμπύλπ Υ = f(X) 
έχουμε f(X) ~ Ο V' Χ Ε [α, β], τότε το 

εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από 

τις Υ = f(x), χ = α, χ = β και Υ = Ο (βλέπε 
σχήμα 4.2), δίνεταl από τη σχέσπ: 

6 6 

Ε= Jlf(x~dx=- Jf(x)dx (4.4) 
Q Q 

Υ 

α 

σχπμα 4.2 

(4.3) 

β 

χ 
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Εύρεση εμβαδού μετα~ύ τη~ Kαμπύλη~ Υ = f(x) και του χ- ό~oνα 

Βτψα 10 

' . , ) 

Βρίσκουμε τα σημεία τομής της καμπύλης y=f(X) με τον x-ά~oνα, 

δηλαδή τις ρίζες της ε~ίσωσης f(X)=O. 

Βήμα 20 
Mετα~ύ των διαδοχικών ριζών Ρ ί' Ρ 1+1 βρίσκουμε το πρόσημο της f(x), 

για να καθορίζουμε την σχετική θέση της καμπύλης ως προς τον χ- ά~oνα. 
Τέλος ανάλογα με το πρόσημο της f(x) κάνουμε χρήση των τύπων (4.2) ή (4.4). 

Υπογραμμίζουμε ότι δεν είναι απαραίτητη η γραφική παράσταση της 

συνάρτησης Υ = f(x) για τον υπολογισμό του εμβαδού, αλλά μόνο η γνώση της 

σχετικής της θέσης ως προς τον χ- ά~oνα. 

Παραδείγματος χάριν αν 

η Υ = f(X) έχει τρείς ρίζες 

Ρι, Ρ2 ' Ρ 3 (βλέπε σχήμα 4.3), 
το εμβαδόν μετα~ύ του 
χ- άξονα και της Υ = f(X) είναι: 

Ρι Ρ3 

Ε=- ff(x)dx+ ff(x)dx 

Παρατήρηση 

Υ 

y=f(x) 

χ 

σχπμα 4.3 

Όλες οι πιο πάνω σχέσεις μπορούν να ληφθούν και για χωρία που 
ορίζονται από τη γραμμή χ = φ(Υ) με Υ Ε [γ, δ) . Συγκεκριμένα: 

• χωρίο που ορίζεται από την καμπύλη χ = φ(Υ) και τις ευθείες 
Υ = γ, Υ = δ, χ = Ο, με φ(Υ) ~ Ο όταν Υ Ε [γ, δ], (βλέπε σχήμα 4.4.α). 

δ 

Ε= fφ(Υ)dΥ (4.5) 
γ 
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Υ Υ 

δ+----; / 
δ 

dy χ=φ{Υ) dy 

χ 

γ I---~ γ 

σχπμα 4.4α σχπμα 4.48 

Για φ(y)~O , όταν Υε[γ,δ] , θα έχουμε, (βΛέπε σχτ'ψα 4 .4 .β) : 

δ 

Ε = - Jφ(Υ)dΥ 

Έστω το επίπεδο χωρίο που 
ορίζεται από τις καμπύΛες 

y=f](x) , y=f2(x) 

με f2 (x)~fl(X) όταν χε[α , β] και 
τις ευθείες 

χ=α, χ=β 

(βΛέπε σχήμα 4.5). 

Το εμβαδόν του στοιχειώδους 
κομματιού του χωρίου (στήΛης -
ορθογωνίου), δίνεταl από τη σχέση: 

γ 

Υ 

dx 

α 

σχπμα 4.5 

χ 

β χ 

Με άθροιση (οΛοκΛήρωση) όΛων των εμβαδών, των στοιχειωδών 
ορθογωνίων από το α μέχρι το β, προκύπτει το εμβαδόν του χωρίου που 
περιγράΥαμε πιο πάνω. 
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Δηλαδή: 

β 

Ε= J(f2 (x)-f j (x))dx 

Α νάλογοι τύποι ισχύουν 

και στην περίπτωση που το 

χωρίο ορίζεται από τις 

χ=φl (Υ), χ=φ2(Υ) 

με φ 2 (Υ) ~ φι (Υ) όταν Υ ε[γ, δ] . 

Δηλαδή: 

δ 

Ε = f(φ2 (Υ)-φl(Υ))dΥ 
γ 

Μ.8060λογ(α 

ο 

χ=φl (Υ) 
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(4.6) 

Υ 

ι δ \ 

/ dy 
~, ., . ο • • ~ ....... . . , . . χ=φ2(Υ) 

. χ 

\ ν / 
σχπμα 4.6 

Εύρεσn του εμβαδού μετα~ύ των καμπύλων Υ = f 1 (Χ), Υ = f 2 (Χ) 

ΒΤΙμ" 10 
Βρίσκουμε τα σημεία τομήςΊων δύο καμπύλων, λύνοντας την εξίσωση 

ΒΤΙμα 20 
Μεταξύ δύο διαδοχικών ριζών της πιο πάνω εξίσωσης Ρ ί' Ρ i+1 

βρίσκουμε τη σχέση διάταξης των Υ = fl (χ), Υ = f2(x) (ποια είναι μεγαλύτερη). 

Οπότε για το εμβαδόν μεταξύ δύο διαδοχικών σημείων τομής των καμπύλων 
θα παίρνουμε την διαφορά, πάνω καμπύλη (μεγάλη), μείον κάτω καμπύλη 

(μικρή). 

Παραδείγμτος χάριν αν οι y=fl(x) , y=f2 (x) τέμνονται για χ=ρl, 

χ = Ρ2 ' Χ = Ρ3 (βλέπε σχnμα 4.7) 

Ρ 2 Ρ3 

c= f(f l (x)-f2 (x))dx+ f(f2 (χ)-fl (x))dx 
Ρι Ρι 
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Υ 

Χ 

σχπμα 4.7 

Παράδειγμα 10 
Να υπολογιστεί το εμβαδό του χωρίου που περικλείεται από την ~αμπύλη 

Υ = lηχ και τις ευθείες Χ = Ο, Υ = Ο και Υ = 1. 

a. Από την γραφική παράσταση του 
χωρίου, παρατηρούμε ότι είναι καλύτερη 
η επιλογή της Χ = φ(Υ), δηλαδή, από 
Υ = Inx έχουμε Χ = eY με Υ ε[Ο, 1]. 
~α το εμβαδόν είναι: 

ι 

Ε= JeYdy=eY 
1
1 

=e-1 
ο ο 

Παράδειγμα 20 

(Κατ. Εξετ. ΤΕΙ ~ ΕΜΠ) 

Υ 

1 

χ 

Να βρεθεί το εμβαδόν της επιφάνειας που περικλείεται από την καμπύλη 
Υ = 4Χ(Χ -1)(Χ - 2), και τον χ- ό~oνα. 

(Κατ. εξετ. ΤΕΙ ~ Χπμικό) 

~ Βρίσκουμε τα σημεία μηδενισμού της καμπύλης Υ = Υ(Χ). 

Άπό Υ(Χ)=Ο ~ χι =0, Χ2 =1, Χ3 =2 

Βρίσκουμε την σχετική θέση της 
καμπύλης ως προς τον χ- ά~oνα: 

Υ(Χ) ~ Ο όταν Χ ε[Ο, 1] 

Υ(Χ) $ Ο όταν Χ ε[1, 2] 

(βλέπε διπλανό σχήμα) 

Υ 

χ 
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~α το εμβαδόν είναι: 

1 2 

Ε = f Υ{Χ) dx - f Υ{Χ) dx = 
. Ο 1 

1 2 

= f 4Χ{Χ -l){x - 2) dx - f4x{x -l){x - 2) dx = 
Ο 1 

1 2 

= f{4x 3 -12x2+8x)dx- f(4x 3 -12x2+8x)dx= 
ο 1 

=(χ4 _4χ 3 +4χ2 ) I~ -(χ 4 -4χ3 +4χ2 ) Ι: =2 

Παράδειγμα .30 
Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις 

Kαμπ~λες με ε~Iσώσεlς Υ = sinx, Υ = e', χ = Ο και χ = π. 
(Κατ. ε{ετ. Τ.ΕΙ -+ ΕΜΠ) 

(s.. Για χ ε[Ο, π] έχουμε 

eX >sinx 

αφού e X ~ 1 , για χ ~ Ο. 

Οπότε από τπν σχετικΤ; θέση 

των καμπύλων το εμβαδόν είναι: 

" 
Ε = f(e X -sinx)dx = 

ο 

={e X +cosx)l~ = e"-3 

Παράδειγμα 40 

χ 

y=sinx 

Να υπολογιστεί το εμβαδόν της επιφάνειας που περιλαμβάνεται μετα~ύ 

των παραβολών Υι = 4Χ - χΙ και Υι = χ2 
- 3χ. 

(Αρχιτ. Μπχ. ΕΜΠ) 

(s.. Βρίσκουμε τα σημεία τομής των παραβολών. 

7 
YI(X)=Y2(X) ~ 4χ-χ2 =χ2 -3χ ~ 2χ2 -7χ=Ο =? x1=O, Χ2 ="2 
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Στο διάστπμα δύο διαδοχικών σπμείων τομής των παραβοί\ών, [ο, 7/2] 
διαπιστώνουμε ότι n σχετική τους θέσπ είναι: 

Υι (χ) ~ Υ2 (χ) 

(αφού για χ = 1 Υι (1)=3> Υ2(1)= -2) 

Συνεπώς το εμβαδόν μετα~ύ των δύο παραβοί\ών είναι: 

7/2 712 

Ε= f(YI(X)-Y2(x))dx= Ι(4χ-χ2 _χ2 +3x)dx= 
ο ο 

712 ( 2 3 7 2) 7/2 

= !(-2χ2 
+7x)dx= - ; +; ο 24 

Παράδειγμα 50 
Να βρεθεί το εμβαδόν του επίπεδου τμήματος που ορίζεται μεταξύ τπς 

2 

καμπύί\πς Υ2 = ~ και των ευθειών χ = - 1/2 και χ = 1/2. 
Ι-χ 

(Kar. EtEr. τ.ΕΙ -+ ΕΜΠ) 
a Από τπν ε~ίσωσπ καμπύί\πς έχουμε: 

. χ2 g2 g2 g~ Υ2 =--2 => Υ=± --2 ~ Υl(χ)= --2 ' Υ2 (χ)=- --~ 
Ι-χ Ι-χ Ι-χ Ι-χ 

Οι καμπύί\ες YI (χ) και Υ2(χ) είναι συμμετρικές ως προς τον χ- άξονα διότι 
για Tnv τιμή τnς τετμπμένπς χ έχουμε αντίθετ~ς τεταγμένες Υl(χ)= - Υ2 (Χ) ' 

Επίσπς n συνάρτnσn YI (χ) είναι άρτια αφού YI (-χ) = YI (χ) , οπότε n γραφική 
τnς παράστασn είναι συμμετρική ως προς τον Υ- άξονα. 

Συνεπώς για το ζπτούμενο εμβαδόν έχουμε: 

112 112 112g 

Ε =2 Jyl(x)dx=4 f Yl(x)dx=4 f ~ dx= 
-1/2 ο ο Ι-χ 

112 

== 4 J h dx = (αφού χ> Ο ~ Π == ΙχΙ = χ) 
ο Ι-χ 

112 2 1/2 

=-4 f d(l-x ) =-4J1-7\ ==4-2.J3 
ο 2~I-χ2 ο 
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Παράδειγμα 60 
Να βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τπν καμπύλπ (κυ

κλοειδής), χ=α(θ-sinθ), Υ=α(1-cοsθ) όπου θε[0,2π] και τον ά~oνα των χ. 

(Αρχιτ. Μπχ -ΠοΛ. Μπχ ΕΜΠ) 

'& Η τομή τπς καμπύλπς, με παραμετρική μορφή, με τον χ- ά~oνα είναι: 

Υ(θ)=Ο =:> 1-cοsθ=0 =:> cοsθ=1 =:> θ=Ο, θ=2π 

Για θ = Ο έχουμε 

Χ(Ο) = Ο και Υ(Ο) = Ο 

Γ lα θ = 2π έχουμε 

χ(2π) = 2πα και Υ(Ο) = Ο 

Επίσης y(θ)~O, x'(θ)~O όταν θε[Ο, 2π] . 

Συνεπώς το εμβαδόν είναι: 

Υ 

2α 

2 π 2π 2" 

πα 2πα χ 

Ε = JΥ(θ)χ'(θ)dθ=α 2 J(1-cοsθ)(l-cοsθ)dθ =-α 2 J(1+cοs2 θ-2cοsθ)dθ= 
ο ο ο 

211 (1+CΟS2θ ~ (3 1 ~ 12" =α 2 J 1+ 2 2cοsθjdθ= α 2 "2θ+"4Sin2θ-2sinθj 
ο ο 

4.1.2 Επίπεδο χωρίο σε πολικές συντεταγμενες 

Έστω το επίπεδο χωρίο που ορίζεται 

στις ποί\lκές συντεταγμένες από τπν 

επίπεδη καμπύλπ r = r (θ) (βλέπε 
κεφάί\αιο 10 σελ 32-36) με τ(θ) ~ Ο και ης 

ακτίνες για θ = θ l ' θ = θ2 (βλ σχτψα 4.8). 
Ένας κυκλικός δίσκος με ακτίνα 

r = r (θ) έχει εμβαδόν π τ 2 (θ) . Αντίστοιχα 
ένας στοιχειώδες τμήμα του (τομέας) με 

γωνία dθ θα έχει εμβαδόν 

dθ 2 
dE = - πτ (θ) =:> 

2π 

Υ 

σχπμα 4.8 

χ 

(4.7) 
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Με άθροιση (ολοκλι'φωση) όλων των στοιχειωδών κυκλικών τομέων 

βρίσκουμε το εμβαδό του χωρίου: 

82 

E=~ Ιr2 (θ)dθ 
81 

~ Όταν το χωρίο ορίζεται μεταξύ των καμπύλων 

r=r 1 (θ), r=r2 (θ) 

με T2(θ)~T1(θ),όταν θε[θ1 ,θ2 ] 

και των ακτίνων 'θ = θ 1 , θ = θ2 
(βλέπε σχήμα 4.9), το εμβαδόν του είναι: 

(4.9) 

ΠαράδΕιγμα 10 

(4.8) 

χ 

σχπμα 4.9 

Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την καμπύλη 

τ(θ) = α (1 + cοsθ)(καρδιοειδής) με θ ε[Ο, 2π] και α> ο. 

(Κατ. εξετ. Τ,ΕΙ -+ ΕΜΠ), (Χπμ. Μπχ ΕΜΠ) 

~ Όπως γράΥαμε στο πρώτο κεφάλαιο η καρδιοειδής καμπύλη 

τ(θ) = α (1 + cοsθ) έχει γραφική παράσταση όπως φαίνεται στο σχήμα της 

σελίδας 35. Το εμβαδόν του χωρίου (πολικές συντεταγμένες) είναι: 

2π 1 2π π 

E=~ Ιr 2 (θ)dθ= '2 Ια 2 (1+cοsθ)2 dθ= 2 ~ Ια 2 (1+cοsθ)2 dθ= 
ο ο ο 

πι 2 ϊ{ 1 +CΟSθ) 
=α 2 (1+2cosB+cos

2 θ)dθ= α J" 1+2cοsθ+ 2 dθ= 
ο ο 
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Παρ6δειγμα 20 
Υποί\ογίστε το εμβαδόν του χωρίου, που περιί\αμβάνεται μετα~ύ του κύ-

κί\ου χ 2 +/ ~9/4, της καρδιοειδούς r~1-cοsθ, O~θ~2π και του x-ά~oνα. 

(Τμπμ. ΠοΛlτlκώv Μπχ. ΕΜΠ) 

a ο κύκί\ος χ2 + Υ2 ~ 9 Ι 4 στις πολικές συντεταγμένες γράφεται: 

r
2 = 9 Ι 4 ~ r - 3/2 

Προσδιορίζουμε τα σημεία 

τομης του κύκί\ου και της 

καρδιοειδούς 

Όταν r=3/2 και r=1-cοsθ 

1 
1-cοsθ=3/2 ~ cosθ=-"2 ~ 

2π -2π 
θ, =3' θ2 =-3-

Συνεπώς τα σημεία είναι: 

Α(θ l , r ι) = (2π/3, 3 Ι 2) , 

(βί\έπε σχημα 4.10) 

Υ 

σχπμα 4.10 

Το εμβαδόν του ζητούμενου (γραμμοσκιασμένου) χωρίου είναι: 

1 2π/3 [5 1 +CΟS2θ] 1 [3 Sin2θ] 12Π/3 π 5 -- J -+2cοsθ- dθ- - - θ+2sinθ--- --+- J3 -2 4 2 - 2 4 4 -4 8 
ο ο 

Παράδειγμα 30 

Βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικί\είεται από την καμπύί\η 

(χ2 +Υ2)2 =α2(χ2 _Υ2) 

χ 

(Χπμ. Μπχ - ΠοΛ. Μπχ ΕΜΠ) 
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'& Σύμφωνα με όσα γράΥαμε για τις πολικές συντεταγμένες στο 10 κεφάλαιο ' . 
(σελ 32 - 36), στη σελίδα 36 περιγράφουμε τον Λημνίσκο του Βετηουllι 
(ΚαΛο ε(ναι να Υ(νει μια Υερπ επανόΛΠΥΠ στις ποΛικές συντεταΥμένες). 

Συγκεκριμένα η δοσμένη εξίσωση στις πολικές γράφεται: 

r(a)=a.Jcos2a θΕ[-π/4, π/4]υ[3π/4, 5π/4] 

Εκμεταλλευόμενοι τη συμμετρία του σχήματος του Λημνίσκου (σελ 36), 
για το εμβαδόν έχουμε : 

1 π/4 π/4 

Ε =2"2 fr 2 (a)da= fa 2 cos2ada= 
- n/4 -π/4 

2 Sln α 2 . 2θ \n/4 2 
=α - =-[1-(-1)]=α 

2 - n/4 2 

4.2 MήKO~ t6~ou καμπuλn~ 

4.2.1 Επίπεδη καμπύλη στι~ KQPTEotavi~ σuvτεταγμivε~ 

Έστω το τόξο ΑΒ της 

επίπεδης καμπύλης (c) (βλέπε σχ . 

4.11) 

Υ = Υ(Χ) με χ Ε[α, β] 

Τ ο διάνυσμα θέσης "τ, με 

αρχή το (ο, Ο) και πέρας το σημείο 

(Χ, Υ) της (c), είναι : 

f(x) = (Χ, Υ(Χ)) 
Το στοιχειώδες εφαπτομενικό 
διάνυσμα της καμπύλης (C) είναι : 

Υ 

Α 

σχπμα 4.11 

df(x)=(dx, y'(x)dx)=(1, y'(x))dx 

και έχει μέτρο (μήκος) : 

χ 

(4.10) 

Administrator
Rectangle



ΦΦΦρρροοοννντττιιισσστττηηηρρριιιααακκκόόό   eee---μμμάάάθθθηηημμμααα   

ΑΕΙ-ΕΜΠ-ΤΕΙ: Με 99 ευρώ/κατηγορία    

έχεις πρόσβαση σε όλα τα μαθήματά της για 4 μήνες! 

Κατηγορίες: Μαθηματικά, Πληροφορική, Φυσική, Πολυτεχνικά και Οικονομικά 
 

                                 

     Μελέτη όσο, όπου και όποτε εσύ θες! 
 

 Διδασκαλία σε βίντεο με ανάλυση της θεωρίας, 

μεθοδολογία, λυμένες ασκήσεις και θέματα 

 Δημιουργούμε συνεχώς νέα βίντεο με διδασκαλία 

για τις εκπαιδευτικές σας απαιτήσεις 

 Λυμένα θέματα εξετάσεων της σχολής σας, 

που εάν δε τα βρείτε, στείλτε τα μας! 

 Λύνουμε τις απορίες σας online 

 

ΦΦΦρρροοοννντττιιισσστττηηηρρριιιααακκκήήή   eee---τττάάάξξξηηη:::   

On line μάθημα για τις δικές σου ξεχωριστές απαιτήσεις ατομικά ή ομαδικά. 

Μαθηματικά, Πληροφορική, Φυσική, Πολυτεχνικά και Οικονομικά 
 

Τηλεφωνήστε τώρα!     



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

…Πράξεις Παιδείας! 
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