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Tñßãùíá

Óôï êåöÜëáéï áõôü áó÷ïëïýìáóôå ìå ôï ðëÝïí èåìåëéþäåò ó÷Þìá ôçò Åõ-
êëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò, ðïõ åßíáé ôï ôñßãùíï. Áñ÷éêÜ äßíïõìå ôá êñéôÞñéá
éóüôçôáò ôùí ôñéãþíùí. Ùò åöáñìïãÞ ôùí êñéôçñßùí áõôþí ðáñïõóéÜæïõìå
éäéüôçôåò ôùí óôïé÷åßùí ôïõ êýêëïõ, ôùí éóïóêåëþí ôñéãþíùí, ôçò ìåóï-
êáèÝôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò êáé ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò. Ç ìåóï-
êÜèåôïò êáé ç äé÷ïôüìïò åîåôÜæïíôáé êáé ùò âáóéêïß ãåùìåôñéêïß ôüðïé. Óôç
óõíÝ÷åéá áíáöÝñïõìå óõíïðôéêÜ ôçí Ýííïéá ôçò óõììåôñßáò ùò ðñïò êÝíôñï
êáé Üîïíá êáé ìåëåôÜìå áíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò óôï ôñßãùíï êáé ôéò åöáñìïãÝò
ôïõò óôç óýãêñéóç êÜèåôùí êáé ðëÜãéùí ôìçìÜôùí. Åðßóçò, ðáñïõóéÜæïõìå
ôéò ó÷åôéêÝò èÝóåéò åõèåßáò êáé êýêëïõ, êáèþò êáé ôéò ó÷åôéêÝò èÝóåéò äýï
êýêëùí. Ôï êåöÜëáéï êëåßíåé ìå êÜðïéåò âáóéêÝò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò.
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Ï Èçóáõñüò ôùí Áèçíáßùí óôïõò Äåëöïýò, 508 ð.×.
ÁíáðáñÜóôáóç A. Tournaire
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3.1 Óôïé÷åßá êáé åßäç ôñéãþíùí

¸íá ôñßãùíï ÁÂÃ (ó÷.1) Ý÷åé ôñåéò êïñõöÝò Á, Â, Ã, ôñåéò
ðëåõñÝò BÃ, ÃÁ, ÁÂ êáé ôñåéò ãùíßåò ÂÁ^ Ã, ÁÂ^ Ã êáé ÂÃ^Á. Ãéá
åõêïëßá ïé ðëåõñÝò ÂÃ, ÃÁ, ÁÂ óõìâïëßæïíôáé ìå á, â, ã áíôß-
óôïé÷á, êáé ïé ãùíßåò ÂÁ^ Ã, ÁÂ^ Ã êáé ÂÃ^Á ìå Á^ , Â^ êáé Ã^. Ïé
ðëåõñÝò êáé ïé ãùíßåò åíüò ôñéãþíïõ ëÝãïíôáé êýñéá óôïé÷åßá
ôïõ ôñéãþíïõ. Ôï Üèñïéóìá á + â + ã ôùí ðëåõñþí ôïõ ôñéãþ-
íïõ, äçëáäÞ ç ðåñßìåôñüò ôïõ óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ìå 2ô.
Óõãêñßíïíôáò ôéò ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ, ìåôáîý ôïõò, ðñïêý-
ðôïõí ôñßá åßäç ôñéãþíùí: ôï óêáëçíü, ôï éóïóêåëÝò êáé ôï
éóüðëåõñï.¸ôóé, Ýíá ôñßãùíï ëÝãåôáé:
� óêáëçíü, üôáí Ý÷åé üëåò ôéò ðëåõñÝò ôïõ Üíéóåò (ó÷.2),
� éóïóêåëÝò, üôáí Ý÷åé äýï ðëåõñÝò ôïõ ßóåò (ó÷.3). Óå Ýíá

éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ = ÁÃ ç ðëåõñÜ ÂÃ ëÝãåôáé
âÜóç ôïõ êáé ôï Á êïñõöÞ ôïõ,

� éóüðëåõñï, üôáí Ý÷åé üëåò ôéò ðëåõñÝò ôïõ ßóåò (ó÷.4).

¸íá ôñßãùíï, áíÜëïãá ìå ôï åßäïò ôùí ãùíéþí ôïõ, ëÝãåôáé
� ïîõãþíéï, üôáí Ý÷åé üëåò ôéò ãùíßåò ôïõ ïîåßåò (ó÷.5),
� ïñèïãþíéï, üôáí Ý÷åé ìéá ãùíßá ïñèÞ (ó÷.6). Óå Ýíá ïñèï-
ãþíéï ôñßãùíï ç ðëåõñÜ ðïõ âñßóêåôáé áðÝíáíôé áðü ôçí ïñèÞ
ãùíßá ëÝãåôáé õðïôåßíïõóá êáé ïé Üëëåò äýï ëÝãïíôáé êÜèåôåò
ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ,
� áìâëõãþíéï, üôáí Ý÷åé ìéá ãùíßá áìâëåßá (ó÷.7).

� Äåõôåñåýïíôá óôïé÷åßá ôñéãþíïõ

ÄéÜìåóïò åíüò ôñéãþíïõ ëÝãåôáé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ
åíþíåé ìéá êïñõöÞ ìå ôï ìÝóï ôçò áðÝíáíôé ðëåõñÜò. Óôï ó÷.8
ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÌ åßíáé ç äéÜìåóïò ðïõ áíôéóôïé÷åß
óôçí ðëåõñÜ á ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé óõìâïëßæåôáé ìå ìá. Ïé

äéÜìåóïé ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò ðëåõñÝò â êáé ã óõìâïëßæïíôáé
ìå ìâ êáé ìã áíôßóôïé÷á.

Äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò åíüò ôñéãþíïõ ëÝãåôáé ôï åõèýãñáììï
ôìÞìá ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò ãùíßáò, áðü ôçí êïñõöÞ ôçò ìÝ÷ñé
ôçí áðÝíáíôé ðëåõñÜ. Óôï ó÷.9 ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÄ åßíáé
ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Á

^
ôïõ ôñéãþíïõ êáé óõìâïëßæåôáé ìå äá.

Ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí Â
^

êáé Ã
^

ôïõ ôñéãþíïõ óõìâïëßæïíôáé
ìå äâ êáé äã áíôßóôïé÷á.

Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 2

Ó÷Þìá 3

Ó÷Þìá 4

Ó÷Þìá 5

Ó÷Þìá 6

Ó÷Þìá 7
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¾øïò ôñéãþíïõ ëÝãåôáé ôï êÜèåôï åõèýãñáììï ôìÞìá, ðïõ
öÝñåôáé áðü ìéá êïñõöÞ ðñïò ôçí åõèåßá ôçò áðÝíáíôé ðëåõ-
ñÜò. Ôá ýøç ðïõ öÝñïíôáé áðü ôéò êïñõöÝò Á, Â êáé Ã óõìâï-
ëßæïíôáé áíôßóôïé÷á ìå õá ,õâ êáé õã. 

Óôï ó÷.10 ôï ÁÄ åßíáé ôï ýøïò áðü ôçí êïñõöÞ Á. Ôï óçìåßï
Ä ëÝãåôáé ðñïâïëÞ ôïõ Á ðÜíù óôçí åõèåßá ÂÃ Þ êáé ß÷íïò
ôçò êáèÝôïõ, ðïõ öÝñåôáé áðü ôï Á óôçí åõèåßá ÂÃ.

Ïé äéÜìåóïé, ïé äé÷ïôüìïé êáé ôá ýøç åíüò ôñéãþíïõ ëÝãï-
íôáé äåõôåñåýïíôá óôïé÷åßá ôïõ.

ÊñéôÞñéá éóüôçôáò ôñéãþíùí
Åßäáìå üôé äýï åõèýãñáììá ó÷Þìáôá, åðïìÝíùò êáé äýï ôñß-
ãùíá, åßíáé ßóá áí ìåôÜ áðü êáôÜëëçëç ìåôáôüðéóç ôáõôßæï-
íôáé. Óõíåðþò:
� Äýï ßóá ôñßãùíá Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò êáé ôéò ãùíßåò

ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá.
� Óå äýï ßóá ôñßãùíá áðÝíáíôé áðü ßóåò ðëåõñÝò âñßóêï-

íôáé ßóåò ãùíßåò êáé áíôßóôñïöá.
Ïé ßóåò ðëåõñÝò ðïõ âñßóêïíôáé áðÝíáíôé áðü ßóåò ãùíßåò
ëÝãïíôáé áíôßóôïé÷åò Þ ïìüëïãåò.
Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá äþóïõìå ðñïôÜóåéò, ðïõ èá ìáò åîá-
óöáëßæïõí ôçí éóüôçôá äýï ôñéãþíùí áðü ôçí éóüôçôá ôñéþí
ìüíï êáôÜëëçëùí óôïé÷åßùí ôïõò. 
Oé ðñïôÜóåéò áõôÝò áðïôåëïýí ôá êñéôÞñéá éóüôçôáò ôñéãþíùí.

3.2 1ï ÊñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí

Áðüäåéîç
Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé A¢B¢Ã¢ Ý÷ïõí ÁÂ =
Á¢Â¢, ÁÃ = Á¢Ã¢ êáé Á^ = Á^¢ (ó÷.11). Ìåôáôïðßæïõìå ôï ôñßãù-
íï A¢B¢Ã¢, þóôå ôï óçìåßï Á¢ íá ôáõôéóôåß ìå ôï Á êáé ç
çìéåõèåßá Á´Â´ íá ôáõôéóôåß ìå ôçí ÁÂ. ÅðåéäÞ Á^ = Á^¢ êáé ç
çìéåõèåßá Á´Ã´ èá ôáõôéóèåß ìå ôçí ÁÃ. Ôüôå, áöïý ÁÂ = Á¢Â¢
êáé ÁÃ = Á¢Ã¢, ôï óçìåßï Â¢ ôáõôßæåôáé ìå ôï Â êáé ôï Ã¢ ìå ôï
Ã. ÅðïìÝíùò ôá äýï ôñßãùíá óõìðßðôïõí, Üñá åßíáé ßóá.

36

ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

Ó÷Þìá 8

Ó÷Þìá 9

Ó÷Þìá 10

Ó÷Þìá 11

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá
êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò óå áõôÝò ãùíßåò ßóåò, ôüôå åßíáé
ßóá.

Èåþñçìá I (1o ÊñéôÞñéï � ÐÃÐ)

Ó×ÏËÉÏ
Ç óõíôïìïãñáößá ÐÃÐ óçìáß-
íåé ðëåõñÜ, ãùíßá, ðëåõñÜ.
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Áðüäåéîç 
¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=ÁÃ (ó÷.12).
ÖÝñïõìå ôç äé÷ïôüìï ôïõ ÁÄ. Ôá ôñßãùíá ÁÄÂ êáé ÁÄÃ
Ý÷ïõí ÁÂ = ÁÃ, ÁÄ êïéíÞ êáé Á^ 1 = Á^ 2 (ÐÃÐ), åðïìÝíùò åßíáé

ßóá, ïðüôå Â
^

= Ã
^
.

Áðü ôçí ßäéá éóüôçôá ôñéãþíùí ðñïêýðôåé üôé ÂÄ = ÄÃ, ïðü-
ôå ç ÁÄ åßíáé äéÜìåóïò êáé Ä^ 1 = Ä^ 2. Áðü ôçí ôåëåõôáßá éóüôç-

ôá êáé åðåéäÞ Ä^ 1 + Ä^ 2 = 180° ðñïêýðôåé üôé Ä^ 1 = Ä^ 2 = 90°, ïðü-

ôå óõìðåñáßíïõìå üôé ôï ÁÄ åßíáé ýøïò ôïõ ôñéãþíïõ.

Áðüäåéîç 
¸óôù å ç ìåóïêÜèåôïò åíüò ôìÞìáôïò ÁÂ (ó÷.13) êáé Ì Ýíá
óçìåßï ôçò. Ôá ôñßãùíá ÌÊÁ êáé ÌÊÂ Ý÷ïõí ÊÁ=ÊÂ, ÌÊ
êïéíÞ êáé Ê

^
1 = Ê

^
2 = 90° (ÐÃÐ), åðïìÝíùò åßíáé ßóá, ïðüôå

ÌÁ = ÌÂ.

Áðüäåéîç

¸óôù Á
C

Â êáé Ã
C

Ä äýï ßóá ôüîá åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) (ó÷.14).
Ôüôå åßíáé ÁÏ

^
Â = ÃÏ

^
Ä. Ôá ôñßãùíá ÏÁÂ êáé ÏÃÄ Ý÷ïõí ÏÁ

= ÏÃ(= ñ), ÏÂ = ÏÄ(= ñ) êáé ÁÏ
^

Â = ÃÏ
^

Ä. ÅðïìÝíùò åßíáé
ßóá, ïðüôå ÁÂ = ÃÄ.

ÐÏÑIÓÌÁ É

Óå êÜèå éóïóêåëÝò ôñßãùíï:

� Ïé ðñïóêåßìåíåò óôç âÜóç ãùíßåò åßíáé ßóåò.
� Ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ôçò êïñõöÞò åßíáé äéÜìåóïò
êáé ýøïò.

ÐÏÑIÓÌÁ ÉÉ

Ïé ãùíßåò éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ åßíáé ßóåò.

ÐÏÑIÓÌÁ ÉÉÉ

ÊÜèå óçìåßï ôçò ìåóïêáèÝôïõ åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞ-
ìáôïò éóáðÝ÷åé áðü ôá Üêñá ôïõ.

ÐÏÑIÓÌÁ ÉV

Áí äýï ôüîá åíüò êýêëïõ åßíáé ßóá, ôüôå êáé ïé ÷ïñäÝò
ôïõò åßíáé ßóåò.

Ó÷Þìá 12

Ó÷Þìá 13

Ó÷Þìá 14
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ, ç ìåóïêÜèåôüò ôïõ å êáé
óçìåßï Ì ôçò å (ó÷.15). Óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí ÁÌ êáé ÂÌ
ðñïò ôï Ì ðáßñíïõìå áíôßóôïé÷á ôá óçìåßá Ã, Ä, þóôå 
ÌÃ = ÌÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé:
(i) MA

^
B = MB

^
A,

(ii) ÁÄ = ÂÃ.
Ëýóç
(i) ÅðåéäÞ ôï Ì åßíáé óçìåßï ôçò ìåóïêáèÝôïõ å ôïõ ÁÂ åßíáé
ÌÁ = ÌÂ, åðïìÝíùò ôï ôñßãùíï ÌÁÂ åßíáé éóïóêåëÝò, ïðüôå
MA

^
B = MB

^
A.

(ii) Ôá ôñßãùíá ÌÁÄ êáé ÌÂÃ Ý÷ïõí ÌÁ = ÌÂ, ÌÃ = ÌÄ (õðüèåóç) êáé M
^

1 = M
^

2 (êáôá-

êïñõöÞí), Üñá (ÐÃÐ) åßíáé ßóá, ïðüôå ÁÄ = ÂÃ.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óôï åîùôåñéêü åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ èåùñïýìå ôìÞ-
ìáôá ÁÄ = ÁÂ êáé ÁÅ = ÁÃ, þóôå ÂÁ^Ä = ÃÁ^Å. Íá áðï-
äåßîåôå üôé ÂÅ = ÃÄ.
2. Óå éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ ðñïåêôåßíïõìå ôéò ðëåõ-
ñÝò ÁÂ, ÂÃ, ÃÁ êáé óôéò ðñïåêôÜóåéò ôïõò èåùñïýìå
ôìÞìáôá ÂÊ = ÃË = ÁÌ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï
ÊËÌ åßíáé éóüðëåõñï.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé óôéò ïìüëïãåò ðëåõñÝò äýï ßóùí
ôñéãþíùí áíôéóôïé÷ïýí ßóåò äéÜìåóïé.
4. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ÁÄ ç äé÷ïôüìïò ôçò Á^ óôçí
ïðïßá èåùñïýìå ôìÞìáôá ÁÅ = ÁÂ êáé ÁÆ = ÁÃ. Íá
áðïäåßîåôå üôé ÁÃ^Å = ÁÆ^Â.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ê óçìåßï åîùôåñéêü ôïõ ôñé-
ãþíïõ. Áí óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí ÁÊ, ÂÊ, ÃÊ èåùñÞ-
óïõìå ôìÞìáôá ÊÄ = ÁÊ, ÊÅ = ÂÊ, ÊÆ = ÃÊ, íá áðï-
äåßîåôå üôé ÅÄ^Æ = ÂÁ^Ã.
2. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ. Óôéò ðñïåêôÜóåéò
ôùí ßóùí ðëåõñþí ôïõ ÂÁ, ÃÁ èåùñïýìå ßóá ôìÞìáôá
ÁÄ, ÁÅ áíôßóôïé÷á. Áí Ì ôï ìÝóï ôçò âÜóçò ÂÃ, íá
áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÌÄÅ åßíáé éóïóêåëÝò.
3. Äßíåôáé êýêëïò êÝíôñïõ Ï êáé ÷ïñäÞ ôïõ ÁÂ. Ðñïå-
êôåßíïõìå ôçí ÁÂ êáé ðñïò ôá äýï ôçò Üêñá, êáôÜ ßóá
ôìÞìáôá ÁÃ êáé ÂÄ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé 
ÏÃ^Á = ÏÄ^Â.

Ó÷Þìá 15

Ó×ÏËÉÏ
H éóüôçôá ôñéãþíùí åßíáé ç âáóéêÞ ìÝèïäïò ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò éóüôçôáò ôìçìÜôùí Þ ãùíéþí.
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3.3  2ï ÊñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ 1ïõ êñéôçñßïõ áðïäåéêíýïõìå ôï 2ï êáé 3ï

êñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí.

Áðüäåéîç
¸óôù üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ (ó÷.16) Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢,
Â
^

= Â
^ ¢ êáé Ã

^
= Ã

^ ¢. 
Èá áðïäåßîïõìå üôé Ý÷ïõí êáé ÁÂ = Á¢Â¢. ¸óôù üôé ÁÂ Þ Á¢Â¢,
ð.÷. ÁÂ > Á¢Â¢. Ôüôå õðÜñ÷åé óçìåßï Ä óôçí ÁÂ, þóôå íá åßíáé
ÂÄ = Â¢Á¢. Ôá ôñßãùíá ÄÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢, ÂÄ =
Â¢Á¢ êáé Â

^
= Â

^ ¢, åðïìÝíùò (ÐÃÐ) åßíáé ßóá, ïðüôå BÃ
^

Ä = Ã
^¢.

ÁëëÜ Ã
^ ¢ = Ã

^
, ïðüôå BÃ

^
Ä= Ã

^
ðïõ åßíáé Üôïðï, ãéáôß ôï Äåßíáé åóù-

ôåñéêü óçìåßï ôçò ãùíßáò ÁÃ
^

Â êáé åðïìÝíùò BÃ
^
Ä<Ã

^
. ÏäçãçèÞ-

êáìå óå Üôïðï ãéáôß õðïèÝóáìå üôé ÁÂ Þ Á¢Â¢ , Üñá ÁÂ = Á¢Â¢.
Ôá ôñßãùíá, ëïéðüí, ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢, ÁÂ = Á¢Â¢
êáé Â

^
= Â

^ ¢, Üñá (ÐÃÐ) åßíáé ßóá.
* Óçìåßùóç: Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß êáé  ìå ôç ìÝèïäï
ôçò ìåôáôüðéóçò, üðùò ôï èåþñçìá É (óåë. 36).

3.4  3ï ÊñéôÞñéï éóüôçôáò ôñéãþíùí

Ç éóüôçôá äýï ôñéãþíùí åîáóöáëßæåôáé êáé áðü ôçí éóüôçôá
ôùí ôñéþí ðëåõñþí ôïõò, ìßá ðñïò ìßá, üðùò ìáò âåâáéþíåé ôï
åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ ìå ÁÂ = Á¢Â¢, 
ÂÃ = Â¢Ã¢, ÃÁ = Ã¢Á¢ (ó÷.17). Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé 
Á
^

= Á
^ ¢. ÕðïèÝôïõìå üôé ôá ôñßãùíá åßíáé ïîõãþíéá.

Èåùñïýìå ôçí çìéåõèåßá Âx, þóôå ÃÂ
^

x = Â
^¢ (ó÷.17) êáé óç-

ìåßï ôçò Ä, þóôå ÂÄ = Á¢Â¢. Ôá ôñßãùíá ÄÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ åßíáé
ßóá, ãéáôß Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢, ÂÄ = Á¢Â¢ êáé ÃÂ

^
Ä = Â

^¢. Áðü ôçí
éóüôçôá áõôÞ ðñïêýðôåé üôé ÃÄ = Ã¢Á¢ êáé Ä

^
= Á

^ ¢. 

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ìéá ðëåõñÜ êáé ôéò ðñïóêåßìå-
íåò óå áõôÞ ãùíßåò ßóåò ìßá ðñüò ìßá, ôüôå ôá ôñßãùíá
åßíáé ßóá.

Èåþñçìá (2o ÊñéôÞñéï � ÃÐÃ)

Ó×ÏËÉÏ
Ç óõíôïìïãñáößá ÃÐÃ óçìáßíåé
ãùíßá, ðëåõñÜ, ãùíßá.

Ó×ÏËÉÏ
Ç óõíôïìïãñáößá ÐÐÐ óçìáß-
íåé ðëåõñÜ, ðëåõñÜ, ðëåõñÜ.

Ó÷Þìá 16

Ó÷Þìá 17

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò
ìßá, ôüôå ôá ôñßãùíá åßíáé ßóá.

Èåþñçìá (3o ÊñéôÞñéï � ÐÐÐ)
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

ÅðåéäÞ ÂÄ = Á¢Â¢ êáé Á¢Â¢ = ÁÂ, ôï ôñßãùíï ÁÂÄ åßíáé éóï-
óêåëÝò, ïðüôå 

Á
^

1 = Ä
^

1 (1).

Åðßóçò, áöïý ÃÄ = Á¢Ã¢ êáé Á¢Ã¢ = ÁÃ, ðñïêýðôåé üôé
Á
^

2 = Ä
^

2 (2).

ÅðåéäÞ ôá ôñßãùíá åßíáé ïîõãþíéá ôï ôìÞìá ÁÄ âñßóêåôáé óôï
åóùôåñéêü ôùí ãùíéþí Á

^
êáé Ä

^
, ïðüôå ìå ðñüóèåóç ôùí (1)

êáé (2) ðñïêýðôåé üôé Á
^

= Ä
^
. ÅðåéäÞ Ä

^
= Á

^¢, Ý÷ïõìå Á
^

= Á
^¢, ðïõ

åßíáé ôï æçôïýìåíï.

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ êñéôçñßïõ ÐÐÐ áðïäåéêíýïíôáé ôá åðüìå-
íá ðïñßóìáôá.

Áðüäåéîç
¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ=ÁÃ êáé ÁÄ ç äéÜìåóüò
ôïõ (ó÷.18). Ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÃÄ Ý÷ïõí ÁÂ=ÁÃ, ÁÄ
êïéíÞ êáé ÂÄ=ÄÃ, Üñá (ÐÐÐ) åßíáé ßóá, ïðüôå Á

^

1 = Á
^

2, êáé 

Ä
^

1 = Ä
^

2. Áðü ôéò éóüôçôåò áõôÝò ðñïêýðôåé áíôßóôïé÷á üôé ç

ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò êáé ýøïò.

Áðüäåéîç
¸óôù åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ (ó÷.19), Ì Ýíá óçìåßï, þóôå
ÌÁ = ÌÂ êáé Ê ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ. Ôüôå ôï ôñßãùíï ÁÌÂ åßíáé
éóïóêåëÝò êáé ç ÌÊ äéÜìåóüò ôïõ, ïðüôå óýìöùíá ìå ôï
ðñïçãïýìåíï ðüñéóìá, ç ÌÊ èá åßíáé êáé ýøïò äçëáäÞ ç ÌÊ
åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÁÂ.

Äñáóôçñéüôçôá

ÅîåôÜóôå ôéò Üëëåò äýï ðåñéðôþóåéò ôçò áðü-
äåéîçò ôïõ 3ïõ Êñéôçñßïõ:

i) B
^

> 90°  êáé  B
^

¢ > 90°.
ii) B

^
= 90°  êáé  B

^
¢ = 90°.

ÐÏÑIÓÌÁ I

H äéÜìåóïò éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ, ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç
âÜóç ôïõ, åßíáé äé÷ïôüìïò êáé ýøïò.

ÐÏÑIÓÌÁ II

ÊÜèå óçìåßï ðïý éóáðÝ÷åé áðü ôá Üêñá åíüò ôìÞìáôïò
áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôü ôïõ.

Ó÷Þìá 18

Ó÷Þìá 19
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Áðü ôï ðáñáðÜíù ðüñéóìá êáé ôï ðüñéóìá ÉÉÉ ôïõ èåùñÞ-
ìáôïò É (§3.2) ðñïêýðôåé üôé ç ìåóïêÜèåôïò åíüò åõèý-
ãñáììïõ ôìÞìáôïò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óç-
ìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôá Üêñá ôïõ ôìÞ-
ìáôïò.

Áðüäåéîç 
¸óôù äýï ôüîá Á

C
Â êáé Ã

C
Ä åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) ìéêñüôåñá ôïõ

çìéêõêëßïõ, ìå ÁÂ = ÃÄ. Ôüôå ôá ôñßãùíá ÏÁÂ êáé ÏÃÄ
(ó÷.20) Ý÷ïõí: ÏÁ = ÏÃ (= ñ), ÏÂ = ÏÄ (= ñ) êáé ÁÂ = ÃÄ, Üñá
(ÐÐÐ) åßíáé ßóá. ÅðïìÝíùò, ÁÏ

^
Â = ÃÏ

^
Ä, ïðüôå Á

C
Â = Ã

C
Ä.

Äñáóôçñéüôçôá

Íá âñåèåß óçìåßï ðïõ éóáðÝ÷åé áðü ôéò
êïñõöÝò åíüò ôñéãþíïõ.

ÐÏÑIÓÌÁ III

Aí ïé ÷ïñäÝò äýï ôüîùí åíüò êýêëïõ, ìéêñüôåñùí ôïõ
çìéêõêëßïõ, åßíáé ßóåò, ôüôå êáé ôá ôüîá åßíáé ßóá.

Ó÷Þìá 20

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Áðü ôá ðïñßóìáôá ÉÉÉ êáé IV
ðñïêýðôåé üôé ãéá íá êáôáóêåõÜ-
óïõìå ßóá ôüîá ðÜíù óå Ýíáí
êýêëï Þ óå ßóïõò êýêëïõò áñêåß
íá ðÜñïõìå, ìå ôï äéáâÞôç, ßóåò
÷ïñäÝò.

ÐÏÑIÓÌÁ IV

Áí ïé ÷ïñäÝò äýï ôüîùí åíüò êýêëïõ ìåãáëýôåñùí ôïõ
çìéêõêëßïõ åßíáé ßóåò, ôüôå êáé ôá ôüîá åßíáé ßóá.

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

¼ëåò ïé ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò éóüôçôáò ôñéãþíùí äéáôõðþíïíôáé óõíïðôéêÜ ùò åîÞò: 

Äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá üôáí Ý÷ïõí:

� äýï ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò óå áõôÝò ãùíßåò ßóåò (ÐÃÐ),

� ìéá ðëåõñÜ êáé ôéò ðñïóêåßìåíåò óå áõôÞ ãùíßåò ßóåò ìßá ðñïò ìßá (ÃÐÃ),

� êáé ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá (ÐÐÐ).
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

Èåùñïýìå ãùíßá xO
^

y êáé äýï êýêëïõò (Ï,ñ), (Ï,R) ìå
ñ<R (ó÷.21). Áí ï ðñþôïò êýêëïò ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò Ïx,
Oy óôá Á, Â, ï äåýôåñïò óôá Ã, Ä êáé Ì åßíáé ôï óçìåßï ôï-
ìÞò ôùí ÁÄ, ÂÃ, íá áðïäåé÷èåß üôé: 
(i) ôá ôñßãùíá ÏÁÄ êáé ÏÂÃ åßíáé ßóá,
(ii) ôá ôñßãùíá ÌÁÃ êáé ÌÂÄ åßíáé ßóá, 
(iii) ôá ôñßãùíá ÏÁÌ êáé ÏÂÌ åßíáé ßóá, 
(iv) ç OM åßíáé ç äé÷ïôüìïò ôçò xO

^
y.

Áðüäåéîç
(i) Ôá ôñßãùíá ÏÁÄ êáé ÏÂÃ Ý÷ïõí ÏÁ = ÏÂ (= ñ), ÏÃ = ÏÄ(= R) êáé O

^
êïéíÞ (ÐÃÐ),

åðïìÝíùò åßíáé ßóá.
(ii) Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç éóüôçôá ðñïêýðôåé üôé Á

^

1 = Â
^

1 Þ   180 ° � Á
^

2 = 180 ° � B
^

2 Þ   

Á
^

2 = B
^

2 êáé Ã
^

1 = Ä
^

1. ÅðïìÝíùò, ôá ôñßãùíá ÌÁÃ êáé ÌÂÄ Ý÷ïõí ÁÃ = ÂÄ, Á
^

2 = B
^

2 êáé 

Ã
^

1 = Ä
^

1 (ÃÐÃ), Üñá åßíáé ßóá.

(iii) Áðü ôï (ii) ðñïêýðôåé üôé ÌÁ=ÌÂ, ïðüôå ôá ôñßãùíá ÏÁÌ êáé ÏÂÌ Ý÷ïõí ÏÁ = ÏÂ,
ÌÁ = ÌÂ êáé ÏÌ êïéíÞ (ÐÐÐ), Üñá åßíáé ßóá.
(iv) ÅðåéäÞ ôá ôñßãùíá ÏÁÌ êáé ÏÂÌ åßíáé ßóá, Ý÷ïõìå üôé Ï

^

1 = Ï
^

2 , äçëáäÞ ç ÏÌ åßíáé

ç äé÷ïôüìïò ôçò xO
^

y.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ Ý÷ïõí â = â´,
ã = ã´ êáé ìâ = ìâ´. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôñß-

ãùíá åßíáé ßóá.
Áðüäåéîç
ÅîåôÜæïõìå ðñþôá ôá ôñßãùíá ÁÂÌ êáé
Á´Â´Ì´ (ó÷.22). ÁõôÜ Ý÷ïõí ÁÂ = Á´Â´, ÂÌ
= Â´Ì´ (áðü ôçí õðüèåóç) êáé ÁÌ =Á´Ì´,
ùò ìéóÜ ôùí ßóùí ðëåõñþí ÁÃ êáé Á´Ã´. ¢ñá, ôá ôñßãùíá ÁÂÌ êáé Á´Â´Ì´ åßíáé ßóá
(ÐÐÐ), ïðüôå Á

^
= Á

^ ¢. ÅðïìÝíùò, ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ Ý÷ïõí â = â´, ã = ã´ êáé Á
^

=
Á
^ ¢, Üñá (ÐÃÐ) åßíáé ßóá.

Ó×ÏËÉÏ
Ç åöáñìïãÞ 1 äßíåé Ýíáí ôñüðï êáôáóêåõÞò ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò.

Ó÷Þìá 21

Ó÷Þìá 22
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3.5 ¾ðáñîç êáé ìïíáäéêüôçôá êáèÝôïõ

Óôï 2o êåöÜëáéï áíáöåñèÞêáìå óôçí êÜèåôç ðïõ öÝñåôáé áðü
óçìåßï óå åõèåßá. Óôçí ðáñïýóá ðáñÜãñáöï èá ìåëåôÞóïõìå
ôç ìïíáäéêüôçôá êáé ôçí ýðáñîÞ ôçò.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá
áðü ôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò:
i) ¸íá ôñßãùíï åßíáé ïîõãþíéï üôáí ìßá ãùíßá ôïõ åß-

íáé ïîåßá. Ó Ë
ii) ¸íá ôñßãùíï åßíáé óêáëçíü üôáí äýï ðëåõñÝò ôïõ

åßíáé Üíéóåò. Ó Ë
2. Äéáôõðþóôå ôá ôñßá êñéôÞñéá éóüôçôáò ôñéãþíùí.
3. Óõìðëçñþóôå ôá êåíÜ:
i) Óå êÜèå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò
ôçò êïñõöÞò åßíáé .................................................
ii) Óå êÜèå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ç äéÜìåóïò ðïõ áíôé-
óôïé÷åß óôç âÜóç ôïõ åßíáé ...........................................
iii) ¸íá óçìåßï Ì âñßóêåôáé óôç ìåóïêÜèåôï åíüò ôìÞ-
ìáôïò ÁÂ, üôáí ...........................................
iv) Äýï ôüîá åíüò êýêëïõ åßíáé ßóá, üôáí ......................
................................................

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ Ý÷ïõí â = â´, ã = ã´ êáé

Á
^

= Á
^¢. Áí É åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äé÷ïôüìùí ÁÄ

êáé ÂÅ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé É´ ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí
äé÷ïôüìùí Á´Ä´ êáé Â¸´ ôïõ Á´Â´Ã´ íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÁÄ = Á¢Ä¢ êáé ÂÅ = Â¢Å¢
ii) ÁÉ = Á¢I¢ êáé ÂÉ = Â¢I¢.
2. Äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã ¢ Ý÷ïõí â = â´, Á

^
= Á

^¢
êáé äá = äá¢. Íá áðïäåßîåôå üôé: 

i) Ã
^

= Ã
^ ¢, 

ii) á = á´ êáé ã = ã´.
3. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ðñïåêôåßíïõìå ôç äéÜìåóï ÁÌ êáôÜ
ßóï ôìÞìá ÌÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé
ÂÃÄ åßíáé ßóá.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ôçò âÜóçò
éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ åßíáé ßóåò.
2. Áí ÁÁ¢, ÂÂ¢ êáé ÃÃ ¢ åßíáé ôñåéò äéÜìåôñïé êýêëïõ (âë.
ó÷Þìá), íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã ¢
åßíáé ßóá.

3. Óå Ýíá êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé ÁÂ = ÃÄ êáé
Â^= Ã^. Íá áðïäåßîåôå üôé Á^ = Ä^.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Èåùñïýìå äýï ßóá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´. Ç äéÜ-
ìåóïò ÁÌ êáé ç äé÷ïôüìïò ÂÄ ôïõ ÁÂÃ ôÝìíïíôáé óôï
È, åíþ ç áíôßóôïé÷ç äéÜìåóïò Á´Ì´ êáé ç áíôßóôïé÷ç
äé÷ïôüìïò Â´Ä´ ôïõ Á´Â´Ã´ ôÝìíïíôáé óôï È´. Íá áðï-
äåßîåôå üôé: i) ÂÄ = Â´Ä´, ii) ÂÁ^Ì = Â¢Á^¢Ì¢, iii) Ôá ôñß-
ãùíá ÁÂÈ êáé Á¢Â¢È¢ åßíáé ßóá, iv) ÁÈ = Á¢È¢ êáé 
ÈÄ = È¢Ä¢.
2. Äýï ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ Ý÷ïõí ôçí ßäéá ìåóïêÜèåôï
å. Áí ç å êáé ç ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÁÃ ôÝìíïíôáé, íá áðï-
äåßîåôå üôé áðü ôï óçìåßï ôïìÞò ôïõò äéÝñ÷åôáé êáé ç
ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÂÄ.
3. ¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ). Ç ìåóï-
êÜèåôïò ôçò ðëåõñÜò ÁÃ ôÝìíåé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÃÂ
óôï Ä. Ðñïåêôåßíïõìå ôç ÄÁ êáôÜ ôìÞìá ÁÅ = ÄÂ. Íá
áðïäåßîåôå üôé:
i) ôï ôñßãùíï ÄÁÃ åßíáé éóïóêåëÝò,
ii) ôï ôñßãùíï ÃÄÅ åßíáé åðßóçò éóïóêåëÝò.

Áðü óçìåßï åêôüò åõèåßáò äéÝñ÷åôáé ìïíáäéêÞ êÜèåôïò
óôçí åõèåßá.

Èåþñçìá
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Áðüäåéîç
¸óôù åõèåßá x¢x, óçìåßï Á åêôüò áõôÞò êáé óçìåßï Ì ôçò x¢x
(ó÷.23). Áí ç ÁÌ åßíáé êÜèåôç óôçí x¢x, ôüôå ôï èåþñçìá
éó÷ýåé ùò ðñïò ôçí ýðáñîç ôçò êáèÝôïõ. ¸óôù üôé ç ÁÌ äåí
åßíáé êÜèåôç óôçí x¢x. Óôï çìéåðßðåäï ðïõ ïñßæåé ç x¢x êáé äåí
ðåñéÝ÷åé ôï Á èåùñïýìå ôçí çìéåõèåßá Ìy, þóôå íá åßíáé xM

^
y

= AM
^

x êáé ðÜíù óå áõôÞ óçìåßï Â, þóôå ÌÁ = ÌÂ. ÅðåéäÞ
ôá óçìåßá Á,Â åßíáé åêáôÝñùèåí ôçò x¢x, ç x¢x  ôÝìíåé ôçí ÁÂ
óå Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï, Ýóôù Ê. Áöïý ÌÁ = ÌÂ êáé M

^

1 =

M
^

2, ç ÌÊ åßíáé äé÷ïôüìïò óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÌÁÂ, Üñá

åßíáé êáé ýøïò êáé åðïìÝíùò ÁÂ^x¢x.
¸óôù üôé õðÜñ÷åé êáé Üëëç åõèåßá ÁË êÜèåôç óôçí x¢x . Ôüôå
ôá ôñßãùíá ÁÌË êáé ÂÌË åßíáé ßóá, ãéáôß Ý÷ïõí ÌË êïéíÞ,
ÌÁ = ÌÂ êáé M

^

1 = M
^

2, ïðüôå èá åßíáé êáé Ë
^

1 = Ë
^

2. ¼ìùò Ë
^

1

= 90°, Üñá êáé Ë
^

2 = 90°, ïðüôå Ë
^

1 + Ë
^

2 = 180° ôï ïðïßï óç-

ìáßíåé üôé ôá óçìåßá Á,Ë,Â åßíáé óõíåõèåéáêÜ, äçëáäÞ ç ÁË
ôáõôßæåôáé ìå ôçí ÁÊ, ðïõ åßíáé Üôïðï.

3.6  ÊñéôÞñéá éóüôçôáò ïñèïãþíéùí ôñéãþíùí

ÅðåéäÞ äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí ìéá ãùíßá ßóç, ôçí ïñèÞ,
áðü ôï 1ï (ÐÃÐ) êáé 2ï (ÃÐÃ) êñéôÞñéï éóüôçôáò ôõ÷áßùí ôñé-
ãþíùí ðñïêýðôåé Üìåóá üôé:
� Äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá, ðïõ Ý÷ïõí ôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò

ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá, åßíáé ßóá. (ó÷.24).
� Äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá, ðïõ Ý÷ïõí ìéá êÜèåôç ðëåõñÜ

êáé ôçí ðñïóêåßìåíç óå áõôÞ ïîåßá ãùíßá ßóåò ìßá ðñïò
ìßá, åßíáé ßóá (ó÷.25).

Ç éóüôçôá ïñèïãþíéùí ôñéãþíùí åîáóöáëßæåôáé áêüìç êáé
áðü ôá åðüìåíá èåùñÞìáôá.

Áðüäåéîç
¸óôù äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ ìå Á^ = Á^ ¢ = 90°, ÂÃ = Â¢Ã¢
êáé Â^ = Â^ ¢ (ó÷.26). Èá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé êáé ÁÂ = Á¢Â¢.
¸óôù üôé ÁÂ Þ Á¢Â¢ , ð.÷. ÁÂ . Á¢Â¢. Ôüôå óôçí ðëåõñÜ ÂÁ
õðÜñ÷åé óçìåßï Ä, þóôå ÂÄ = Á¢Â¢.

Ó÷Þìá 23

Ó÷Þìá 24

Ó÷Þìá 25

Ó÷Þìá 26

Áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí ôçí õðïôåßíïõóá
êáé ìßá ïîåßá ãùíßá áíôßóôïé÷á ßóåò ìßá ðñïò ìßá,
ôüôå åßíáé ßóá.

Èåþñçìá I
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Ôá ôñßãùíá ÄÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢, ÄÂ = Á¢Â¢ êáé 
Â^ = Â^ ¢, åðïìÝíùò åßíáé ßóá, ïðüôå èá åßíáé Ä^ = Á^¢ = 90°, äçëá-
äÞ ÃÄ^ÁÂ. ¸ôóé Ý÷ïõìå ÃA^ÁÂ êáé ÃÄ^ÁÂ ðïõ åßíáé Üôïðï
(ìïíáäéêüôçôá êáèÝôïõ). ÏäçãçèÞêáìå óå Üôïðï ãéáôß õðïèÝ-
óáìå üôé ÁÂ Þ Á¢Â¢. ¢ñá  ÁÂ 5 Á¢Â¢, ïðüôå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ
êáé Á¢Â¢Ã¢ åßíáé ßóá, ãéáôß Ý÷ïõí ÂÃ = Â¢Ã¢, ÂÁ = Â¢Á¢ êáé 
Â^ = Â^ ¢ (ÐÃÐ).

Áðüäåéîç
¸óôù äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ (ó÷.27) ìå Á^ = Á^ ¢ = 90°,
ÂÃ = Â¢Ã¢ êáé ÁÂ = Á¢Â¢. Èá áðïäåßîïõìå üôé êáé Â^ = Â^ ¢. Óôéò
ðñïåêôÜóåéò ôùí ÂÁ êáé Â¢Á¢ èåùñïýìå áíôßóôïé÷á ôá óçìåßá
Ä êáé Ä¢, þóôå íá åßíáé ÁÄ = ÁÂ êáé Á¢Ä¢ = Á¢Â¢. Ôüôå ç ÃÁ
åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÄÂ êáé ç Ã¢Á¢ ìåóïêÜèåôïò ôïõ Ä¢Â¢.
Óõìðåñáßíïõìå, ëïéðüí, üôé ÃÄ = ÃÂ êáé Ã¢Ä¢ = Ã¢Â¢. Áðü ôéò
ôåëåõôáßåò éóüôçôåò êáé ôçí ÂÃ = Â¢Ã¢ ðñïêýðôåé üôé ÃÄ =
Ã¢Ä¢. ¸ôóé ôá ôñßãùíá ÃÄÂ êáé Ã¢Ä¢Â¢ Ý÷ïõí ÃÄ = Ã¢Ä¢, ÂÃ =
Â¢Ã¢ êáé ÄÂ = Ä¢Â¢ (ùò äéðëÜóéá ôùí ßóùí ôìçìÜôùí ÁÂ êáé
Á¢Â¢), åðïìÝíùò åßíáé ßóá, ïðüôå Â^ = Â^ ¢. Ôüôå êáé ôá áñ÷éêÜ
ôñßãùíá åßíáé ßóá (ÐÃÐ).

Áðüäåéîç
Áò èåùñÞóïõìå Ýíáí êýêëï (Ï,ñ), ìéá ÷ïñäÞ ôïõ ÁÂ êáé ôçí
êÜèåôç ÏÊ ôçò ÁÂ, ðïõ ôÝìíåé ôïí êýêëï óôï óçìåßï Ì
(ó÷.28). ÅðåéäÞ ôï ôìÞìá ÏÊ åßíáé ýøïò óôï éóïóêåëÝò ôñßãù-
íï ÏÁÂ (ÏÁ = ÏÂ = ñ), óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï ðüñéóìá

Áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá Ý÷ïõí ôçí õðïôåßíïõóá
êáé ìßá êÜèåôç ðëåõñÜ áíôßóôïé÷á ßóåò ìßá ðñïò ìßá,
ôüôå åßíáé ßóá.

Èåþñçìá II

Ó÷Þìá 27

ÐÏÑIÓÌÁ É

Ôï ýøïò éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç âÜóç
åßíáé äéÜìåóïò êáé äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ôçò êïñõöÞò.

ÐÏÑIÓÌÁ ÉÉ

Ç êÜèåôïò ðïõ öÝñåôáé áðü ôï êÝíôñï åíüò êýêëïõ ðñïò ìéá
÷ïñäÞ ôïõ äé÷ïôïìåß ôç ÷ïñäÞ êáé ôï áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò.

Ó÷Þìá 28
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åßíáé äéÜìåóïò êáé äé÷ïôüìïò, äçëáäÞ ôï Ê åßíáé ìÝóï ôïõ ÁÂ
êáé Ï

^

1 = Ï
^

2. Áöïý Ï
^

1 = Ï
^

2 ðñïêýðôåé üôé ÁCÌ = Ì
C

Â.

Áðüäåéîç
´Åóôù ïé ßóåò ÷ïñäÝò ÁÂ êáé ÃÄ åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) êáé ÏÊ,
ÏË ôá áðïóôÞìáôÜ ôïõò áíôßóôïé÷á (ó÷.29). Ôá ôñßãùíá ÊÏÁ
êáé ËÏÃ, Ý÷ïõí Ê

^
= Ë

^
= 90°, ÏÁ = ÏÃ (= ñ) êáé ÁÊ = ÃË

(áöïý ÁÂ = ÃÄ). ÅðïìÝíùò åßíáé ßóá, ïðüôå ÏÊ = ÏË.
Áíôßóôñïöá. ¸óôù üôé ôá áðïóôÞìáôá ÏÊ êáé ÏË åßíáé ßóá.
Ôüôå ôá ôñßãùíá ÊÏÁ êáé ËÏÃ Ý÷ïõí Ê

^
= Ë

^
= 90°, ÏÁ = ÏÃ

êáé ÏÊ = ÏË, åðïìÝíùò åßíáé ßóá, ïðüôå 

ÁÊ = ÃË Þ }
Á

2

Â
} = }

Ã

2

Ä
} Þ ÁÂ = ÃÄ.

Áðüäåéîç
¸óôù ìéá ãùíßá xO^ y êáé Ì Ýíá óçìåßï ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò Ïä
(ó÷.30). ÖÝñïõìå MA^Ox êáé MB^Oy. Ôüôå ôá ïñèïãþíéá
ôñßãùíá ÁÏÌ êáé ÂÏÌ åßíáé ßóá ãéáôß Ý÷ïõí Á^ = Â

^
= 90°, ÏÌ

êïéíÞ êáé ÌO^ Á = ÌO^ Â, åðïìÝíùò ÌÁ = ÌÂ.
Áíôßóôñïöá. ̧ óôù Ì Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï ôçò ãùíßáò. ÖÝñïõ-
ìå MA^Ox êáé MB^Oy êáé õðïèÝôïõìå üôé ÌÁ = ÌÂ. Ôüôå ôá
ôñßãùíá ÁÏÌ êáé ÂÏÌ åßíáé ðÜëé ßóá, áöïý Á^ = Â

^
= 90°, ÏÌ

êïéíÞ êáé ÌÁ=ÌÂ êáé åðïìÝíùò ÌO^Á = ÌO^Â, ïðüôå ôï Ì
åßíáé óçìåßï ôçò äé÷ïôüìïõ Ïä. 

Äýï ÷ïñäÝò åíüò êýêëïõ åßíáé ßóåò áí êáé ìüíï áí ôá
áðïóôÞìáôÜ ôïõò åßíáé ßóá.

Èåþñçìá IIÉ

Ó÷Þìá 29

KÜèå óçìåßï ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò éóáðÝ÷åé áðü
ôéò ðëåõñÝò ôçò êáé áíôßóôñïöá êÜèå åóùôåñéêü óç-
ìåßï ôçò ãùíßáò ðïõ éóáðÝ÷åé áðü ôéò ðëåõñÝò åßíáé
óçìåßï ôçò äé÷ïôüìïõ.

Èåþñçìá IV

Ó÷Þìá 30

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

Ïëåò ïé ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò éóüôçôáò ïñèïãþíéùí ôñéãþíùí äéáôõðþíïíôáé óõíïðôéêÜ ùò
åîÞò:.
Äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá åßíáé ßóá, üôáí Ý÷ïõí:
� Äýï ïìüëïãåò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá.
� Ìßá ðëåõñÜ êáé ôçí ðñïóêåßìåíç óå áõôÞ ïîåßá ãùíßá áíôßóôïé÷á ßóåò ìßá ðñïò ìßá.
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Áðü ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá óõìðåñáßíïõìå üôé: 
Ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óç-
ìåßùí ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôéò ðëåõñÝò ôçò.

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ óõìðåñÜóìáôïò áõôïý áíôéìåôùðßæåôáé ç
åðüìåíç äñáóôçñéüôçôá.

Äñáóôçñéüôçôá

Íá âñåèåß óçìåßï ðïõ éóáðÝ÷åé áðü
ôéò ðëåõñÝò åíüò ôñéãþíïõ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. Óôçí ðñïÝêôáóç ôçò
ðëåõñÜò ÁÂ (ó÷.31) ðáßñíïõìå óçìåßï Å,
þóôå ÂÅ=ÁÂ êáé óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÁÃ
ðáßñíïõìå óçìåßï Æ, þóôå ÃÆ=ÁÃ. Áí ÁÄ ôï
ýøïò ôïõ ôñéãþíïõ êáé ÅÇ, ÆÈ ôá êÜèåôá
ôìÞìáôá ðñïò ôçí åõèåßá ÂÃ, ôüôå:
(i) íá óõãêñéèïýí ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÅÂÇ,

êáèþò êáé ôá ÁÃÄ êáé ÆÃÈ,
(ii) íá áðïäåé÷èåß üôé ÅÇ = ÆÈ.
Ëýóç
(i) Ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÅÂÇ åßíáé ïñèïãþíéá (Ä^ = Ç

^
= 90°) êáé Ý÷ïõí ÁÂ = ÂÅ (áðü

õðüèåóç) êáé Â
^

1 = Â
^

2 (êáôáêïñõöÞí). ¢ñá, åßíáé ßóá.

¼ìïéá êáé ôá ôñßãùíá ÁÃÄ êáé ÆÃÈ åßíáé ßóá ãéáôß Ý÷ïõí Ä^ = È
^

= 90°, ÁÃ = ÃÆ êáé Ã
^

1 = Ã
^

2.

(ii) Áðü ôçí éóüôçôá ôùí ôñéãþíùí ÁÂÄ êáé ÅÂÇ ðñïêýðôåé üôé ÅÇ=ÁÄ. ¼ìïéá áðü ôçí Üë-
ëç éóüôçôá ôùí ôñéãþíùí ðñïêýðôåé ÆÈ = ÁÄ. ÅðïìÝíùò ÅÇ = ÆÈ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Èåùñïýìå äýï ßóïõò êýêëïõò ìå êÝíôñá Ê, Ë
êáé áðü ôï ìÝóï Ì ôïõ ÊË åõèåßá å ðïõ ôÝìíåé
ôïõò êýêëïõò (ó÷.32) óôá óçìåßá Á, Â êáé Ã, Ä
áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåé÷èåß üôé ÁÂ = ÃÄ.
Áðüäåéîç
ÅðåéäÞ ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ åßíáé ÷ïñäÝò
ßóùí êýêëùí, ãéá íá åßíáé ÁÂ = ÃÄ áñêåß ôá
áðïóôÞìáôÜ ôïõò ÊÅ êáé ËÆ, áíôßóôïé÷á, íá
åßíáé ßóá. Ôá ôñßãùíá ÅÌÊ êáé ÆÌË åßíáé ïñèïãþíéá (Å

^
= Æ

^
= 90°) êáé Ý÷ïõí ÊÌ = ÌË, ãéáôß

ôï Ì åßíáé ìÝóï ôïõ ÊË êáé M
^

1 = M
^

2 ùò êáôáêïñõöÞí. ¢ñá åßíáé ßóá, ïðüôå ÊÅ = ËÆ.

Ó÷Þìá 31

Ó÷Þìá 32
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AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. ¸óôù åõèåßá å êáé óçìåßï Á åêôüò áõôÞò. Áí AB^å
êáé AÃ^å (Â, Ã óçìåßá ôçò å) ôüôå:
i) Â ; Ã Ó Ë
ii) Â ò Ã Ó Ë
iii) ÁÂ = ÁÃ Ó Ë
AéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
2. ¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ), Ä óçìåßï ôçò
âÜóçò êáé ïé ðñïôÜóåéò:

ð1: Ôï ÁÄ åßíáé ýøïò ôïõ ôñéãþíïõ.

ð2: Ôï ÁÄ åßíáé äéÜìåóïò ôïõ ôñéãþíïõ.

ð3: Ôï ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò ôïõ ôñéãþíïõ.

Áí ãéá ôï ÁÄ éó÷ýåé ìßá áðü ôéò ð1, ð2, ð3, ôüôå éó÷ýïõí ïé

Üëëåò äýï ðñïôÜóåéò;
3. Äéáôõðþóôå ôéò äýï áíáêåöáëáéùôéêÝò ðåñéðôþóåéò
éóüôçôáò ïñèïãþíéùí ôñéãþíùí.
4. Óôï äéðëáíü ó÷Þ-
ìá Ý÷ïõìå ó÷åäéÜ-
óåé ïêôþ ïñèï-
ãþíéá ôñßãùíá. Êá-
èÝíá áðü áõôÜ åß-
íáé ßóï ìå Ýíá áðü
ôá õðüëïéðá. Íá
âñåßôå ôá æåýãç ôùí
ßóùí ôñéãþíùí êáé
íá áíáöÝñåôå ôï ëüãï ãéá ôïí ïðïßï åßíáé ßóá.
5. Óõìðëçñþóôå ôá êåíÜ óôçí åðüìåíç ðñüôáóç:
Ï öïñÝáò ôïõ áðïóôÞìáôïò ìéáò ÷ïñäÞò åßíáé ìåóï-
êÜèåôïò ôçò ..................... êáé äé÷ïôïìåß ........ .........
6. Áí ÁÂ, ÃÄ åßíáé ÷ïñäÝò åíüò êýêëïõ (Ê) êáé ÊÅ, ÊÆ
åßíáé áíôßóôïé÷á ôá áðïóôÞìáôÜ ôïõò ôüôå:

á. ÁÂ = ÃÄ Û ÊÅ = }
1

2
} ÊÆ, 

â. ÁÂ = ÃÄ Û ÊÅ > ÊÆ,
ã. ÁÂ = ÃÄ Û ÊÅ = ÊÆ,

ä. ÁÂ = ÃÄ Û }
1

2
} ÊÅ = }

1

3
} ÊÆ, 

å. ÁÂ = ÃÄ Û ÊÅ < ÊÆ. 
Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-
ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
7. Ðïéá åßíáé ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ôùí óçìåßùí
ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò;
8. Äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá ðïõ Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò ßóåò
åßíáé ðÜíôïôå ßóá; Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ýøç éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ðïõ
áíôéóôïé÷ïýí óôéò ßóåò ðëåõñÝò ôïõ åßíáé ßóá.

2. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ìÝóá ôùí ßóùí ðëåõñþí éóï-
óêåëïýò ôñéãþíïõ éóáðÝ÷ïõí: 
i) áðü ôç âÜóç,
ii) áðü ôéò ßóåò ðëåõñÝò.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá Üêñá åíüò ôìÞìáôïò éóáðÝ-
÷ïõí áðü êÜèå åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï ìÝóï ôïõ.
4. Áí äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá, íá áðïäåßîåôå üôé êáé ôá ýøç
ôïõò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò ßóåò ðëåõñÝò åßíáé ßóá.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. ¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) êáé Ì ôï
ìÝóï ôçò âÜóçò ôïõ ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ôï Ì éóáðÝ÷åé áðü ôéò ßóåò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ,
ii) ç ÁÌ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ðïõ ó÷çìáôßæïõí
ïé áðïóôÜóåéò ôïõ Ì áðü ôéò ßóåò ðëåõñÝò ìåôáîý ôïõò.
2. Íá áðïäåßîåôå üôé áí óå äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé
Á´Â´Ã´ åßíáé á=á´, õá=õá ¢

êáé ìá=ìá ¢
, ôüôå ôá ôñßãùíá

åßíáé ßóá.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé áí óå äýï ïîõãþíéá ôñßãùíá ÁÂÃ
êáé Á´Â´Ã´ åßíáé á=á´, õâ=õâ ¢ êáé õã=õã ¢, ôüôå ôá ôñß-

ãùíá åßíáé ßóá.
4. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 1z) êáé ç äé-
÷ïôüìïò ôïõ ÂÄ. Áðü ôï Ä öÝñïõìå ÄÅ^ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé
ôçí ÁÂ óôï Æ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÂÃÆ åßíáé
éóïóêåëÝò.
5. Äßíåôáé êýêëïò (Ï, R), ïé ßóåò ÷ïñäÝò ôïõ ÁÂ, ÃÄ êáé
ôá áðïóôÞìáôÜ ôïõò ÏÊ êáé ÏË áíôßóôïé÷á. Áí ïé ðñï-
åêôÜóåéò ôùí ÂÁ êáé ÄÃ ôÝìíïíôáé óôï Ì, íá áðïäåß-
îåôå üôé:
i) ôá ôñßãùíá ÌÏÊ êáé ÌÏË åßíáé ßóá,
ii) ÌÁ = ÌÃ êáé  ÌÂ = ÌÄ.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ. Ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò Á

^

ôÝìíåé ôç ìåóïêÜèåôï ôçò ÂÃ óôï óçìåßï Ä. ¸óôù Å êáé
Æ ïé ðñïâïëÝò ôïõ Ä óôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á.
i) Íá óõãêñßíåôå ôá ôñßãùíá ÄÂÅ êáé ÄÃÆ.
ii)Íá ëýóåôå ôï ßäéï ðñüâëçìá èåùñþíôáò ôçí åîùôå-
ñéêÞ äé÷ïôüìï ôçò Á

^
, ç ïðïßá ôÝìíåé ôç ìåóïêÜèåôï ôçò

ÂÃ óôï óçìåßï Ä´, ìå ðñïâïëÝò ôá óçìåßá Å´, Æ´ óôéò
ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á.
iii) Íá áðïäåßîåôå üôé ÅÅ´ = ÁÃ êáé ÆÆ´ = ÁÂ. 
2. Áí äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá ÁÂÃ, Á´Â´Ã´ Ý÷ïõí ìßá
êÜèåôç ðëåõñÜ ßóç êáé ç ðåñßìåôñïò ôïõ åíüò åßíáé ßóç
ìå ôçí ðåñßìåôñï ôïõ Üëëïõ, ôüôå ôá ôñßãùíá åßíáé ßóá.
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Âáóéêïß ãåùìåôñéêïß ôüðïé

3.7  Êýêëïò - ÌåóïêÜèåôïò - Äé÷ïôüìïò

¼ðùò Ý÷ïõìå áíáöÝñåé, ãåùìåôñéêüò ôüðïò ëÝãåôáé ôï óýíïëï
üëùí ôùí óçìåßùí, ðïõ Ý÷ïõí ìéá (êïéíÞ) ÷áñáêôçñéóôéêÞ
éäéüôçôá.
ÅðïìÝíùò:
� ï êýêëïò (ó÷.33) åßíáé Ýíáò ãåùìåôñéêüò ôüðïò, áöïý üëá ôá

óçìåßá ôïõ êáé ìüíïí áõôÜ Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá íá áðÝ÷ïõí
ìéá ïñéóìÝíç áðüóôáóç áðü Ýíá óôáèåñü óçìåßï.

� ç ìåóïêÜèåôïò åíüò ôìÞìáôïò (ó÷.34) åßíáé åðßóçò Ýíáò ãåù-
ìåôñéêüò ôüðïò, áöïý üëá ôá óçìåßá ôçò êáé ìüíïí áõôÜ
Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá íá éóáðÝ÷ïõí áðü ôá Üêñá ôïõ ôìÞìáôïò.

� ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò (ó÷.35) åßíáé Ýíáò Üëëïò ãåùìå-
ôñéêüò ôüðïò, áöïý üëá ôá óçìåßá ôçò êáé ìüíïí áõôÜ (áðü
ôá óçìåßá ôçò ãùíßáò) éóáðÝ÷ïõí áðü ôéò ðëåõñÝò ôçò
ãùíßáò.

Ç áíôéìåôþðéóç åíüò ðñïâëÞìáôïò ãåùìåôñéêïý ôüðïõ
áðáéôåß ìéá éäéáßôåñç äéáäéêáóßá ç ïðïßá ðáñïõóéÜæåôáé óôï
åðüìåíï ðáñÜäåéãìá.

Ó÷Þìá 33

Ó÷Þìá 35

Ó÷Þìá 34

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ

Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí êÝíôñùí ôùí êýêëùí, ðïõ
äéÝñ÷ïíôáé áðü äýï óôáèåñÜ óçìåßá Á êáé Â.
Ëýóç
¸óôù Ì Ýíá óçìåßï ôïõ æçôïýìåíïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ, äçëáäÞ
ôï êÝíôñï åíüò êýêëïõ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá Á,Â (ó÷.36). Ôüôå
ÌÁ=ÌÂ, ùò áêôßíåò ôïõ ßäéïõ êýêëïõ êáé åðïìÝíùò ôï Ì áíÞêåé
óôç ìåóïêÜèåôï å ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ.
Áíôßóôñïöá. ¸óôù Í Ýíá óçìåßï ôçò ìåóïêáèÝôïõ å ôïõ ÁÂ. Ôüôå
èá åßíáé ÍÁ=ÍÂ, ïðüôå ï êýêëïò (Í,ÍÁ) äéÝñ÷åôáé êáé áðü ôï Â.
ÅðïìÝíùò êÜèå óçìåßï ôçò å åßíáé êÝíôñï êýêëïõ ðïõ äéÝñ÷åôáé
áðü ôá Á,Â.
¢ñá ï æçôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò åßíáé ç ìåóïêÜèåôïò å ôïõ
ôìÞìáôïò ÁÂ. Ó÷Þìá 36
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ÓõììåôñéêÜ ó÷Þìáôá

3.8  ÊåíôñéêÞ óõììåôñßá

Óôçí §2.10 åßäáìå ðüôå äýï óçìåßá Á,Á´ ëÝãïíôáé óõììå-
ôñéêÜ ùò ðñïò êÝíôñï Ýíá óçìåßï Ï (ó÷.37).

Ãåíéêüôåñá äýï ó÷Þìáôá Ó, Ó´ ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ ùò
ðñïò Ýíá óçìåßï Ï (ó÷.38), áí êáé ìüíï áí êÜèå óçìåßï ôïõ
Ó´ åßíáé óõììåôñéêü åíüò óçìåßïõ ôïõ Ó ùò ðñïò ôï Ï êáé
áíôßóôñïöá. Ôï óçìåßï Ï ëÝãåôáé êÝíôñï óõììåôñßáò ôïõ
ó÷Þìáôïò, ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï Ï
ó÷Þìáôá Ó êáé Ó´. ÄçëáäÞ Ýíá óçìåßï Ï ëÝãåôáé êÝíôñï
óõììåôñßáò åíüò ó÷Þìáôïò, üôáí ãéá êÜèå óçìåßï Á ôïõ
ó÷Þìáôïò ôï óõììåôñéêü ôïõ Á¢, ùò ðñïò ôï Ï, åßíáé åðßóçò
óçìåßï ôïõ ó÷Þìáôïò. ¸íá ó÷Þìá ìå êÝíôñï óõììåôñßáò ëÝìå
üôé ðáñïõóéÜæåé êåíôñéêÞ óõììåôñßá.

Aí óôñÝøïõìå Ýíá ó÷Þìá Ó, ìå êÝíôñï óõììåôñßáò ôï Ï
(ó÷.39), êáôÜ 180ï ãýñù áðü ôï Ï, èá ðÜñïõìå Ýíá ó÷Þìá ðïõ
èá óõìðßðôåé ìå ôï áñ÷éêü.

Ó×ÏËÉÏ
Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ãßíåôáé öáíåñü üôé ç ëýóç åíüò ðñïâëÞìáôïò ãåùìåôñéêïý ôüðïõ áêïëïõèåß ôá
åîÞò óôÜäéá:
Èåùñïýìå Ýíá ôõ÷áßï óçìåßï Ì ôïõ æçôïýìåíïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ êáé ìå âÜóç ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ðïõ
Ý÷åé, ðñïóäéïñßæïõìå ôç ãñáììÞ Ã ðÜíù óôçí ïðïßá âñßóêåôáé.
Óôç óõíÝ÷åéá êáôáóêåõÜæïõìå ìå ôïí êáíüíá êáé ôï äéáâÞôç ôç ãñáììÞ áõôÞ êáé åîåôÜæïõìå áí ôï ôõ÷áßï óçìåßï
Í ôçò ãñáììÞò áõôÞò éêáíïðïéåß ôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ôïõ æçôïýìåíïõ ãåùìåôñéêïý ôüðïõ. Áí áõôü
óõìâáßíåé, ôüôå ç ãñáììÞ Ã åßíáé ï æçôïýìåíïò ãåùìåôñéêüò ôüðïò.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
Óõìðëçñþóôå ôá êåíÜ óôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò.
.i) Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí êïñõöþí ôùí éóïóêåëþí
ôñéãþíùí ìå ãíùóôÞ âÜóç åßíáé .................
ii) Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ðïõ éóáðÝ÷ïõí
áðü äýï ôåìíüìåíåò åõèåßåò åßíáé ..................

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí êïñõöþí Á ôùí
ôñéãþíùí ÁÂÃ, ðïõ Ý÷ïõí óôáèåñÞ ôçí ðëåõñÜ ÂÃ=á
êáé ôç äéÜìåóï AÌ ìå ãíùóôü ìÞêïò.
2. Äßíåôáé êýêëïò (Ï,R). Áí Í ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ
êýêëïõ êáé Ì óçìåßï óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÏÍ, þóôå
ÏÍ = ÍÌ, íá âñåèåß ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôïõ Ì, üôáí
ôï Í äéáãñÜöåé ôïí êýêëï.

Ó÷Þìá 37

Ó÷Þìá 38

Ó÷Þìá 39
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Áðü ôá ãíùóôÜ ìáò, ìÝ÷ñé ôþñá ó÷Þìáôá:
� Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá Ý÷åé êÝíôñï óõììåôñßáò ôï ìÝóï ôïõ

(ó÷.40á).

� Ç åõèåßá Ý÷åé êÝíôñï óõììåôñßáò ïðïéïäÞðïôå óçìåßï ôçò
(ó÷.40â).

� Ï êýêëïò Ý÷åé êÝíôñï óõììåôñßáò ôï êÝíôñï ôïõ (ó÷.40ã).

3.9  ÁîïíéêÞ óõììåôñßá

Óôçí §2.14 åßäáìå ðüôå äýï óçìåßá Á, Á¢ ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ
ùò ðñïò (Üîïíá) ôçí åõèåßá å (ó÷.42).

Ãåíéêüôåñá äýï ó÷Þìáôá Ó, Ó¢ (ó÷.43) ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ
ùò ðñïò ôçí åõèåßá å, áí êáé ìüíïí áí êÜèå óçìåßï ôïõ Ó¢ åß-
íáé óõììåôñéêü åíüò óçìåßïõ ôïõ Ó ùò ðñïò ôçí å êáé áíôß-
óôñïöá. Ç åõèåßá å ëÝãåôáé Üîïíáò óõììåôñßáò ôïõ ó÷Þìáôïò
ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá ó÷Þìáôá Ó êáé Ó¢. ÄçëáäÞ ìéá åõèåßá
å ëÝãåôáé Üîïíáò óõììåôñßáò åíüò ó÷Þìáôïò, üôáí ãéá êÜèå
óçìåßï Á ôïõ ó÷Þìáôïò ôï óõììåôñéêü ôïõ Á¢, ùò ðñïò ôçí å,
åßíáé åðßóçò óçìåßï ôïõ ó÷Þìáôïò. ¸íá ó÷Þìá ìå Üîïíá
óõììåôñßáò ëÝìå üôé ðáñïõóéÜæåé áîïíéêÞ óõììåôñßá. Áí Ýíá
ó÷Þìá Ý÷åé ùò Üîïíá óõììåôñßáò ìéá åõèåßá å, ôüôå ç å ÷ùñßæåé

Ó÷Þìá 40

ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Ôï óõììåôñéêü åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ùò ðñïò óçìåßï ðïõ äåí áíÞêåé óôï öïñÝá ôïõ,
åßíáé ôìÞìá ßóï ìå áõôü.
Áðüäåéîç
¸óôù Ýíá ôìÞìá ÁÂ (ó÷.41), óçìåßï Ï ðïõ äåí áíÞêåé óôçí
åõèåßá ÁÂ êáé Á¢, Â¢ ôá óõììåôñéêÜ ôùí Á,Â ùò ðñïò ôï Ï
áíôßóôïé÷á. ÅðåéäÞ ÏÁ¢ = ÏÁ, OB¢ = OB êáé Á¢Ï^ Â¢ =ÁÏ

^
Â, ôá

ôñßãùíá ÁÏÂ êáé Á¢ÏÂ¢ åßíáé ßóá, ïðüôå Á¢Â¢ = ÁÂ. Áñêåß íá
áðïäåßîïõìå üôé ôá ôìÞìáôá ÁÂ êáé Á¢Â¢ åßíáé óõììåôñéêÜ ùò
ðñïò ôï Ï. ¸óôù óçìåßï Ì ôïõ ÁÂ êáé Ì¢ ç ôïìÞ ôçò ÌÏ ìå
ôï Á¢Â¢. Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç éóüôçôá ôñéãþíùí Ý÷ïõìå üôé 
Á^ = Á^¢, ïðüôå ôá ôñßãùíá ÁÏÌ êáé Á¢ÏÌ¢ åßíáé ßóá ãéáôß Ý÷ïõí ÏÁ¢ = ÏÁ, Á^ = Á^¢ êáé 
Ï
^

1 = Ï
^

2. ÅðïìÝíùò ÏÌ¢ = ÏÌ, ðïõ óçìáßíåé üôé ôï Ì¢ åßíáé óõììåôñéêü ôïõ Ì. 

´Ïìïéá ôï óõììåôñéêü êÜèå óçìåßïõ Ì¢ ôïõ Á¢Â¢ åßíáé óçìåßï ôïõ ÁÂ. ¢ñá ôá ÁÂ, Á¢Â¢
åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï Ï.

Ó÷Þìá 41

Ó÷Þìá 42

Ó÷Þìá 43
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ôï ó÷Þìá (ó÷.44) óå äýï ìÝñç ìå ôÝôïéï ôñüðï, þóôå, áí
äéðëþóïõìå ôï öýëëï ó÷åäßáóçò êáôÜ ìÞêïò ôçò å, ôá ìÝñç
áõôÜ èá ôáõôéóôïýí.
Áðü ôá ãíùóôÜ ìáò ó÷Þìáôá
� Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ Ý÷åé Üîïíåò óõììåôñßáò ôç ìåóï-

êÜèåôü ôïõ ì êáé ôïí öïñÝá ôïõ å (ó÷.45á).
� Ç åõèåßá x¢x Ý÷åé Üîïíá óõììåôñßáò êÜèå åõèåßá å^x¢x êáé

ôçí ßäéá ôç x¢x (ó÷.45â).
� Ï êýêëïò Ý÷åé Üîïíá óõììåôñßáò ôï öïñÝá ä êÜèå äéáìÝôñïõ

ôïõ ÁÂ (ó÷.45ã).
� Ôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) Ý÷åé Üîïíá óõììå-

ôñßáò ôï öïñÝá ì ôïõ ýøïõò ÁÄ (ó÷.45ä). 
� Ôï éóüðëåõñï ôñßãùíï Ý÷åé Üîïíá óõììåôñßáò ôïõò öïñåßò

ôùí ôñéþí õøþí ôïõ (ó÷.45å).

Ó÷Þìá 44

Ó÷Þìá 45

ÅÖÁÑÌÏÃÇ

¸óôù ìéá åõèåßá å êáé Ýíá ôìÞìá ÁÂ ôïõ ïðïßïõ ôï Ýíá Üêñï Á åßíáé
óçìåßï ôçò å. Íá áðïäåé÷èåß üôé ôï óõììåôñéêü ôïõ ÁÂ ùò ðñïò ôçí å
åßíáé ôï ôìÞìá ÁÂ¢ ßóï ìå ôï ÁÂ, üðïõ Â¢ ôï óõììåôñéêü ôïõ Â ùò ðñïò
ôçí å.
Áðüäåéîç 
Ôï óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò ôçí å åßíáé ôï ßäéï ôï Á, áöïý ôï Á åßíáé óçìåßï ôçò å. ÅðåéäÞ ç å
åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÂÂ¢, åßíáé ÁÂ¢ = ÁÂ. Óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÂ¢ ç ÁÄ åßíáé ýøïò êáé
äéÜìåóïò, Üñá åßíáé êáé äé÷ïôüìïò, äçëáäÞ Á^1 = Á^ 2. ´Åóôù óçìåßï Ì ôïõ ÁÂ. ÖÝñïõìå ÌÊ^å ç

ïðïßá üôáí ðñïåêôáèåß ôÝìíåé ôï ÁÂ¢ óôï Ì¢. Óôï ôñßãùíï ÁÌÌ¢ ç ÁÊ åßíáé ýøïò êáé äé÷ïôüìïò
(áöïý Á^1 = Á^ 2), Üñá åßíáé êáé äéÜìåóïò, äçëáäÞ ÊÌ¢ = ÊÌ, ïðüôå ôï Ì¢ åßíáé óõììåôñéêü ôïõ Ì.

¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé ôï óõììåôñéêü êÜèå óçìåßïõ ôïõ ÁÂ´ åßíáé óçìåßï ôïõ ÁÂ. ¢ñá ôá ÁÂ,
ÁÂ¢ åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôçí å.

Ó÷Þìá 46
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ÁíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò
Óôçí åíüôçôá áõôÞ áðïäåéêíýïõìå ôçí áíéóïôéêÞ ó÷Ýóç ðïõ
éó÷ýåé ìåôáîý ìéáò åîùôåñéêÞò ãùíßáò åíüò ôñéãþíïõ êáé ôùí
áðÝíáíôé ãùíéþí ôïõ êáé ôçí áíéóïôéêÞ ó÷Ýóç ðëåõñþí êáé
ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ. Åðßóçò, ðáñïõóéÜæïõìå ôçí ôñéãùíéêÞ
áíéóüôçôá.

3.10  Ó÷Ýóç åîùôåñéêÞò êáé áðÝíáíôé ãùíßáò

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. ÖÝñïõìå ôç äéÜìåóï ÂÄ (ó÷.47) êáé óôçí
ðñïÝêôáóÞ ôçò, ðñïò ôï Ä, èåùñïýìå óçìåßï Å, þóôå 
ÄÅ = ÂÄ. ÅðåéäÞ ôï Å âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò ÃÁ^ x
Ý÷ïõìå ÃÁ^ Å < ÃÁ^ x = Á^ åî . ¼ìùò ôá ôñßãùíá ÂÄÃ êáé EÄÁ åßíáé

ßóá ãéáôß Ý÷ïõí: ÂÄ = ÄÅ, ÁÄ = ÄÃ êáé Ä^ 1 = Ä^ 2 , ïðüôå 

Ã
^

= ÃÁ^ Å. Áðü ôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá êáé ôçí ÃÁ^ Å < Á^ åî ðñï-

êýðôåé üôé Á^ åî > Ã
^
. ¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé êáé Á^ åî > Â

^
. 

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá ó÷åäéÜóåôå ôïõò Üîïíåò óõììåôñßáò ôùí ãñáììÜ-

ôùí: Á, Â, Ä, Ç, È, Ô, ×, Ø.
2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ï. Áí Á¢, Â¢, Ã ¢
åßíáé ôá óõììåôñéêÜ ôùí Á, Â, Ã ùò ðñïò ôï êÝíôñï Ï
áíôßóôïé÷á, íá áðïäåé÷èåß üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÃ, Á¢Â¢Ã ¢
åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï Ï êáé ßóá.
3. Áí x¢Á^¢y¢ åßíáé ç óõììåôñéêÞ ôçò ãùíßáò xÁ^y, ùò
ðñïò êÝíôñï óõììåôñßáò Ýíá óçìåßï Ï, åîùôåñéêü ôçò
xÁ^y, ôüôå íá áðïäåé÷èåß üôé x¢Á^¢y¢ = xÁ^y.

4. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï óõììåôñéêü åíüò ôñéãþíïõ
ÁÂÃ ùò ðñïò ôçí åõèåßá ÂÃ åßíáé ôñßãùíï ßóï ìå ôï
ÁÂÃ.
5. Íá áðïäåßîåôå üôé ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò åßíáé
Üîïíáò óõììåôñßáò ôçò.
6. ¸óôù å, å¢ äýï êÜèåôïé ðïõ ôÝìíïíôáé óôï Ï êáé Ýíá
ôõ÷áßï óçìåßï Ì. Áí Ì ¢ åßíáé ôï óõììåôñéêü ôïõ Ì ùò
ðñïò å êáé Ì ² ôï óõììåôñéêü ôïõ Ì ¢ ùò ðñïò å¢, ôüôå
íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÏÌ = ÏÌ²,
ii) ôá óçìåßá Ì, Ï, Ì² åßíáé óõíåõèåéáêÜ.

Ó÷Þìá 47

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

(i) ÊÜèå ôñßãùíï Ý÷åé ôï ðïëý ìéá ãùíßá ïñèÞ Þ áìâëåßá.

(ii) Ôï Üèñïéóìá äýï ãùíéþí êÜèå ôñéãþíïõ åßíáé ìéêñü-
ôåñï ôùí 180°.

ÊÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ìåãáëýôåñç
áðü êáèåìßá áðü ôéò áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ ôñéãþíïõ.

Èåþñçìá
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3.11 ÁíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò ðëåõñþí êáé ãùíéþí

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå â > ã (ó÷.48). Ôüôå õðÜñ÷åé ìïíáäéêü
åóùôåñéêü óçìåßï Ä ôçò ÁÃ, þóôå ÁÄ=ÁÂ. Ôï ôñßãùíï ÁÂÄ
åßíáé éóïóêåëÝò ìå âÜóç ÂÄ êáé åðïìÝíùò Â

^

1 = Ä
^

1 = ù. ÅðåéäÞ

ç ÂÄ åßíáé åóùôåñéêÞ çìéåõèåßá ôçò ãùíßáò Â
^

, åßíáé Â
^

> Â
^

1,

åíþ ç Ä
^

1, ùò åîùôåñéêÞ ãùíßá ôïõ ôñéãþíïõ ÂÄÃ åßíáé ìåãá-

ëýôåñç áðü ôç Ã
^

, äçëáäÞ Ä
^

1 > Ã
^

. ¸ôóé Ý÷ïõìå Â
^

> ù êáé 

ù > Ã
^

, åðïìÝíùò Â
^

> Ã
^

. 
Áíôßóôñïöá. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â

^
> Ã

^
. Ôüôå èá åßíáé êáé

â>ã, ãéáôß áí Þôáí â = ã Þ â < ã èá åß÷áìå Â
^

= Ã
^

Þ 
Â
^

< Ã
^

áíôßóôïé÷á, ðïõ åßíáé Üôïðï.

3.12 ÔñéãùíéêÞ áíéóüôçôá

Ãíùñßæïõìå üôé ï óõíôïìüôåñïò äñüìïò ìåôáîý äýï óçìåßùí
åßíáé ç åõèåßá ðïõ ôá óõíäÝåé. Áõôü åêöñÜæåôáé áðü ôï åðüìå-
íï èåþñçìá.

Óå êÜèå ôñßãùíï áðÝíáíôé áðü Üíéóåò ðëåõñÝò âñß-
óêïíôáé üìïéá Üíéóåò ãùíßåò êáé áíôßóôñïöá.

Èåþñçìá

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

(i) Áí ìéá ãùíßá åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ïñèÞ Þ áìâëåßá, ôüôå
ç áðÝíáíôé ðëåõñÜ ôçò åßíáé ç ìåãáëýôåñç ðëåõñÜ ôïõ
ôñéãþíïõ.

(ii) Áí Ýíá ôñßãùíï Ý÷åé äýï ãùíßåò ßóåò, ôüôå åßíáé éóï-
óêåëÝò.

(iii) Áí Ýíá ôñßãùíï Ý÷åé êáé ôéò ôñåéò ãùíßåò ôïõ ßóåò, ôü-
ôå åßíáé éóüðëåõñï.

Ó÷Þìá 48

Ó×ÏËÉÏ
Ôï äéðëáíü ðüñéóìá (ii) åßíáé ôï
áíôßóôñïöï ôïõ ðïñßóìáôïò É
ôçò § 3.2. Ôá äýï áõôÜ ðïñßóìá-
ôá óõíïøßæïíôáé óôï åîÞò: Ýíá
ôñßãùíï åßíáé éóïóêåëÝò áí êáé
ìüíï áí Ý÷åé äýï ãùíßåò ßóåò.

ÊÜèå ðëåõñÜ ôñéãþíïõ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôï Ü-
èñïéóìá ôùí äýï Üëëùí êáé ìåãáëýôåñç áðü ôç äéá-
öïñÜ ôïõò.

Èåþñçìá
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Áðüäåéîç 
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. Èá áðïäåßîïõìå áñ÷éêÜ üôé á < â + ã
(ó÷.49). Ãé� áõôü ðñïåêôåßíïõìå ôçí ðëåõñÜ ÂÁ, ðñïò ôï Á,
êáôÜ ôìÞìá ÁÄ = ÁÃ. Ôüôå ôï ôñßãùíï ÁÃÄ åßíáé éóïóêåëÝò
êáé ç ÃÁ åóùôåñéêÞ çìéåõèåßá ôçò ÂÃ

^
Ä, ïðüôå Ý÷ïõìå áíôß-

óôïé÷á Ä
^

= Ã
^

1 êáé Ã
^

1 < ÂÃ
^

Ä. Áðü ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò ðñïêýðôåé

üôé Ä
^

< ÂÃ
^

Ä, áðü ôçí ïðïßá óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï
èåþñçìá óõìðåñáßíïõìå üôé ÂÃ < ÂÄ Þ á < â + ã.
¼ìïéá ðñïêýðôåé üôé â < ã + á êáé ã < á + â. Áðü ôéò áíéóü-
ôçôåò áõôÝò, áíôßóôïé÷á ðñïêýðôåé üôé á > â � ã, áí â $ ã Þ 
á > ã � â, áí ã $ â, äçëáäÞ êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò éó÷ýåé
ôï æçôïýìåíï. EðïìÝíùò:

â � ã < á < â + ã,  â $$ ã

Ó÷Þìá 49

ÐÏÑIÓÌÁ

ÊÜèå ÷ïñäÞ êýêëïõ åßíáé ìéêñüôåñç Þ ßóç ôçò äéáìÝôñïõ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

Áí Ì åßíáé Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá
áðïäåé÷èåß üôé:

(i) ÂÌ
^

Ã > Á
^

(ii) ÌÂ + ÌÃ < ÁÂ +ÁÃ.
Áðüäåéîç
(i) ¸óôù Ä (ó÷.50) ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò ðñïÝêôáóçò ôïõ ÂÌ
ìå ôçí ÁÃ. Ç ãùíßá ÂÌÃ åßíáé åîùôåñéêÞ óôï ôñßãùíï ÌÄÃ êáé åðïìÝíùò ÂÌ

^
Ã > Ä^ 1. ÁëëÜ

ç Ä^ 1 åßíáé åîùôåñéêÞ óôï ôñßãùíï ÁÂÄ, ïðüôå èá åßíáé Ä^ 1 > Á
^

. ¢ñá èá åßíáé êáé ÂÌ
^

Ã > Á
^

.

(ii) Ìå åöáñìïãÞ ôçò ôñéãùíéêÞò áíéóüôçôáò óôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÌÃÄ ðñïêýðôïõí áíôß-
óôïé÷á ïé áíéóüôçôåò

ÌÂ + ÌÄ < ÁÂ + ÁÄ êáé ÌÃ < ÌÄ + ÄÃ.
ÐñïóèÝôïíôáò êáôÜ ìÝëç âñßóêïõìå:

ÌÂ + ÌÄ + ÌÃ < ÁÂ + (ÁÄ + ÄÃ) + ÌÄ Þ ÌÂ + ÌÃ < ÁÂ + ÁÃ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ä ôçò ðëåõñÜò ÂÃ. Áí éó÷ýïõí
äýï áðü ôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò:

(i) ôï ôìÞìá ÁÄ åßíáé äéÜìåóïò,
(ii) ôï ôìÞìá ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò,

(iii) ôï ôìÞìá ÁÄ åßíáé ýøïò,
ôüôå ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóïóêåëÝò ìå âÜóç ÂÃ.
Ëýóç
¸óôù ÁÄ äé÷ïôüìïò êáé äéÜìåóïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ (ó÷.51). Ðñï-

Ó÷Þìá 50
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åêôåßíïõìå ôï ÁÄ êáôÜ ßóï ôìÞìá ÄÅ. Ôüôå ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÄÃÅ åßíáé ßóá (ÂÄ = ÄÃ,
ÁÄ = ÄÅ, Ä^1 = Ä^2 ùò êáôáêïñõöÞí). ¢ñá ÁÂ = ÃÅ (1) êáé Á^1 = Å

^
. Áðü ôçí Á^1 = Å

^
ðñïêýðôåé

ÁÃ = ÃÅ (2), áöïý ÁÄ äé÷ïôüìïò, ïðüôå Á^1 = Á^ 2 = Å
^
. Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé

üôé ÁÂ=ÁÃ. Áí ÁÄ åßíáé ýøïò êáé äéÜìåóïò Þ ýøïò êáé äé÷ïôüìïò ôüôå åýêïëá áðïäåé-
êíýåôáé üôé ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÄÃ åßíáé ßóá, ïðüôå ÁÂ = ÁÃ.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 3ç

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí äýï ðëåõñÝò ßóåò êáé ôéò
ðåñéå÷üìåíåò ãùíßåò Üíéóåò, ôüôå êáé ïé ôñßôåò
ðëåõñÝò èá åßíáé üìïéá Üíéóåò êáé áíôßóôñïöá.

Áðüäåéîç
Áò èåùñÞóïõìå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ ìå
ÁÂ = Á¢Â¢, ÁÃ = Á¢Ã¢ êáé Á^ > Á^ ¢ (ó÷.55).
Èá áðïäåßîïõìå üôé BÃ > Â¢Ã¢. Áöïý Á^ > Á^ ¢, õðÜñ-
÷åé åóùôåñéêÞ çìéåõèåßá Ax ôçò Á^ ôÝôïéá, þóôå
ÂÁ^x = Á^ ¢. ÐÜíù óôçí Áx èåùñïýìå óçìåßï Ä,
þóôå ÁÄ = Á¢Ã¢. Ôüôå ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé Á¢Â¢Ã¢ åßíáé ßóá (ÐÃÐ). ¢ñá, ÂÄ = Â¢Ã¢.
ÖÝñïõìå êáôüðéí ôç äé÷ïôüìï ÁÅ ôçò ãùíßáò ÄÁ^ Ã, ïðüôå ó÷çìáôßæïíôáé äýï ßóá ôñßãùíá
ôá ÁÄÅ êáé ÁÃÅ, Üñá ÅÄ = ÅÃ. Óôï ôñßãùíï ÂÄÅ, Ý÷ïõìå áðü ôçí ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá üôé 

ÂÄ < ÂÅ + ÅÄ Þ  ÂÄ < ÂÅ + ÅÃ  Þ  Â¢Ã¢ < ÂÃ.

Áíôßóôñïöá. Áò èåùñÞóïõìå üôé óôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ åßíáé ÁÂ = Á¢Ã¢, ÁÃ = Á¢Ã¢
êáé ÂÃ > Â¢Ã¢. Áí Þôáí Á^ = Á^ ¢, ôüôå èá åß÷áìå üôé ÂÃ = Â¢Ã¢, åíþ áí Þôáí  Á^ < Á^ ¢, èá åß÷áìå
üôé Â¢Ã¢ < ÂÃ, ðïõ åßíáé Üôïðï. ÅðïìÝíùò, Á^ > Á^ ¢.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 4ç

Äßíåôáé ìéá åõèåßá å, äýï óçìåßá Á,Â ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò
ôçò êáé ôï óõììåôñéêü Á¢ ôïõ Á ùò ðñïò ôçí å (Ó÷.53á).
(i) Ãéá ïðïéïäÞðïôå óçìåßï Ì ôçò å, íá áðïäåé÷èåß üôé
ÌÁ + ÌÂ = ÌÁ¢ + ÌÂ $ Á¢Â. Ðüôå ôï Üèñïéóìá
ÌÁ+ÌÂ ðáßñíåé ôç ìéêñüôåñÞ ôïõ ôéìÞ;
(ii) Óôá óçìåßá Á, Â, Ã (ó÷.53â) âñßóêïíôáé ôñåéò êùìïðü-
ëåéò. ÊïíôÜ óå áõôÝò äéÝñ÷åôáé óéäçñïäñïìéêÞ ãñáììÞ,
ðÜíù óôçí ïðïßá ðñüêåéôáé íá êáôáóêåõáóèåß óôáèìüò Ó.
Óå ðïéï óçìåßï ðñÝðåé íá êáôáóêåõáóèåß ï óôáèìüò, þóôå
ï äñüìïò ÁÓÃÂ íá åßíáé ï åëÜ÷éóôïò äõíáôüò;

Ëýóç
(i) ÅðåéäÞ ôï Á¢ åßíáé óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò ôçí å, ç å
åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôïõ ÁÁ¢, ïðüôå ÌÁ = ÌÁ¢ êáé åðïìÝíùò
ÌÁ + ÌÂ = ÌÁ¢ + ÌÂ (1). Áí ôï Ì äåí åßíáé óçìåßï ôïõ
ôìÞìáôïò Á¢Â áðü ôï ôñßãùíï ÌÁ¢Â, Ý÷ïõìå ÌÁ¢ + ÌÂ > Á¢Â (2), åíþ áí ôï Ì åßíáé

Ó÷Þìá 52
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óçìåßï ôïõ Á¢Â¢ Ý÷ïõìå ÌÁ¢ + ÌÂ = Á¢Â (3). Áðü (1), (2) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé ÌÁ + ÌÂ
= ÌÁ¢ + ÌÂ $ Á¢Â êáé üôé ôï ÌÁ + ÌÂ ðáßñíåé ôç ìéêñüôåñÞ ôïõ ôéìÞ Á¢Â, üôáí 
Ì = Ì0, üðïõ Ì0 ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò å ìå ôï Á¢Â.

(ii) ¼ìïéá ìå ôï (i).

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá
áðü ôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò:
i) Ç åîùôåñéêÞ ãùíßá Á

^

åî ôñéãþíïõ ÁÂÃ

åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç Ã
^
. Ó Ë

ii) Ç åîùôåñéêÞ ãùíßá Â
^

åî ôñéãþíïõ ÁÂÃ

åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôç Ã
^
. Ó Ë

iii) Ôï Üèñïéóìá äýï ãùíéþí åíüò 
ôñéãþíïõ åßíáé 180°. Ó Ë
iv) Áí â > ã (óå ôñßãùíï ÁÂÃ),
ôüôå Â

^
= Ã

^
êáé áíôßóôñïöá. Ó Ë

v) Áí â = ã (óå ôñßãùíï ÁÂÃ), 
ôüôå Â^ = Ã^ êáé áíôßóôñïöá. Ó Ë
2. Ãéá ôï ôñßãùíï ôïõ ðáñáêÜôù ó÷Þìáôïò éó÷ýåé:
á. á = 7     â. á=1     ã. 1<á<7     ä. á>7     å. 0<á<1
Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-
ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

3. ÕðÜñ÷åé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå á = }
3

ã
} êáé â = }

3

5

ã
}; Äéêáéï-

ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé Â

^

1 > Ã
^

1 . Íá áðïäåßîåôå

üôé Â
^

1 > 90°.

2. Áí óå êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ éó÷ýïõí ÁÂ = ÂÃ

êáé A
^

= Ã
^
, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÄ = ÃÄ. Ôé óõìðåñáßíåôå

ãéá ôç ÂÄ;

3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â
^
=Ã

^
. i) Ôé åßäïõò ãùíßá

åßíáé ç Â
^
; ii) Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ýøïò áðü ôçí

êïñõöÞ Á ôÝìíåé ôçí åõèåßá ÂÃ, óå åóùôåñéêü óçìåßï
ôçò ðëåõñÜò ÂÃ.
4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ä ôçò çìéåõèåßáò

Âx ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï Á. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ãùíßá ÂÄ^Ã
åßíáé ìåãáëýôåñç, ßóç Þ ìéêñüôåñç ôçò ãùíßáò ÂÁ^Ã, áí
ôï óçìåßï Ä âñßóêåôáé ìåôáîý ôùí Â êáé Á, ôáõôßæåôáé
ìå ôï Á Þ âñßóêåôáé ìåôÜ ôï Á, áíôßóôïé÷á. 
5. Áí Ì óçìåßï ôçò âÜóçò ÂÃ éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ
ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÌ < ÁÂ. 
6. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ =90°), ç äé÷ïôüìïò

ôçò ãùíßáò Ã
^

ôÝìíåé ôçí ðëåõñÜ ÁÂ óôï Ä. Íá áðïäåß-
îåôå üôé ÁÄ < ÄÂ.
7. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ï óçìåßï óôï åóùôåñéêü ôïõ
ôñéãþíïõ. Ïé ÂÏ êáé ÃÏ ôÝìíïõí ôéò ÁÃ êáé ÁÂ óôá
óçìåßá Ë êáé Ì áíôßóôïé÷á. Áí éó÷ýåé üôé ÂÏ = ÃÏ êáé
ÏË = ÏÌ íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóï-
óêåëÝò.
8. ¸óôù éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) êáé Ê, Ë
ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé
áí ïé åîùôåñéêÝò äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ôïõ Â

^
êáé Ã

^

ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï Ä, ôüôå ôï ôñßãùíï ÄÊË åßíáé
éóïóêåëÝò.
9. Èåùñïýìå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) êáé É

ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äé÷ïôüìùí ôùí ãùíéþí Â
^
, Ã

^
. Íá

áðïäåßîåôå üôé:
i) ôï ôñßãùíï ÂÉÃ åßíáé éóïóêåëÝò,
ii) ç ÁÉ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò Á^.
10. Ïé êùìïðüëåéò Ê1, Ê2, Ê3 áðÝ÷ïõí áðü ôç ðüëç Ð

(ðáñáêÜôù ó÷Þìá), áðïóôÜóåéò 7, 6 êáé 10 km áíôß-
óôïé÷á. ¸íá áõôïêßíçôï îåêéíÜåé áðü ôçí êùìüðïëç
Ê1 êáé áêïëïõèþíôáò ôç äéáäñïìÞ Ê1Ê2Ê3Ê1 åðéóôñÝ-

öåé óôçí Ê1. Ï ÷éëéïìåôñçôÞò ôïõ ãñÜöåé üôé ãéá áõôÞ
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3.13 ÊÜèåôåò êáé ðëÜãéåò

¸óôù ìéá åõèåßá å (ó÷.54) êáé Ýíá óçìåßï Á åêôüò áõôÞò. Áðü
ôï Á öÝñïõìå ðñïò ôçí å ôçí êÜèåôo ä êáé ìéá ðëÜãéá æ. Ïé
åõèåßåò ä êáé æ ôÝìíïõí ôçí å óôá Ê êáé Â áíôßóôïé÷á. Ôï Ê,
üðùò åßíáé ãíùóôü, ëÝãåôáé ðñïâïëÞ ôïõ Á ðÜíù óôçí å Þ ß÷íïò
ôçò êáèÝôïõ ä ðÜíù óôçí å. Ôï Â ëÝãåôáé ß÷íïò ôçò åõèåßáò æ Þ
ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ðÜíù óôçí å.

ôç äéáäñïìÞ äéÞíõóå áðüóôáóç 48 km. Åßíáé áõôü
äõíáôüí; ÄéêáéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò.

1. Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé ìá < }
á

2
} , íá áðïäåßîåôå üôé

Á^ > Â
^

+ Ã
^
. Ôé éó÷ýåé üôáí ìá = }

á

2
} Þ   ìá > }

á

2
};

2. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ < ÁÃ êáé Ì ôï ìÝóï ôçò

ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÁÌ^ Ã > ÁÌ^ Â. 
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ < ÁÃ êáé ç äéÜìåóïò
ÁÌ. Íá áðïäåßîåôå üôé: 
i) MÁ^Â > MÁ^Ã ,

ii) }
â

2

� ã
} < ìá < }

â +

2

ã
} ,

iii) ìá + ìâ + ìã < 2ô. 

4. ¸óôù êýêëïò (Ï,R) äéáìÝôñïõ ÁÂ êáé óçìåßï Ó ôçò
çìéåõèåßáò ÏÁ. Ãéá êÜèå óçìåßï Ì ôïõ êýêëïõ íá
áðïäåé÷èåß üôé ÓÁ # ÓÌ # ÓÂ. (Ôï ôìÞìá ÓÁ ëÝãåôáé
áðüóôáóç ôïõ Ó áðü ôïí êýêëï).
5. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. Áí ç äé÷ïôüìïò äá ôÝìíåé êÜèå-

ôá ôç äéÜìåóï ìâ , íá áðïäåßîåôå üôé:

i) AÃ = 2AB,
ii) ÁÂ < ÂÃ.

6. ¸óôù êýêëïò (Ï,R) êáé äýï ôüîá ÁCÂ, ÃCÄ. Áí 

ÁCÂ = 2ÃCÄ íá áðïäåßîåôå üôé ÁÂ < 2ÃÄ.
7. Óå äýï Üíéóá ôüîá åíüò êýêëïõ áíôéóôïé÷ïýí ÷ïñäÝò
üìïéá Üíéóåò êáé áíôßóôñïöá.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. ¸óôù êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé Ï åóùôåñéêü
óçìåßï ôïõ.
i) Ná áðïäåßîåôå üôé 

ÏÁ + ÏÂ + ÏÃ + ÏÄ > .

ii) Ãéá ðïéá èÝóç ôïõ Ï ôï Üèñïéóìá
ÏÁ + ÏÂ + ÏÃ + ÏÄ ãßíåôáé åëÜ÷éóôï;

2. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ < ÁÃ) ðñïåêôåßíïõìå ôéò ðëåõ-
ñÝò ÂÁ êáé ÃÁ ðñïò ôï ìÝñïò ôïõ Á êáôÜ ôìÞìáôá 
ÁÄ = ÁÃ êáé ÁÅ = ÁÂ áíôßóôïé÷á. Ç åõèåßá ÄÅ ôÝìíåé
ôçí åõèåßá ÂÃ óôï óçìåßï Ì. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ôï ôñßãùíï ÌÂÅ åßíáé éóïóêåëÝò, 
ii) ç äé÷ïôüìïò ôçò ÂÌ

^
Å äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï Á.

3. ¸óôù Ï ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äéáãùíßùí åíüò êõñ-
ôïý ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) êÜèå äéáãþíéïò åßíáé ìéêñüôåñç ôçò çìéðåñéìÝôñïõ

ôïõ ôåôñáðëåýñïõ,
ii) AÃ+ÂÄ>ÁÂ+ÃÄ êáé ÁÃ+ÂÄ>ÁÄ+ÂÃ,
iii) ôï Üèñïéóìá ôùí äéáãùíßùí åßíáé ìåãáëýôåñï ôçò

çìéðåñéìÝôñïõ ôïõ ôåôñáðëåýñïõ êáé ìéêñüôåñï ôçò
ðåñéìÝôñïõ ôïõ ôåôñáðëåýñïõ.

4. Óôï åóùôåñéêü ïñèÞò ãùíßáò xO
^

y èåùñïýìå óçìåßï
Ã êáé óôéò ðëåõñÝò ôçò Ïx, Oy ôá óçìåßá Á, Â áíôßóôïé-
÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ
åßíáé ìåãáëýôåñç áðü 2ÏÃ.

ÁÂ + ÂÃ + ÃÄ + ÄÁ
}}}

2

Ó÷Þìá 54

kefal03.qxd  22/01/2001 06:07 PM  Page 58



59

ÔÑÉÃÙÍÁ

Áðüäåéîç 
¸óôù ÁÂ êáé ÁÃ äýï ßóá ðëÜãéá ôìÞìáôá êáé ÁÊ ôï êÜèåôï
ôìÞìá (ó÷.55). To ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé éóïóêåëÝò êáé ôï ÁÊ
ýøïò ôïõ, åðïìÝíùò èá åßíáé êáé äéÜìåóïò, äçëáäÞ ÊÂ = ÊÃ.
Áíôßóôñïöá. ¸óôù üôé ÊÂ = ÊÃ. Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ ôï ÁÊ åß-
íáé ýøïò êáé äéÜìåóïò, Üñá (åöáñìïãÞ §3.12) ôï ôñßãùíï
åßíáé éóïóêåëÝò äçëáäÞ ÁÂ = ÁÃ.

Áðüäåéîç
(i) Óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÊÂ (ó÷.56), ç ãùíßá Ê

^
åßíáé ç ìå-

ãáëýôåñç ùò ïñèÞ. ÅðïìÝíùò ç ðëåõñÜ ÁÂ åßíáé ç ìåãáëý-
ôåñç ðëåõñÜ ôïõ ôñéãþíïõ êáé, Üñá, ÁÂ > ÁÊ.
(ii) ¸óôù åõèåßá å êáé óçìåßï Á åêôüò áõôÞò. Èåùñïýìå ôçí
êÜèåôï ÁÊ óôçí å êáé äýï ðëÜãéá ôìÞìáôá ÁÂ, ÁÃ, üðïõ Â,
Ã óçìåßá ôçò å (ó÷.57).
×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé
êáé ôá äýï ß÷íç Â, Ã ôùí ðëÜãéùí ôìçìÜôùí áíÞêïõí óôçí
ßäéá çìéåõèåßá ðïõ ïñßæåé ôï óçìåßï Ê.
Áò õðïèÝóïõìå üôé ÊÃ > ÊÂ (ó÷.57). Èá áðïäåßîïõìå üôé 
ÁÃ > ÁÂ. Áöïý ôï Â åßíáé ìåôáîý ôùí Ê, Ã, ç ÁÂ

^
Ã åßíáé åîùôå-

ñéêÞ ôïõ ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ ÊÁÂ, åðïìÝíùò ÁÂ
^

Ã > Ê
^

= 1z,
äçëáäÞ ç ÁÂ

^
Ã åßíáé áìâëåßá. Óôï ôñßãùíï ÁÂÃ ç ðëåõñÜ ÁÃ

âñßóêåôáé áðÝíáíôé áðü ôçí ÁÂ
^

Ã, óõíåðþò åßíáé ç ìåãáëýôåñç
ðëåõñÜ ôïõ ôñéãþíïõ, äçëáäÞ ÁÃ>ÁÂ.
Áíôßóôñïöá. Áò õðïèÝóïõìå üôé ÁÃ > ÁÂ. Áí Þôáí ÊÃ = ÊÂ,
ôüôå èá åß÷áìå ÁÃ = ÁÂ, ðïõ åßíáé Üôïðï. Áí ÊÃ < ÊÂ, ôüôå
óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï èá åß÷áìå üôé ÁÃ < ÁÂ, ðïõ
åßíáé åðßóçò Üôïðï. ÅðïìÝíùò ÊÃ > ÊÂ.

Aí äýï ðëÜãéá ôìÞìáôá åßíáé ßóá, ôüôå ôá ß÷íç ôïõò
éóáðÝ÷ïõí áðü ôï ß÷íïò ôçò êáèÝôïõ, êáé áíôßóôñïöá.

Èåþñçìá É

Ó÷Þìá 55

Ó÷Þìá 56

Áí áðü Ýíá óçìåßï åêôüò åõèåßáò öÝñïõìå ôï êÜèåôï
êáé äýï ðëÜãéá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ôüôå:
(i) Ôï êÜèåôï ôìÞìá åßíáé ìéêñüôåñï áðü êÜèå ðëÜãéï.

(ii) Áí äýï ðëÜãéá ôìÞìáôá åßíáé Üíéóá, ôüôå êáé ïé
áðïóôÜóåéò ôùí é÷íþí ôïõò áðü ôï ß÷íïò ôçò êá-
èÝôïõ åßíáé ïìïéïôñüðùò Üíéóåò êáé áíôßóôñïöá.

Èåþñçìá ÉÉ

Ó÷Þìá 57

Ó×ÏËÉÏ
Ôçí éäéüôçôá (i) ôïõ ÈåùñÞìá-
ôïò ÉÉ, ðïõ Ý÷åé ôï êÜèåôï ôìÞìá
óõíÞèùò åêöñÜæïõìå êáé ùò: ç
áðüóôáóç åíüò óçìåßïõ Á áðü
ìßá åõèåßá å åßíáé ìéêñüôåñç áðü
ôçí áðüóôáóç ôïõ Á áðü ôõ÷üí
óçìåßï ôçò åõèåßáò.
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Åõèåßá êáé êýêëïò

3.14 Ó÷åôéêÝò èÝóåéò åõèåßáò êáé êýêëïõ

Èåùñïýìå Ýíáí êýêëï (Ï,R) ìéá åõèåßá x¢x êáé ôçí áðüóôáóç
ä = ÏÁ ôïõ êÝíôñïõ Ï áðü ôçí x¢x (ó÷.58). Ìåôáîý ôùí ä êáé
R éó÷ýåé ìßá áðü ôéò ó÷Ýóåéò: ä > R, ä = R êáé ä < R. Èá åîåôÜ-
óïõìå ôç ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá êáèåìßáò áðü ôéò ó÷Ýóåéò áõôÝò.
� ¸óôù ä > R (ó÷.58á). Ôüôå ôï Á åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ
êýêëïõ, ïðüôå êáé êÜèå Üëëï óçìåßï Ì ôçò åõèåßáò åßíáé åîù-
ôåñéêü, áöïý OM > OA > R. ÅðïìÝíùò, ç x¢x äåí Ý÷åé êáíÝíá
êïéíü óçìåßï ìå ôïí êýêëï êáé ëÝãåôáé åîùôåñéêÞ åõèåßá ôïõ
êýêëïõ.
� ¸óôù ä = R (ó÷.58â). Ôüôå ôï Á åßíáé êïéíü óçìåßï ôçò åõ-
èåßáò ìå ôïí êýêëï, åíþ êÜèå Üëëï óçìåßï Ì ôçò x¢x åßíáé
åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ (Ï,R), áöïý ÏÌ > ÏÁ = R. ÅðïìÝíùò,
ç x¢x Ý÷åé Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï ìå ôïí êýêëï êáé ëÝãåôáé
åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ óôï óçìåßï Á. Ôï óçìåßï Á ëÝãåôáé
óçìåßï åðáöÞò ôçò åõèåßáò ìå ôïí êýêëï. Åðßóçò, óôçí ðå-
ñßðôùóç áõôÞ ëÝìå üôé ç åõèåßá x´x åöÜðôåôáé ôïõ êýêëïõ
(Ï,R) óôï óçìåßï Á. Åßíáé öáíåñü üôé:

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
Áí ÁÂ, ÁÃ ðëÜãéá ôìÞìáôá ùò ðñïò ìéá åõèåßá å  êáé
ÁÊ ôï êÜèåôï ôìÞìá, ôüôå:
1. Óõìðëçñþóôå ôéò ðáñáêÜôù éóïäõíáìßåò 
i) ÁÂ=ÁÃÛ ..................
ii) ÁÂ>ÁÃÛ.................
2. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá
áðü ôéò ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜ-
íôçóÞ óáò.
i) ÁÂ>ÁÊ Ó Ë
ii) ÁÂ=ÁÊ Ó Ë
iii) ÁÂ<ÁÊ Ó Ë

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óôéò êÜèåôåò ðëåõñÝò ÁÂ, ÁÃ ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ
ÁÂÃ èåùñïýìå ôá óçìåßá Ä, Å áíôßóôïé÷á. Íá áðï-
äåßîåôå üôé:
i) ÄÅ < ÅÂ,
ii) ÄÅ < ÂÃ.

2. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ôï ÁÇ åßíáé ýøïò êáé äéÜìå-
óïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. Íá óõãêñßíåôå ôá ôìÞìáôá ÁÂ,
ÁÃ êáé ÁÄ.

3. Äßíåôáé ôìÞìá ÁÂ, óçìåßï Ñ ôçò ìåóïêáèÝôïõ ôïõ
êáé ìßá åõèåßá å ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á.
i) Íá óõãêñßíåôå ôéò áðïóôÜóåéò ôïõ Ñ áðü ôçí åõèåßá
å êáé ôï óçìåßï Â.
ii) Ðïéá ðñÝðåé íá åßíáé ç èÝóç ôçò åõèåßáò å, þóôå ïé
áðïóôÜóåéò áõôÝò íá åßíáé ßóåò;

Ó÷Þìá 58
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Ç áêôßíá ðïõ êáôáëÞãåé óôï óçìåßï åðáöÞò åßíáé êÜèåôç
óôçí åöáðôïìÝíç.
Ç åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ óå êÜèå óçìåßï ôïõ åßíáé ìïíá-
äéêÞ.
� ¸óôù ä < R (ó÷.58ã). Ôüôå ôï Á åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ
êýêëïõ. ÐÜíù óôçí çìéåõèåßá Áx èåùñïýìå Ýíá óçìåßï Ì,
þóôå ÁÌ = R. Tüôå ôï Ì åßíáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ,
áöïý ÏÌ > ÁÌ = R. ´Åôóé ç çìéåõèåßá Áx, áöïý äéÝñ÷åôáé
áðü Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï, ôï Á, êáé Ýíá åîùôåñéêü, ôï Ì, åß-
íáé öáíåñü üôé Ý÷åé Ýíá ìïíáäéêü êïéíü óçìåßï ìå ôïí êýêëï,
ôï Â. ¼ìïéá êáé ç çìéåõèåßá Áx¢ Ý÷åé Ýíá êïéíü óçìåßï ìå ôïí
êýêëï, ôï Â¢.
ÅðïìÝíùò, ç x¢x Ý÷åé äýï êïéíÜ óçìåßá ìå ôïí êýêëï. Óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ ç åõèåßá x¢x, ëÝãåôáé ôÝìíïõóá ôïõ êýêëïõ
êáé ôá êïéíÜ ôçò óçìåßá ìå ôï êýêëï ëÝãïíôáé óçìåßá ôïìÞò
ôçò ìå ôïí êýêëï. Åðßóçò ëÝìå üôé ç åõèåßá ôÝìíåé ôïí êýêëï. 

Áíáêåöáëáéþíïíôáò Ý÷ïõìå:
� Áí ä>R, ç åõèåßá äåí Ý÷åé êïéíÜ óçìåßá ìå ôïí êýêëï.
� Áí ä=R, ç åõèåßá Ý÷åé Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï ìå ôïí êýêëï.
� Áí ä<R, ç åõèåßá Ý÷åé äýï êïéíÜ óçìåßá ìå ôïí êýêëï.
Ìå ôçí ìÝèïäï ôçò áðáãùãÞò óå Üôïðï áðïäåéêíýïíôáé êáé ôá
áíôßóôñïöá ôùí ðáñáðÜíù óõìðåñáóìÜôùí. Ìå ôçí ßäéá
åðßóçò ìÝèïäï áðïäåéêíýåôáé êáé ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
Áò õðïèÝóïõìå üôé ìéá åõèåßá å êáé Ýíáò êýêëïò (Ï,ñ) Ý÷ïõí
ôñßá êïéíÜ óçìåßá, ôá Á, Â, Ã (ó÷. 59). ÅðåéäÞ ÏÁ = ÏÂ (= ñ)
êáé ÏÂ = ÏÃ (= ñ), ïé ìåóïêÜèåôïé î,æ ôùí ÁÂ, ÂÃ áíôß-
óôïé÷á, äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï Ï. ¸ôóé áðü ôï óçìåßï Ï Ý÷ïõìå
äýï äéáöïñåôéêÝò êÜèåôåò óôçí å ôéò î, æ, ðïõ åßíáé Üôïðï.

Ìéá åõèåßá êáé Ýíáò êýêëïò Ý÷ïõí ôï ðïëý äýï êïéíÜ
óçìåßá.

Èåþñçìá I

Ó÷Þìá 59

Ó×ÏËÉÏ
Áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá ðñïêýðôåé üôé ôñßá ïðïéáäÞðïôå óçìåßá
åíüò êýêëïõ äåí åßíáé óõíåõèåéáêÜ. Óôçí § 4.5 èá äïýìå üôé áðü ôñßá ìç
óõíåõèåéáêÜ óçìåßá äéÝñ÷åôáé Ýíáò êýêëïò, ðïõ åßíáé êáé ìïíáäéêüò.
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3.15 Åöáðôüìåíá ôìÞìáôá

¸óôù Ýíáò êýêëïò (Ï, ñ) êáé Ýíá åîùôåñéêü ôïõ óçìåßï Ñ. Óôçí
§ 6.7 èá äïýìå üôé áðü ôï Ñ öÝñïíôáé äýï åöáðôüìåíåò ôïõ
êýêëïõ. Áí Á, Â åßíáé ôá óçìåßá åðáöÞò áõôþí ìå ôïí êýêëï
(ó÷.60), ôüôå ôá ôìÞìáôá ÑÁ êáé ÑÂ ëÝãïíôáé åöáðôüìåíá
ôìÞìáôá ôïõ êýêëïõ áðü ôï óçìåßï Ñ êáé ç åõèåßá ÑÏ
äéáêåíôñéêÞ åõèåßá ôïõ óçìåßïõ Ñ. Éó÷ýåé ôï åîÞò èåþñçìá:

Áðüäåéîç
Ôá ôñßãùíá ÁÏÑ êáé ÂÏÑ (ó÷.60) Ý÷ïõí Á

^
= Â

^
= 90°, ÏÑ êïéíÞ

êáé ÏÁ = ÏÂ (= ñ), Üñá  åßíáé ßóá, ïðüôå ÑÁ = ÑÂ.

ÐÏÑIÓÌÁ

Áí Ñ åßíáé Ýíá åîùôåñéêü óçìåßï åíüò êýêëïõ, ôüôå ç äéá-
êåíôñéêÞ åõèåßá ôïõ:
(i) åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò ÷ïñäÞò ôïõ êýêëïõ ìå Üêñá ôá

óçìåßá åðáöÞò,
(ii) äé÷ïôïìåß ôç ãùíßá ôùí åöáðôüìåíùí ôìçìÜôùí êáé ôç

ãùíßá ôùí áêôßíùí ðïõ êáôáëÞãïõí óôá óçìåßá åðáöÞò.

Ôá åöáðôüìåíá ôìÞìáôá êýêëïõ, ðïõ Üãïíôáé áðü
óçìåßï åêôüò áõôïý åßíáé ßóá ìåôáîý ôïõò.

Èåþñçìá II

Ó÷Þìá 60

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðüôå ìéá åõèåßá Ý÷åé äýï, Ýíá Þ êáíÝíá êïéíü óç-
ìåßï ìå Ýíáí êýêëï;
2. Åßíáé äõíáôüí óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá íá åßíáé 
ÏÁ = ÏÂ = ÏÃ; ÄéêáéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

3. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ôá ÑÁ, ÑÂ åßíáé åöáðôüìåíá

ôìÞìáôá, ç ÑÊ äé÷ïôüìïò ôçò ÁÑ
^
Â, ôá Ë, Í ìÝóá ôùí

ôüîùí ÁËCÂ, ÁNCÂ áíôßóôïé÷á êáé ôï Ì ìÝóï ôçò ÷ïñäÞò

ÁÂ. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá
áðü ôéò ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò:

i) ÑÁ = ÑÂ. Ó Ë
ii) Ç ÑÊ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ï. Ó Ë
iii) Ç ÏÌ äéÝñ÷åôáé áðü 
ôá Ñ, Ë, Í. Ó Ë
iv) Ç ðñïÝêôáóç ôïõ ËÌ äé÷ïôïìåß ôéò 
ãùíßåò ÁÑ

^
Â, ÁO

^
Â êáé ôï ôüîï ÁNCÂ. Ó Ë
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3.16  Ó÷åôéêÝò èÝóåéò äýï êýêëùí

Èåùñïýìå äýï êýêëïõò (Ê, R) êáé (Ë, ñ) ìå R $ ñ. Ïé ó÷åôé-
êÝò ôïõò èÝóåéò öáßíïíôáé óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá (ó÷.61á).

Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ åíþíåé ôá êÝíôñá äýï êýêëùí ëÝãåôáé
äéÜêåíôñïò ôùí äýï êýêëùí êáé óõìâïëßæåôáé ìå ä (ó÷. 61â).
Ïé ó÷åôéêÝò èÝóåéò äýï êýêëùí åîáñôþíôáé áðü ôç ó÷Ýóç ôçò
äéáêÝíôñïõ ìå ôï Üèñïéóìá Þ ôç äéáöïñÜ ôùí áêôßíùí ôïõò.
Äéáêñßíïõìå ôéò ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò:
� Êýêëïé ÷ùñßò êïéíÜ óçìåßá
(i) Ï êýêëïò (Ë, ñ) âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôïõ (Ê, R), áí Ó÷Þìá 61â

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Aí Ý÷ïõìå äýï ïìüêåíôñïõò êýêëïõò, íá åîçãÞóåôå
ãéáôß üëåò ïé ÷ïñäÝò ôïõ ìåãÜëïõ êýêëïõ ðïõ åöÜðôï-
íôáé óôï ìéêñü êýêëï åßíáé ßóåò.
2. Äßíåôáé êýêëïò (Ï,ñ), ìßá äéÜìåôñüò ôïõ ÁÂ êáé ïé
åöáðôüìåíåò å1 , å2 ôïõ êýêëïõ óôá Á,Â. Áí ìéá ôñßôç
åöáðôïìÝíç å ôÝìíåé ôéò å1 , å2 óôá Ã, Ä, íá áðïäåßîåôå
üôé ÃO

^
Ä = 90°.

3. Áðü åîùôåñéêü óçìåßï Ñ êýêëïõ (Ï,R) öÝñïõìå ôá
åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ÑÁ êáé ÑÂ. Ìßá ôñßôç åöáðôïìÝ-
íç óôï óçìåßï Å ôïõ êýêëïõ ôÝìíåé ôá ÑÁ êáé ÑÂ óôá
óçìåßá Ã,Ä áíôßóôïé÷á. Íá âñåèåß ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñé-
ãþíïõ ÑÃÄ ùò óõíÜñôçóç ôùí åöáðôüìåíùí ôìçìÜôùí
ÑÁ êáé ÑÂ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé äýï óçìåßá ìßáò åöáðôïìÝíçò
êýêëïõ, ôá ïðïßá éóáðÝ÷ïõí áðü ôï óçìåßï åðáöÞò,
áðÝ÷ïõí ßóç áðüóôáóç áðü ôïí êýêëï.

2. Áðü óçìåßï Ì åîùôåñéêü ôïõ êýêëïõ (Ï,R) öÝñïõ-
ìå ôéò åöáðôüìåíåò ÌÁ,ÌÂ ôïõ êýêëïõ. Ðñïåêôåßíïõ-
ìå ôï ÏÂ êáôÜ ßóï ôìÞìá ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç
ãùíßá ÁÌ^ Ã åßíáé ôñéðëÜóéá ôçò ÂÌ^ Ã.
3. Áðü åîùôåñéêü óçìåßï Ñ åíüò êýêëïõ êÝíôñïõ Ï,
öÝñïõìå ôá åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ÑÁ êáé ÑÂ. Áí Ì
åßíáé Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò
ÏÑ íá áðïäåßîåôå üôé ÌÁ^Ñ= ÌÂ^Ñ.

Ó÷Þìá 61á
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êáé ìüíï áí ä < R � ñ (ó÷.62á).
(ii) Ïé êýêëïé (Ê, R) êáé (Ë, ñ) âñßóêåôáé ï Ýíáò óôï åîùôå-
ñéêü ôïõ Üëëïõ, áí êáé ìüíï áí ä > R + ñ (ó÷.62å).

� Åöáðüìåíïé êýêëïé
(i) Oé êýêëïé åöÜðôïíôáé åóùôåñéêÜ, äçëáäÞ Ý÷ïõí Ýíá
êïéíü óçìåßï êáé ï êýêëïò (Ë, ñ) âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü
ôïõ (Ê, R), áí êáé ìüíï áí ä = R � ñ (ó÷.62â).
(ii) Ïé êýêëïé åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ, äçëáäÞ Ý÷ïõí Ýíá
êïéíü óçìåßï êáé ï Ýíáò âñßóêåôáé óôï åîùôåñéêü ôïõ Üëëïõ,
áí êáé ìüíï áí ä = R + ñ (ó÷.62ä).
Ôï êïéíü óçìåßï äýï åöáðôüìåíùí êýêëùí ëÝãåôáé óçìåßï
åðáöÞò êáé åßíáé óçìåßï ôçò äéáêÝíôñïõ.
ÐñÜãìáôé, áí ôï óçìåßï åðáöÞò Á (ó÷.63) äåí åßíáé óçìåßï ôçò
äéáêÝíôñïõ, ôüôå áðü ôï ôñßãùíï ÁÊË Ý÷ïõìå ÊË < ÊÁ + ÁË,
äçëáäÞ ä < R + ñ, ðïõ åßíáé Üôïðï.

� Ôåìíüìåíïé êýêëïé
Oé êýêëïé ôÝìíïíôáé, äçëáäÞ Ý÷ïõí äýï êïéíÜ óçìåßá, áí êáé
ìüíï áí R � ñ < ä < R + ñ (ó÷.62ã). Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá
ÁÂ ðïõ åíþíåé ôá êïéíÜ óçìåßá ëÝãåôáé êïéíÞ ÷ïñäÞ ôùí äýï
êýêëùí. Éó÷ýåé ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
¸óôù ïé êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ôïõ ó÷.64 êáé Á, Â ôá óçìåßá
ôïìÞò ôïõò. ÅðåéäÞ ÊÁ = ÊÂ = R, ôï óçìåßï Ê åßíáé óçìåßï
ôçò ìåóïêáèÝôïõ ôïõ ÁÂ. ¼ìïéá áðü ôçí ËÁ = ËÂ = ñ
ðñïêýðôåé üôé êáé ôï Ë åßíáé óçìåßï ôçò ìåóïêáèÝôïõ ôïõ ÁÂ.
¢ñá, ç ÊË åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò êïéíÞò ÷ïñäÞò ÁÂ ôïõ êý-
êëïõ.

Ó÷Þìá 62

Ó÷Þìá 63
Ç äéÜêåíôñïò äýï ôåìíüìåíùí êýêëùí åßíáé ìåóïêÜ-
èåôïò ôçò êïéíÞò ÷ïñäÞò ôïõò.

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 64

Ó÷Þìá 65

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ïé ôåìíüìåíïé êýêëïé (Ê, R) êáé (Ë, ñ) (ó÷.65) åßíáé
ßóïé, äçëáäÞ Ý÷ïõí R = ñ, ôüôå êáé ç êïéíÞ ÷ïñäÞ åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò
äéáêÝíôñïõ.
ÐñÜãìáôé, åðåéäÞ R = ñ, èá åßíáé ÁÊ = ÁË êáé ÂÊ = ÂË. ¢ñá ôá Á êáé
Â åßíáé óçìåßá ôçò ìåóïêáèÝôïõ ôïõ ÊË êáé åðïìÝíùò ç êïéíÞ ÷ïñäÞ ÁÂ
åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò äéáêÝíôñïõ ÊË.
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Äýï êýêëïé åöÜðôïíôáé åîùôåñéêÜ óôï Á (ó÷.66). Ìßá
åõèåßá å åöÜðôåôáé êáé óôïõò äýï êýêëïõò óôá Â, Ã áíôß-
óôïé÷á, üðùò óôï ó÷.66. Íá áðïäåé÷èåß üôé:
(i) Ç åöáðôïìÝíç æ ôïõ åíüò êýêëïõ óôï Á åßíáé êáé åöá-

ðôïìÝíç ôïõ Üëëïõ.
(ii) Ç åõèåßá æ äé÷ïôïìåß ôï ôìÞìá ÂÃ.
Áðüäåéîç
(i) ¸óôù üôé ç æ åöÜðôåôáé óôïí êýêëï (Ê) óôï Á. Ôüôå

æ^ÊÁ (1).
ÅðåéäÞ üìùò ïé êýêëïé åöÜðôïíôáé, ôï Á åßíáé óçìåßï ôçò äéáêÝíôñïõ ÊË, ïðüôå áðü ôçí
(1) ðñïêýðôåé üôé æ^ÁË, åðïìÝíùò ç åõèåßá æ åßíáé êáé åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ (Ë).

(ii) ¸óôù Ì ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò æ ìå ôçí å. Ôüôå ÌÁ = ÌÂ, ùò åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ôïõ
(Ê) êáé ÌÁ = ÌÃ, ùò åöáðôüìåíá ôìÞìáôá ôïõ (Ë). Áðü ôéò éóüôçôåò áõôÝò ðñïêýðôåé
üôé ÌÂ = ÌÃ.

Ó÷Þìá 66

Ó×ÏËÉÏ
Ç åõèåßá å ôïõ ðáñáðÜíù ó÷Þìáôïò, ðïõ åöÜðôåôáé êáé óôïõò äýï êýêëïõò êáé ôïõò áöÞíåé ðñïò ôï ßäéï
ìÝñïò ôçò ëÝãåôáé êïéíÞ åîùôåñéêÞ åöáðôïìÝíç, åíþ ç åõèåßá æ ðïõ Ý÷åé ôïõò êýêëïõò óôïõò ïðïßïõò
åöÜðôåôáé åêáôÝñùèåí áõôÞò ëÝãåôáé êïéíÞ åóùôåñéêÞ åöáðôïìÝíç.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Áí (Ê, R) êáé (Ë, ñ) åßíáé äýï êýêëïé ðïõ Ý÷oõí äéá-
öïñåôéêÜ êÝíôñá êáé R > ñ, ÊË = ä, íá áíôéóôïé÷ßóåôå
êÜèå öñÜóç ôçò ðñþôçò óôÞëçò ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ó÷Ý-
óç óôç äåýôåñç óôÞëç.

2. ×áñáêôçñßóôå ùò óùóôÞ (Ó) Þ ëÜèïò (Ë) êáèåìßá áðü
ôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò êáé áéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ
óáò.
i) Ç äéÜêåíôñïò äýï êýêëùí åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò
êïéíÞò ÷ïñäÞò. Ó Ë
ii) Ç êïéíÞ ÷ïñäÞ äýï ßóùí êýêëùí åßíáé ìåóïêÜèåôïò
ôçò äéáêÝíôñïõ. Ó Ë
iii) Ôï óçìåßï åðáöÞò äýï åöáðôüìåíùí êýêëùí åßíáé
óçìåßï ôçò äéáêÝíôñïõ. Ó Ë

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé ó÷åôéêÝò èÝóåéò ôùí êýêëùí
(K, ñ) êáé (Ë, 2ñ) áí

i) ÊË = }
2

ñ
} ,

ii) ÊË = ñ,
iii) ÊË = 2ñ,
iv) ÊË = 3ñ,
v) ÊË = 4ñ.
2. Äßíåôáé êýêëïò (Ï, ñ) êáé ìéá áêôßíá ôïõ ÏÁ. ÃñÜ-

ÓôÞëç Á ÓôÞëç Â

â. Ï êýêëïò (Ë,ñ) åöÜðôåôáé åóù-
ôåñéêÜ ôïõ (Ê,R).

1. ä>R+ñ
á. Ï êýêëïò (Ë,ñ) åßíáé åóùôåñéêüò

ôïõ (Ê,R).

2. ä=R+ñ

ã. Ïé êýêëïé (Ê,R) êáé (Ë,ñ) ôÝìíï-
íôáé.

3. ä= R�ñ

ä. Ïé êýêëïé åöÜðôïíôáé åîùôå-
ñéêÜ.

4. ä< R�ñ

å. ÊÜèå êýêëïò åßíáé åîùôåñéêüò
ôïõ Üëëïõ.

5. 2ä= R�ñ

6. ñ<ä<R

7. 2ä=Rñ

8. R�ñ<ä<R+ñ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

ÃåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò

Óôçí § 2.7 áíáöÝñáìå ôçí Ýííïéá ôçò ãåùìåôñéêÞò êáôáóêåõÞò.
Ç áíôéìåôþðéóç åíüò ðñïâëÞìáôïò êáôáóêåõÞò áêïëïõèåß ôá
åîÞò óôÜäéá: ôçí êáôáóêåõÞ (Þ óýíèåóç), ôçí áðüäåéîç êáé
ôç äéåñåýíçóç.

� Ç êáôáóêåõÞ åßíáé üëåò åêåßíåò ïé åíÝñãåéåò ðïõ ïäçãïýí
óôç ó÷åäßáóç ôïõ ó÷Þìáôïò.

� Ç áðüäåéîç åßíáé ç åðéâåâáßùóç üôé ôï ó÷Þìá ðïõ êáôá-
óêåõÜóôçêå Ý÷åé ùò óôïé÷åßá ôá äïóìÝíá.

� Ç äéåñåýíçóç åßíáé ç áíáãñáöÞ üëùí åêåßíùí ôùí óõíèç-
êþí, ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýí ôá äåäïìÝíá, þóôå ôï ðñü-
âëçìá íá Ý÷åé ëýóç. Óôç äéåñåýíçóç åîåôÜæåôáé åðßóçò êáé
ôï ðëÞèïò ôùí ëýóåùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

öïõìå êýêëï ìå äéÜìåôñï ÏÁ. Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ
èÝóç ôùí äýï êýêëùí;
3. Äßíåôáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé ôï ìÝóï ôïõ Ï.
ÃñÜöïõìå ôïí êýêëï (Á, ÁÏ) êáé ôïí êýêëï ìå äéÜìå-
ôñï ÏÂ. Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ èÝóç ôùí äýï êýêëùí;

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò 
1. Äßíåôáé êýêëïò (Ï, R) êáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ Ñ,
þóôå ÏÑ <2R. ÃñÜöïõìå ôïí êýêëï (Ï, 2R). Íá áðï-
äåßîåôå üôé: 
i) ï êýêëïò (O,2R) ôÝìíåé ôïí êýêëï (Ñ, ÑÏ) óå äýï
óçìåßá Ã êáé Ä, 
ii) ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÏÃ êáé ÏÄ ôÝìíïõí ôïí êý-
êëï (Ï, R) óôá óçìåßá Á êáé Â,
iii) ôá ÑÁ êáé ÑÂ åöÜðôïíôáé óôïí (Ï, R).
2. Äßíïíôáé äýï êýêëïé (Ï1, R1) êáé (Ï2, R2) ìå 

Ï1Ï2 > R1+R2 >2R2.

i) Na áðïäåßîåôå üôé ï Ýíáò âñßóêåôáé óôï åîùôåñéêü
ôïõ Üëëïõ.
ii) Åóôù üôé ç äéÜêåíôñïò ôÝìíåé ôïí (Ï1) óôá óçìåßá

Ì, Ì¢ êáé ôïí (Ï2) óôá óçìåßá Í, Í¢ áíôßóôïé÷á ìå ôá

Ì, Í ìåôáîý ôùí Ì¢, Í¢. Íá áðïäåßîåôå üôé 
MN # AB # M¢N¢, üðïõ Á, Â ôõ÷áßá óçìåßá ôùí êý-
êëùí (Ï1) êáé (Ï2) áíôßóôïé÷á.

3. ¸íáò êýêëïò êÝíôñïõ Ê åßíáé åîùôåñéêüò åíüò Üë-
ëïõ êýêëïõ êÝíôñïõ Ë. Ìéá êïéíÞ åîùôåñéêÞ åöáðôï-
ìÝíç êáé ìéá êïéíÞ åóùôåñéêÞ åöáðôïìÝíç ôùí äýï êý-
êëùí ôÝìíïíôáé óôï Ñ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÊÑ^Ë = 90°.
4. Ìðïñåßôå íá æùãñáößóåôå 12 êýêëïõò, þóôå ï êáèÝ-
íáò áðü áõôïýò íá åöÜðôåôáé óå 5 áêñéâþò áðü ôïõò
äïóìÝíïõò êýêëïõò;

ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ
Ïé ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò
Ôá ðñþôá ðñïâëÞìáôá ãåùìåôñéêþí êá-
ôáóêåõþí áðáíôþíôáé óôá «Óôïé÷åßá»
ôïõ Åõêëåßäç. Ïé ìáèçìáôéêÝò ðñïô-
Üóåéò äéáéñïýíôáé óå «èåùñÞìáôá»,
üðïõ æçôåßôáé íá áðïäåé÷èåß üôé Ýíá
áíôéêåßìåíï Ý÷åé ìéá ïñéóìÝíç éäéüôçôá
êáé óå «ðñïâëÞìáôá», üðïõ æçôåßôáé íá
êáôáóêåõáóèåß êÜðïéï áíôéêåßìåíï ðïõ
íá Ý÷åé ïñéóìÝíç éäéüôçôá. Óôá «Óôïé-
÷åßá» ïé êáôáóêåõÝò óôçñßæïíôáé óôá
ôñßá ðñþôá áéôÞìáôá ôïõ Âéâëßïõ É (âë.
Ôá ìç åðéëýóéìá ãåùìåôñéêÜ ðñïâëÞìá-
ôá ôçò áñ÷áéüôçôáò).
Ùò ôá ôÝëç ôïõ 4ïõ áé. ðñÝðåé íá åß÷å
åäñáéùèåß ç ðåðïßèçóç üôé ïñéóìÝíá
ðñïâëÞìáôá, üðùò ð.÷. ôï ðñüâëçìá
ôïõ äéðëáóéáóìïý ôïõ êýâïõ äåí åßíáé
åðéëýóéìï ìå ôá åðéôñåðôÜ ôüôå êáôá-
óêåõáóôéêÜ åñãáëåßá. ¸ôóé åìöáíßæåôáé
ç ðñþôç éåñÜñ÷çóç ôùí ðñïâëçìÜôùí
ìå âÜóç ôá åðéôñåðôÜ êáôáóêåõáóôéêÜ
åñãáëåßá åðéëõóéìüôçôÜò ôïõò. Ùò åðß-
ðåäá ðñïâëÞìáôá èåùñïýíôáé áõôÜ ðïõ
ìðïñïýí íá êáôáóêåõáóôïýí ìå êáíüíá
êáé äéáâÞôç, óôåñåÜ ðñïâëÞìáôá åßíáé
åêåßíá ðïõ ëýíïíôáé ìå ôç âïÞèåéá
êùíéêþí ôïìþí, êáé ãñáììéêÜ ðñïâëÞ-
ìáôá åßíáé üëá ôá õðüëïéðá. Ï ÐÜððïò
ìÜëéóôá èåùñïýóå óïâáñü ëÜèïò ôç
ëýóç åíüò åðßðåäïõ ðñïâëÞìáôïò ìå ôç
âïÞèåéá êùíéêþí ôïìþí.

Ó×ÏËÉÏ
¼ôáí ç êáôáóêåõÞ ôïõ æçôïýìåíïõ ó÷Þìáôïò äåí åßíáé Üìåóá öáíåñÞ,
ôüôå, ðñéí áðü ôçí êáôáóêåõÞ êÜíïõìå, ùò âïçèçôéêü âÞìá, êáé ôç ëå-
ãüìåíç áíÜëõóç. Óå ðñïâëÞìáôá åðüìåíùí êåöáëáßùí èá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå êáé ôçí áíÜëõóç.
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ÔÑÉÃÙÍÁ

3.17 ÁðëÝò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ðáñïõóéÜæïõìå ïñéóìÝíåò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò ìå ôéò ïðïßåò
êáôï÷õñþíïõìå êáôáóêåõáóôéêÜ óôïé÷åéþäç ãåùìåôñéêÜ áíôéêåßìåíá êáé äéáäéêáóßåò.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 1

Äßíåôáé ãùíßá xO
^

y êáé ç çìéåõèåßá Ï¢x¢. Íá
êáôáóêåõáóèåß ãùíßá ßóç ìå ôç xO

^
y ç ïðïßá

Ý÷åé ùò ìéá ðëåõñÜ, ôçí Ï¢x¢ êáé êïñõöÞ ôï Ï¢.
� ÊáôáóêåõÞ
Êáèéóôïýìå ôç ãùíßá xO

^
y (ó÷.67) åðßêåíôñç

ãñÜöïíôáò êýêëï ìå êÝíôñï Ï êáé ôõ÷áßá
áêôßíá ñ. ¸óôù ACÂ ôï áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò. Ìå êÝíôñï Ï¢ êáé áêôßíá ôçí ßäéá, ãñÜöïõìå
Üëëïí êýêëï ðïõ ôÝìíåé ôçí Ï¢x¢ óôï Á¢. Áêïëïýèùò ãñÜöïõìå ôïí êýêëï (Á¢, ÁÂ) ôïõ
ïðïßïõ Ýíá êïéíü óçìåßï ìå ôïí (Ï¢,ñ) åßíáé ôï Â¢. ÖÝñïõìå ôçí çìéåõèåßá Ï¢Â¢. Ç ãùíßá
x¢O^ ¢Â¢, äçëáäÞ ç x¢O^ ¢y¢ åßíáé ç æçôïýìåíç.

� Áðüäåéîç
Ïé ãùíßåò xO

^
y êáé x¢O^ ¢y¢ åßíáé ßóåò, ãéáôß åßíáé åðßêåíôñåò óôïõò ßóïõò êýêëïõò (Ï,ñ),

(Ï¢,ñ) êáé âáßíïõí óôá ßóá ôüîá ACÂ êáé A¢CÂ¢ áíôßóôïé÷á. (§ 2.18)

� Äéåñåýíçóç
Ãéá íá Ý÷åé ôï ðñüâëçìá ëýóç, èá ðñÝðåé ïé êýêëïé (Ï¢,ñ) êáé  (Á¢, ÁÂ) íá ôÝìíïíôáé. Áõôü
üìùò, óõìâáßíåé ðÜíôïôå, åðåéäÞ ãéá ôç äéÜêåíôñü ôïõò Ï¢Á¢ = ñ éó÷ýåé: ñ � ÁÂ < ñ < ñ + ÁÂ
(ëüãù ôçò ôñéãùíéêÞò áíéóüôçôáò óôï ôñßãùíï ÏÁÂ). Ìéá äåýôåñç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
áíôéóôïé÷åß óôï äåýôåñï êïéíü óçìåßï ôùí êýêëùí (Ï¢,ñ) êáé  (Á¢, ÁÂ).

ÐÑÏÂËÇÌÁ 2

Íá êáôáóêåõáóèåß ç ìåóïêÜèåôïò åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò.
� ÊáôáóêåõÞ
¸óôù ôìÞìá ÁÂ (ó÷.68). Ìå êÝíôñá ôá Üêñá ôïõ Á, Â êáé áêôßíá 

ñ > }
Á

2

Â
} ãñÜöïõìå äýï ßóïõò êýêëïõò. Áí Ã, Ä åßíáé ôá êïéíÜ óçìåßá

ôùí êýêëùí áõôþí, ç åõèåßá å ðïõ ïñßæïõí åßíáé ç æçôïýìåíç.

� Áðüäåéîç
Ç åõèåßá å åßíáé êïéíÞ ÷ïñäÞ ßóùí êýêëùí, åðïìÝíùò åßíáé êÜèåôç óôç äéÜêåíôñï ÁÂ (§3.16)

� Äéåñåýíçóç
Ãéá íá Ý÷åé ôï ðñüâëçìá ëýóç èá ðñÝðåé ïé êýêëïé (Á, ñ) êáé (Â, ñ) íá ôÝìíïíôáé. Áõôü
üìùò éó÷ýåé, áöïý ç äéÜêåíôñü ôïõò ÁÂ éêáíïðïéåß ôçí ñ � ñ < ÁÂ < ñ + ñ. 

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ: Ìå ôçí ðáñáðÜíù êáôáóêåõÞ âñßóêïõìå êáé ôï ìÝóï åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò.

Ó÷Þìá 67

Ó÷Þìá 68
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

ÁñêåôÝò öïñÝò ôá ðáñáðÜíù âÞìáôá: êáôáóêåõÞ, áðüäåéîç, äéåñåýíçóç ìðïñåß íá ðáñïõ-
óéÜæïíôáé åíïðïéçììÝíá.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 3

Äßíåôáé åõèåßá å êáé óçìåßï Á. Íá êáôáóêåõáóèåß åõèåßá ðïõ íá
äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á êÜèåôç óôçí å, üôáí:
(i) ôï Á åßíáé óçìåßï ôçò åõèåßáò å,

(ii) ôï Á äåí åßíáé óçìåßï ôçò å.
Ëýóç
(i) Ìå êÝíôñï ôï Á (ó÷.69) êáé ôõ÷áßá áêôßíá ãñÜöïõìå êýêëï, ï
ïðïßïò ôÝìíåé ôçí å óôá óçìåßá Â êáé Ã. ¸ôóé ôï Á Ýãéíå ìÝóï ôïõ
ôìÞìáôïò ÂÃ êáé åðïìÝíùò ç æçôïýìåíç êÜèåôïò åßíáé ç ìåóïêÜèå-
ôïò ôïõ ôìÞìáôïò ÂÃ (ðñïçãïýìåíç êáôáóêåõÞ).

(ii) Ìå êÝíôñï ôï Á (ó÷.70) êáé êáôÜëëçëç áêôßíá ãñÜöïõìå êýêëï
ðïõ ôÝìíåé ôçí åõèåßá å óôá Â êáé Ã. Ç ìåóïêÜèåôïò æ ôïõ ôìÞìáôïò
ÂÃ, ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé üðùò ðñïçãïõìÝíùò, åßíáé ç æçôïýìåíç êÜ-
èåôïò.
ÐñÜãìáôé, åðåéäÞ ÁÂ = ÁÃ, ùò áêôßíåò ôïõ ßäéïõ êýêëïõ, ç ìåóïêÜ-
èåôïò ôçò ÷ïñäÞò ÂÃ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 4

Íá êáôáóêåõáóèåß ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò.
Ëýóç
¸óôù ãùíßá xO

^
y (ó÷.71). Ìå êÝíôñï ôï Ï êáé ôõ÷áßá áêôßíá,

ãñÜöïõìå êýêëï, ðïõ ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ôçò ãùíßáò óôá Á, Â áíôß-
óôïé÷á. ÖÝñïõìå ôç ìåóïêÜèåôï ä (Ðñüâëçìá 2) ôçò ÷ïñäÞò ÁÂ ðïõ
åßíáé êáé ç æçôïýìåíç äé÷ïôüìïò.
ÐñÜãìáôé ç åõèåßá ä, ùò ìåóïêÜèåôïò ÷ïñäÞò êýêëïõ, äéÝñ÷åôáé áðü
ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ êáé äé÷ïôïìåß ôï áíôßóôïé÷ï ôüîï ACÂ ôçò ãùíßáò
xO

^
y (§ 3.6). ÅðïìÝíùò åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Íá êáôáóêåõáóèåß ç åöáðôïìÝíç åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) óå Ýíá óç-
ìåßï ôïõ Á.
Ëýóç
Óôçí ðñïÝêôáóç ôçò áêôßíáò ÏÁ (ó÷.72) ðáßñíïõìå ôï óçìåßï Â,
þóôå íá åßíáé ÁÂ = ÏÁ. Óôç óõíÝ÷åéá öÝñïõìå ôç ìåóïêÜèåôï ôïõ
ÏÂ ðïõ åßíáé ç åöáðôïìÝíç ôïõ êýêëïõ, ãéáôß åßíáé êÜèåôç óôçí
áêôßíá óôï Üêñï ôçò Á.

ÓÇÌÅÉÙÓÇ: Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôùí åöáðôïìÝíùí áðü óçìåßï åêôüò êýêëïõ
âëÝðå óåë 137.

Ó÷Þìá 69

Ó÷Þìá 70

Ó÷Þìá 71

Ó÷Þìá 72
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ÔÑÉÃÙÍÁ

3.18 ÂáóéêÝò êáôáóêåõÝò ôñéãþíùí

Óå áíôéóôïé÷ßá ìå ôá ôñßá êñéôÞñéá éóüôçôáò ôñéãþíùí (§3.2-3.4) Ý÷ïõìå ôéò åðüìåíåò ãåùìå-
ôñéêÝò êáôáóêåõÝò.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 1

Íá êáôáóêåõáóôåß ôñßãùíï ÁÂÃ, ôïõ ïðïßïõ äß-
íïíôáé ïé ðëåõñÝò ÁÂ = ã, ÁÃ = â êáé ç ðåñéå÷ü-
ìåíç ãùíßá Á

^
= ù.

Ëýóç
Ìå ðëåõñÜ ìéá çìéåõèåßá Áx êáôáóêåõÜæïõìå 
(§ 3.17) ãùíßá xÁ

^
y = ù (ó÷.73). Óôéò ðëåõñÝò Áx,

Ay ðáßñíïõìå, ìå ôï äéáâÞôç, ôá óçìåßá Â, Ã áíôß-
óôïé÷á, þóôå ÁÂ = ã êáé ÁÃ = â. Ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ôï æçôïýìåíï.
ÐñÜãìáôé, áðü ôçí êáôáóêåõÞ, ôï ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷åé ÁÃ = ã, ÁÃ = â êáé Á

^
= ù. Ìå ôïí

ðåñéïñéóìü 0° < ù < 180° (§3.10 Ðïñßóìáôá (ii)) ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ðÜíôá ìïíáäéêÞ ëýóç.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 2

Íá êáôáóêåõáóèåß ôñßãùíï ÁÂÃ, ôïõ ïðïßïõ
äßíåôáé ç ðëåõñÜ ÂÃ=á êáé ïé ðñïóêåßìåíåò óå
áõôÞ ãùíßåò Â

^
= ù êáé Ã

^
= ö.

Ëýóç
Èåùñïýìå ôìÞìá ÂÃ = á êáé ìå êïñõöÝò ôá Â, Ã
(ó÷.74) êáôáóêåõÜæïõìå, ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôçò
ÂÃ, ãùíßåò ÃÂ

^
x = ù êáé ÂÃ

^
y = ö. Ïé ðëåõñÝò Bx,

Ãy ôùí ãùíéþí áõôþí ôÝìíïíôáé óôï óçìåßï Á. Ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ôï æçôïýìåíï.
ÐñÜãìáôé, áðü ôçí êáôáóêåõÞ, ôï ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷åé ÂÃ = á, Â

^
= ù êáé Ã

^
= ö. Ìå ôïí

ðåñéïñéóìü 0° < ù + ö < 180° (§3.10 Ðïñßóìáôá (ii)) ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ðÜíôá ìïíáäéêÞ
ëýóç. Óôï åðüìåíï êåöÜëáéï (§4.2) èá äïýìå üôé ï ðåñéïñéóìüò ù + ö < 180° åîáóöáëßæåé
ôçí ôïìÞ ôùí çìéåõèåéþí Âx êáé Ãy.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 3

Íá êáôáóêåõáóèåß ôñßãùíï ÁÂÃ, ôïõ ïðïßïõ
äßíïíôáé ïé ðëåõñÝò ÂÃ = á, ÁÃ = â êáé ÁÂ = ã.
Ëýóç
Èåùñïýìå ôìÞìá ÂÃ = á (ó÷.75) êáé ãñÜöïõìå
ôïõò êýêëïõò (Â,ã) êáé (Ã,â). Áí ïé êýêëïé ôÝìíï-
íôáé êáé Á åßíáé ôï Ýíá áðü ôá óçìåßá ôïìÞò ôïõò,
ôï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ôï æçôïýìåíï.

Ó÷Þìá 73

Ó÷Þìá 74

Ó÷Þìá 75
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ÐñÜãìáôé ôï ôñßãùíï ÁÂÃ, áðü ôçí êáôáóêåõÞ, Ý÷åé ÂÃ = á, ÁÂ = ã ùò áêôßíá ôïõ (Â,ã)
êáé ÁÃ = â ùò áêôßíá ôïõ (Ã, â).
Ãéá íá Ý÷åé ëýóç ôï ðñüâëçìá, ðñÝðåé ïé êýêëïé (Â,ã) êáé (Ã,â) íá ôÝìíïíôáé, ôï ïðïßï
óõìâáßíåé (§3.16) üôáí â � ã < á< â + ã (â > ã). Áí Á¢ åßíáé ôï äåýôåñï êïéíü óçìåßï ôùí êý-
êëùí (Â, ã) êáé (Ã, â), ôï ôñßãùíï Á¢ÂÃ åßíáé ßóï ìå ôï ÁÂÃ, åðïìÝíùò äåí áðïôåëåß íÝá
ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò, áöïý ôá ôñßãùíá åßíáé ßóá.

ÓÇÌÁÍÔÉÊÇ ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Áðü ôçí ðáñáðÜíù êáôáóêåõÞ ðñïêýðôåé üôé ôñßá ôìÞìáôá á,â,ã åßíáé ðëåõñÝò ôñéãþíïõ áí êáé ìüíïí áí
éó÷ýåé â�ã<á<â+ã (â $ ã). Áí õðïèÝóïõìå üôé á>â êáé á>ã, ç ôåëåõôáßá äéðëÞ éóüôçôá åßíáé éóïäýíáìç ìå
ôçí á<â+ã.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðþò èá ÷ùñéóèåß ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç Ýíá åõèý-
ãñáììï ôìÞìá óå ôÝóóåñá ßóá ôìÞìáôá;
2. Ðþò èá âñåèåß ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç ôï ìÝóï åíüò
ôüîïõ äïóìÝíïõ êýêëïõ;
3. Ðþò èá âñåèåß ôï êÝíôñï åíüò êýêëïõ ðïõ Ý÷åé ãñá-
öåß ìå Ýíá íüìéóìá;
4. Ôá ôìÞìáôá á, â, ã ìå á >â êáé á >ã åßíáé ðëåõñÝò
ôñéãþíïõ üôáí:
á. á = â+ã     â. á>â+ã     ã. á<â+ã     ä. á<2(â+ã)
å. Ôßðïôå áðü ôá ðñïçãïýìåíá.
Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-
ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá êáôáóêåõÜóåôå ãåùìåôñéêÜ ãùíßá 45°.

2. Íá ÷ùñßóåôå äïóìÝíç ãùíßá óå ôÝóóåñéò ßóåò ãùíßåò.

3. Íá êáôáóêåõÜóåôå éóüðëåõñï ôñßãùíï ìå ðëåõñÜ
ãíùóôü ôìÞìá á.
4. Íá êáôáóêåõÜóåôå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ôïõ ïðïßïõ
äßíïíôáé ç âÜóç á êáé ôï áíôßóôïé÷ï óå áõôÞí ýøïò õ.
5. Íá êáôáóêåõÜóåôå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå 

Á^ = 90°, üôáí äßíïíôáé:
i) ÁÂ = ã êáé ÁÃ = â, 
ii) ÁÂ = ã êáé ÂÃ = á,
üðïõ á, â, ã ãíùóôÜ ôìÞìáôá.

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. ¸óôù ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã ¢ ôÝôïéá, þóôå 

ÁÃ = Á¢Ã ¢, Ã
^

= Ã
^
¢ êáé Â

^
+ Â

^
¢ = 2z. i) Íá áðïäåßîåôå

üôé AB = A¢Â¢, ii) Äéáôõðþóôå ëåêôéêÜ ôçí Üóêçóç áõôÞ.
2. Äßíåôáé éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ìå ðëåõñÝò ôéò
ÁÂ, ÂÃ, ÃÁ êáôáóêåõÜæïõìå åîùôåñéêÜ ôïõ ÁÂÃ ôñßá
éóüðëåõñá ôñßãùíá Á¢ÂÃ, ÁÂ¢Ã êáé ÁÂÃ ¢. Íá áðï-
äåßîåôå üôé ÁÁ¢ = ÂÂ¢ = ÃÃ ¢.
3. Áí ÏÊ, ÏË åßíáé áíôßóôïé÷á ôá áðïóôÞìáôá ôùí
÷ïñäþí ÁÂ, ÃÄ êýêëïõ (O,R), íá áðïäåßîåôå üôé 
ÁÂ < ÃÄ, áí êáé ìüíïí áí ÏÊ > ÏË.
4. Äßíåôáé éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá óçìåßá Ä, Å,
Æ ôùí ðëåõñþí ôïõ ÁÂ, ÂÃ êáé ÃÁ áíôßóôïé÷á, þóôå
ÁÄ = ÂÅ = ÃÆ. Áí Ê, Ë, Ì ôá óçìåßá ôïìÞò ôùí ÁÅ,
ÃÄ êáé ÂÆ, íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÊËÌ åßíáé
éóüðëåõñï.
5. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â

^
<1z êáé ÁÃ = 2ÁÂ. Íá

áðïäåßîåôå üôé Ã
^

< }
Á

2

^

}.

6. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ = }
Â

2

Ã
} êáé Ã

^
= }

Â

2

^

}. Íá

áðïäåßîåôå üôé Á
^
=1z.

7. Íá áðïäåßîåôå üôé äýï ôñßãùíá ôá ïðïßá Ý÷ïõí äýï
ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá êáé ôéò áíôßóôïé÷åò äéáìÝ-
óïõò ðïõ ðåñéÝ÷ïíôáé óôéò ðëåõñÝò áõôÝò ßóåò ìßá ðñïò
ìßá åßíáé ßóá.
8. Äßíåôáé ìéá ãùíßá xO

^
y êáé äýï åóùôåñéêÜ ôçò óç-

ìåßá Á êáé Â. ¸óôù Á¢ ôï óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò
ôçí Ox êáé Â¢ ôï óõììåôñéêü ôïõ Â ùò ðñïò ôçí Oy. Áí
Ì, Í åßíáé ôõ÷áßá óçìåßá ôùí Ox, Oy áíôßóôïé÷á, íá
áðïäåßîåôå üôé ÁÌ+ÌÍ+ÍÂ=Á¢Ì+ÌÍ+ÍÂ¢.
Ìå ôç âïÞèåéá ôçò ó÷Ýóçò áõôÞò íá âñåßôå ôéò èÝóåéò
ôùí Ì, Í, ãéá ôéò ïðïßåò ôï Üèñïéóìá ÁÌ + ÌÍ + ÍÂ
åßíáé ôï ìéêñüôåñï äõíáôü.
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ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

Ôá ôñßãùíá ôáîéíïìïýíôáé óå
� óêáëçíÜ, éóïóêåëÞ êáé éóüðëåõñá, ùò ðñïò ôéò ðëåõñÝò ôïõò.
� ïîõãþíéá, ïñèïãþíéá, áìâëõãþíéá, ùò ðñïò ôéò ãùíßåò ôïõò.

Ïé ðëåõñÝò êáé ïé ãùíßåò åíüò ôñéãþíïõ ëÝãïíôáé êýñéá óôïé÷åßá ôïõ, åíþ ïé äéÜìåóïé, ïé äé÷ïôüìïé
êáé ôá ýøç ôïõ ëÝãïíôáé äåõôåñåýïíôá óôïé÷åßá.

Äýï ôñßãùíá åßíáé ßóá üôáí Ý÷ïõí:
� Äýï ðëåõñÝò ßóåò ìßá ðñïò ìßá êáé ôéò ðåñéå÷üìåíåò óå áõôÝò ãùíßåò ßóåò (ÐÃÐ).
� Ìßá ðëåõñÜ êáé ôéò ðñïóêåßìåíåò óå áõôÞ ãùíßåò ßóåò ìßá ðñïò ìßá (ÃÐÃ).
� Êáé ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá (ÐÐÐ).

Åéäéêüôåñá äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá åßíáé ßóá üôáí Ý÷ïõí:
� Äýï ïðïéåóäÞðïôå ïìüëïãåò ðëåõñÝò ôïõò ßóåò ìßá ðñïò ìßá.
� Ìéá ðëåõñÜ êáé ôçí ðñïóêåßìåíç óå áõôÞí ïîåßá ãùíßá áíôßóôïé÷á, ßóåò ìßá ðñïò ìßá.

Óôï éóïóêåëÝò ôñßãùíï:
� Ïé ðñïóêåßìåíåò óôç âÜóç ãùíßåò åßíáé ßóåò.
� Ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò ôçò êïñõöÞò åßíáé äéÜìåóïò êáé ýøïò.
� Ç äéÜìåóïò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç âÜóç åßíáé ýøïò êáé äé÷ïôüìïò.
� Ôï ýøïò, ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç âÜóç, åßíáé äé÷ïôüìïò êáé äéÜìåóïò.

Óôïí êýêëï:
� Áí äýï ôüîá åßíáé ßóá, ôüôå êáé ïé ÷ïñäÝò ôïõò åßíáé ßóåò êáé áíôßóôñïöá.
� Äýï ÷ïñäÝò åßíáé ßóåò, áí êáé ìüíïí áí ôá áðïóôÞìáôÜ ôïõò åßíáé ßóá.
� Ï öïñÝáò ôïõ áðïóôÞìáôïò ìéáò ÷ïñäÞò:

� äéÝñ÷åôáé áðü ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ,
� åßíáé ìåóïêÜèåôïò ôçò ÷ïñäÞò,
� äé÷ïôïìåß ôï áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò ÷ïñäÞò.

Âáóéêïß ãåùìåôñéêïß ôüðïé åßíáé: ï êýêëïò, ç ìåóïêÜèåôïò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò êáé ç äé÷ïôüìïò
ãùíßáò.
� Ç ìåóïêÜèåôïò åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ,

ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôá Üêñá ôïõ.
� Ç äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôçò ãùíßáò, ðïõ éóáðÝ÷ïõí áðü ôéò

ðëåõñÝò ôçò.

Äýï ó÷Þìáôá Ó, Ó´ ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò Ýíá óçìåßï Ï Þ ìéá åõèåßá å, üôáí êÜèå óçìåßï ôïõ
Ó´ åßíáé óõììåôñéêü åíüò óçìåßïõ ôïõ Ó, ùò ðñïò ôï Ï Þ ôçí å êáé áíôßóôñïöá.

ÁíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò óôï ôñßãùíï:
� ÊÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôéò áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ ôñéãþíïõ.
� ÁðÝíáíôé áðü Üíéóåò ðëåõñÝò âñßóêïíôáé üìïéá Üíéóåò ãùíßåò.
� ÊÜèå ðëåõñÜ ôñéãþíïõ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôï Üèñïéóìá ôùí äýï Üëëùí êáé ìåãáëýôåñç áðü ôç äéá-

öïñÜ ôïõò.

ÂáóéêÞ óõíÝðåéá:
� Áí óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé Â

^
=Ã

^
, ôüôå èá åßíáé êáé â = ã.

� ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ä ôçò âÜóçò ÂÃ. Áí ç ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò êáé äéÜìåóïò Þ äé÷ïôüìïò
êáé ýøïò Þ äéÜìåóïò êáé ýøïò, ôüôå ôï ôñßãùíï åßíáé éóïóêåëÝò.
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ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÔÉÊÏ ÄÉÁÃÑÁÌÌÁ

ÔÑÉÃÙÍÁ

Åßäç - Óôïé÷åßá ÊñéôÞñéá Éóüôçôáò: � ÐÃÐ
� ÃÐÃ
� ÐÐÐ

Éäéüôçôåò: � éóïóêåëþí ôñéãþíùí
� ìåóïêáèÝôïõ
� ÷ïñäþí - ôüîùí

ÊñéôÞñéá éóüôçôáò ïñèïãùíßùí ôñéãþíùí

Ó÷Ýóç ÷ïñäþí êáé áðïóôçìÜôùí

Âáóéêïß ãåùìåôñéêïß ôüðïé: � êýêëïò
� ìåóïêÜèåôïò
� äé÷ïôüìïò

Óõììåôñßá ùò ðñïò êÝíôñï êáé Üîïíá

ÁíéóïôéêÝò ó÷Ýóåéò - ÊÜèåôåò êáé ðëÜãéåò

Ó÷åôéêÝò èÝóåéò: � åõèåßáò êáé êýêëïõ
� äýï êýêëùí

ÁðëÝò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò � ÂáóéêÝò êáôáóêåõÝò ôñéãþíùí
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